TB1 mai 2025

Feuille de calcul n°25 — Calculs de limites et de dérivées (II) — Corrigé

Exercice 1. Calculer les limites suivantes.
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Pour tout réel x > 0,

(VeFT-va) (VaFT+ve)  (@+1)— 1
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Or, par composition et somme, lir+n Vvr+1+/r = 400 done, par quotient, on conclut
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lim arctan(z) = = et lim z? = +oco donc, par quotient, | lim ———* =0|.
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Pour tout réel x, 2% + 4z — 5 = (x — 1)(x + 5) donc, pour tout réel x différent de —5 et 1,
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Pour tout réel x, In(2)* = e*=((2)_ Or In(2) < 1 donc In(In(2)) < Oet ainsi lim xIn(In(2)) =

T—+400

—o00. Or, lim e*= 0 donc, par composition, | lim In(2)*=0|.
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Pour tout réel x, sin(x) > —1 donc z? + sin(z) > 2% — 1. Or, hI_P 2? — 1 = 400 donc, par
Tr—r+00

le théoreme de comparaison, liril 2? +sin(z) = +oo|.
T—r+00

Pour tout réel x > 1, —1 < sin(z) < 1 donc [¥] 0 < x —1 < z +sin(z) < v+ 1 et

—1<cos(z) <ldoncO0<z—1<a+ cos( ) <z + 1. Par décroissance de la fonction inverse
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Comme [*] et [*x] portent sur des nombres positifs, on peut les multiplier membre a membre,
ce qui donne

sur 0 ; +oo[, on déduit de la derniére inégalité que [*x]

x—1 < x + sin(z) < x+1.
r+1 " x+4cos(x) x—1
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le théoreme d’encadrement, | lim — =1|.
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Pour tout réel x, e?*+e?—2 = (e®)? + e*—2 = (e“—1)(e*+2) donc, pour tout réel x > 0,
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Or, par continuité, ilg% cii2 "3 donc }:13% oTirer s 3/

Exercice 2. Calculer les limites suivantes.
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Solution
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Pour tout réel z < 0, ——— = —10z*e® donc, par croissance comparée, | lim =0
x4 r——oc0 g4
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Pour tout réel z > 0, In(z)?—e?= x (z) — — | et, par croissances comparées, lim (z) =
€x €x r—r+00 €
. e” s : : T
Oet lim — = 400 donc, par différence et produit, | lim In(z)* —e®= —o0|.
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Par croissance comparée, lim L = 0" donc, par inverse, | lim —— = +oc0|.
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%, Or, par croissance comparée, lim z? 111(@ =0

Pour tout réel x > 0, In(x)+— = -
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donc, par somme et quotient, | lim In(z) + — = +oo|.
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Pour tout réel z > 0, = e X —. Or, par croissance comparée, lim — = +o0o donc,
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comme e > 0, | lim = 400l
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Pour tout réel x > 0,
1 1 1 1 1 1 1
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Or, par croissance comparée, lim = 0 et, par composition et produit, lim —In{—+1) =
r—r+00 x3 n—+00 x?’ x

In(x +1)
0 donc, par somme, | lim —————= =
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Pour tout réel z, — = . Or, lim 2? = 400 et, par croissance comparée,
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= 400 et, par inverse, | lim
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Pour tout réel z > 0, = =
2e"43  er(2+42) 2+

. Or, par croissance comparée,

x

. e . . X . .
lim — = 400 donc, par inverse, lim — = 0. De plus, comme lim e®= 400, par quotient,
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lim — = 0 donc, par somme et quotient, | lim =—|
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Exercice 3. Calculer les limites suivantes en reconnaissant un taux de variation.
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Solution.

tan(r)  tan(x) — tan(0)

1. Pour tout réel x € }—g ; g[ \ {0}, donc, comme tan est

€T a z—0
t t
dérivable en 0, lim an() _ tan’(0) = 1 + tan2(0) donc | lim an(x) _ |
x—0 T 2—0 T

in(3 3z) —g(0
2. Pour tout réel x € R\ {0}, sin(32) = 9(32) Og( ) ou g : x — sin(3z). Comme g est
l’ —_—
in(3 in(3
dérivable en 0, lim sin(3z) = ¢'(0) = 3cos(3 x 0) donc | lim sin(3z) = 3|
20 a=0
, e’—e e?—el .
3. Pour tout réel x € R\ {1}, 1= 1 donc, comme exp est dérivable en 1,
T — xr —
. eT—e B , B . eT—e B
slclg%a:—l = exp/(1) = exp(1) donc ﬂlﬁl—%x—l =e|
t t — arctan(0
4. Pour tout réel zz € R\ {0}, arctan(z) _— an(z) grc an(0) donc, comme arctan est dé-
x T —
t — tan(0 t
rivable en 0, lim arctan(z) — arctan(0) = arctan’(0) = —— donc | lim arctan(z) =1}
z—0 z—0 1+ 02 z—0 x
| -1 1 —1
5. Pour tout réel x € RY \ {e}, n(x) = n(z) = Infe) donc, comme In est dérivable en
r—e r—e
1 —1 1 -1 1
e, lim In(z) = In(e) =In'(e) = - donc | lim In(z) — 1 =—|
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Exercice 4. Dans chaque cas, calculer f'(x) pour tout réel = € D.

1. f: x> arctan(y/z) avec D = R, 4. f x> /sin*(3z) + 1 avec D =R

1
2. fixr— vln(z) avec D = R*. 5. f: 2+ In(arctan(z)) avec D = R7.
3. f: x> arctan(sin(z)) avec D =R 6. f:x+— 2’z avec D = R%.
Solution.

1. Pour tout réel x > 0,
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f'(x)



. Pour tout réel z > 0,

fay < X E@ e x D+ —aln(@) x1_ (@) + D+ 1) — sln)
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| 1
donc, pour tout réel x > 0, f'(x) = W
. Pour tout réel z,
1 ~ cos(z)

f'(x) = cos(z) x

1 +sin®(z) 1 +sin(z)’
. Pur tout réel z,

f'(z) = 2x3 cos(3x) xsin(3z) x ! _ 2cos(3z)sin(3z) sin(6x)

3\?/(sin2(3x) +1)° - \3/(81112(33) +1)2 B \3/(sin2(x) +1)2
. Pour tout réel z > 0,
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. Pour tout réel z > 0,

f,<x):3$2\5/§+x3>< = 323z + 23 x £ 16 227
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