TB1 mai 2025

Feuille de calcul n°24 — Espaces vectoriels

Exercice 1. Déterminer si les familles suivantes sont libres ou liées.

1. Fi = (e, ea) ou e =(1,2,3) et eo = (0,1, 1).

2. Fo=(e1,e2) ot eg = (1,2,3) et ey = (—2,—4, —6).

3. F3=(ey,e9,e3) ot e; = (1,2,3), ea = (0,1,1) et e3 = (1,0, 2).

4. F, = (e1,e9,e3) ou eg = (1,2,3), ea = (1,1,1) et e3 = (—2,1,4).
Solution.

1. Les deux vecteurs e; et ey ne sont pas colinéaires donc | F; est libre]|.
2. On remarque que ey = —2¢; donc | Fy est liée|.

3. Soit a, b et ¢ des réels. Alors,

(a4c=0 c=—a
aey + beg + ce3 = (0,0,0) <= < 2a+b=0 <= (b= —2a
(3a + b+ 2c 3a—2a—2a=0
(¢ =—a c=0
= <{b=—-2a <+<=<0b=0
(—a=0 c=10

Ainsi, a =b=c¢ =0 donc .

4. Soit a, b et ¢ des réels. Alors,

(a+b—2c=0 Ly
ae; +bes +cez3 = (0,0,0) <= < 2a+b+c=0 Ly
(3a+b+4c=0 L3
(a+b—2c=0 Ly
< < —b+5c=0 LQ%LQ—ZLl
\—2b+10020 L3+ Ls— 3L,
(a+b—2c=0 Ly
<~ < —-b+5c=0 Lo+ Ly —2I14

\O:O Ly <+ Ly —2L,
a= —3c

A
{b:5c

Ainsi, par exemple pour ¢ = 1, —3e; + 5es + e3 = 0 donc .



Exercice 2. Déterminer si les familles suivantes sont des bases de F.

1. = (e1,62) ot e; = (1,2), e3 = (0,4) et £ =R?.

2. = (e1,e) ot e; = (1,2,1), e5 = (0,4, —2) et E = R5.

3. = (e1,€9,e3) ot e = (1,2,1), ea = (0,4,1), e3 = (1,0,1) et £ = R3.
4. .7-"4 = (e, e9,63) ot e = (1,2,1), e = (0,1,1), e3 = (1,0, —1) et E = R3.
Solution.

1. Comme e; et ey ne sont pas colinéaires, F; est libre. Or, dim(R?) = 2 donc F; est une

famille libre de 2 vecteurs dans un espace de dimension 2 donc ’.7-"1 est une base de R?|.

2. Comme dim(R?) = 3 et comme JF, ne contient que deux vecteurs, | F, n’est pas une base de R?|.

3. Soit a, b et ¢ des réels. Alors,

(a+c=0 c=—a
aey + bey + cez = (0,0,0) <= < 2a+4b=0 = b=—1la
la+b+c=0 a—lta—a=
(¢c=0
—<b=0
la=0

Ainsi, a = b = ¢ = 0 donc F3 est libre. Or, dim(R?) = 3 donc F3 est une famille libre de
3 vecteurs dans un espace de dimension 3. Ainsi, | F3 est une base de R?|.

4. Onremarque que e; = 2ey+e3 donc (ey, e, e3) est liée et ainsi | F; n’est pas une base de R3|.

Exercice 3. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R3 ?
1. [y ={(z,y,2) ER® |z +y+2 =0}

2. By ={(x,y,2) eER*|x+y+2=1}

3. F3={(z,y,2) e R? | 2? —¢y* + 22 = 0}.

4. Fy = Vect((1,8,2), (2, =1, 1)),

5. F5 ={(a—b,a+2bb—3a) | (a,b) € R*}.
Solution.

1. On remarque que

ﬂw%)GRﬂz——x—w
{@y, —y) | (z,y) € R*}
{x(1, )+MQL—UIQMD€R@

Ainsi, Fy = Vect((1,0,—1),(0,1,—1)) donc | F; est un sous-espace vectoriel de R?|.

2. Comme 0 +0+0=0+#1, (0,0,0) ¢ R? donc | F;, est un sous-espace vectoriel de R? |

3. Comme 12 —1240* = 0 et 12— (—1)*+ 0% = 0, les vecteurs u = (1,—1,0) et v = (1, —1,0)
appartiennent & Fz. Or, u +v = (2,0,0) et 22 — 0* + 0> = 4 donc u + v # F3. Ainsi,
F3 n’est pas un sous-espace vectoriel de R3 |,




4.

5.

Par propriété, un ensemble engendré par des vecteurs de R? est un sous-espace vectoriel

de R? donc ‘ Fy est un sous-espace vectoriel de R? ‘

On remarque que

Fs={a(1,1,-3) +b(—1,2,1) | (a,b) € R*} = Vect((1,1,-3),(~1,2,1))

donc | Fy est un sous-espace vectoriel de R3 |.

Exercice 4. Les familles suivantes sont-elles des bases de E' 7

1. F1 =((1,2),(0,1)) et £ =R2
2. Fo=((-2,1,3),(0,1,1)) et E =R3.
3. F3=((-2,1,3),(0,1,1),(0,0,1)) et £ = R3.
4. Fy=1((2,1,3),(3,1,2),(1,2,3)) et E = R3.
Solution.
1. Comme les deux vecteurs (1,2) et (0,1) ne sont pas colinéaires, la famille F; est libre.
Or, dim(R?) = 2 donc F; est une famille libre de 2 vecteurs dans un espace de dimension
2 donc | F; est une base de R? |,
2. Comme dim(R?) = 3 et comme F; ne contient que 2 vecteurs, | F» n’est pas une base de R?|.
3. Soit a, b et ¢ des réels. Alors,
—2a =0 a=0
aey + bey + ces3 = (0,0,0) <= < a+b=10 = <b=0
3a+b+c=0 c=0
Ainsi, la famille F3 est libre. Or, dim(R3) = 3 donc F3 est une famille libre de 3 vecteurs
dans un espace de dimension 3 donc | F3 est une base de R?|.
4. Soit a, b et ¢ des réels. Alors,

(20 +b+3c=0 L, a+20+3¢=0 L+ Ly
aey +bey +ce3 = (0,0,0) <= < 3a+b+2c=0 Ly <= 2a+b+3c=0 Ly
(a+2b+3c=0 Ls 3a+b+2c=0 L3+ L,

(a+2b+3c=0 L
¢ —3b—3c=0 LQ(—L2—2L1
\—56—7020 Ls <+ L3 — 3L

(a+2b+3c=0 I,

= Jb+c=0 Ly + —3Lo
\5b—|—7C:O L+ —Ls
(a+20+3c=0 L,

< b+c=0 Lo
KQC:O L3<—L3—5L2

On obtient un systeme échelonné de rang 3 donc le systéme est un systeme de Cramer
homogene. Ainsi, 'unique solution est a = b = ¢ = 0 donc la famille F; est libre et, par le

méme argument de dimension que précédemment, on conclut que | F4 est une base de R? |




Exercice 5. Déterminer le rang des familles de vecteurs suivantes.

1. Fi1 = (e1,ea,e3) oueg = (1,0,1), eo = (1,1,0) et e3 = (0, 1,0).

2. ]:2 = (61,62,63,4) Ofl €1 = (1,0, 1,0), €y = (]_, 1,0,0), €3 — (O, ]_,0, 1) et €4 = (1,0,0, ].)

3. F3=(e1,e9,e3) ote; = (1,1,1), ea = (2,2,2) et e3 = (3,3, 3).

4. f4 - (61762763764) Ol\l €1 = (1707 170)7 €2 = <07 1707 1)7 €3 = (2737273) et €4 = (3727372)
Solution.

1. Soit a, b et ¢ des réels. Alors,

a+b=0 b=0
aey +bey +ce3 = (0,0,0) <= <b+c=0 <=<c=

a=0 a=

donc F; est une famille libre de 3 vecteurs donc |rg(F;) = 3|.

2. Soit a, b, ¢ et d des réels. Alors,

(a+b+d=0 btd=0

b =0 — _
aey + bes + cez + dey = (0,0,0,0) <~ +CO <~ ¢

a = a =

kc+d:0 = —c

(_9c=0 c=0

b= —c b=20

< <
a=20 a=20
kd:—c d=0

donc la famille F; est libre. Ainsi, |rg(Fs) =4 |.

3. On remarque que ey = 2¢; et e3 = 3e; donc Vect(F3) = Vect(eq) et, comme e; # (0,0,0),

on conclut que |rg(F3) =1/

4. On peut remarquer que ez = 2e; + 3ey et que ey = 3e; + 2e5 done Vect(Fy) = Vect(eq, e3).

De plus, e; et es sont deux vecteurs non colinéaires donc Vect(Fy) = 2 i.e. |rg(Fy) = 2|




