TB1 juillet 2024

Feuille de calcul n°23 — Primitives et intégrales — Correction

Exercice 1. Dans chaque cas, déterminer une primitive F' de f sur [I.
1. frxr—2®, I=R 2. fror—22°, =R 3. fro—a*+20 -3, =R

1 1
4.f:x>—>?—x2,[:Ri 5. f:x+— — I=R, 6. f:xr—a+—F—, =R

35’ VT
Solution.
e
1. F:z+— —.
Ty
6
2 F:xr—>$—
3
3
3. F x»—>§+:p2—3x
3
4 F:xr—>—l—x—.
T 3
1
5. F:ox+— —.
R

2
6. F:xr—>%+2\/5.

Exercice 2. Dans chaque cas, déterminer une primitive F' de f sur [I.

1.frar— Br+ DY I=R 2. fiz+— 204+7)°% I=R 3.f:xr—>;2(1—|—313)4,1:]1%i

4.f::r»—>(2x26j_1)2,[:R 5.f;a:'—>(efj3)4,1=R 6.f:xr—><x2f;;ig)4

7.f:xv—>e:j_1,I:R 8.f:xn—>ﬁ,I:R 9.f:xl—>xli(x)

10. f:x—e® I=R 11. f:x—e " I =R 12.f:x»—>exi,[:Ri
Solution.

1 1 1
1. Pour tout réel z, f(x) = 3 % 3(3z4+1)* donc F : z — 3 X 5(356 + 1)5 c’est-a-dire
—_————
v (z)u(z)!

1
F:zv+— 1—5(3x + 1) est une primitive de f sur R.

1 . 1 1
2. Pour tout réel z, f(x) = 3 X 22z +7)% donc F : x — 5 X ?(2:1: + 7)7 c’est-a-dire
—_——
u/ (x)u(z)™

1
F:zv+— ﬂ(Qx +7)7 est une primitive de f sur R.



10.

11.

12.

1\* 1 1
. Pour tout réel z > 0, f(z) = — (—) X (1 + ) donc F : = —> “: (1 4 ) est
x

1 5

2 x

une primitive de f sur R?.

3 4 3 1
. Pour tout réel z, f(z) = 5 X (ZxQ—T—l)Z donc F': z — 7 X <_2x2+1> c’est-a-dire
/
. ok
F:x+— —m est une primitive de f sur R.
. Pour tout réel z, f(z) = ((3:%—3)4 donc F': x — —m est une primitive de f sur
/
ok
R.
) 1 20 + 2 1 1 .
. Pour tout réel z, f(z) = 5 12 1 3) donc F : z — 3 % <_3(x2 +2x+3)3> ie.
W (2)
F.or— — t imitive d R.
x 6(a2 + 20+ 3)7 est une primitive de f sur
. Pour tout réel z, f(z) = e+1 donc, étant donné que e”+1 > 0 pour tout réel z,
eJT

o/ (@)
u(x)

F :x+—In(e®+1) est une primitive de f sur R.

1 2z
. Pour tout réel z, f(z) = 3 X 2 done, étant donné que 1 + 22 > 0 pour tout réel x,
—

u! (z)

u(z)

1
F:o— 3 In(1 + 2%) est une primitive de f sur R.

1
x

. Pour tout réel x > 1, f(z) = donc, étant donné que In(z) > 0 pour tout réel x > 1,

In(x)
——
ne

u(xz)
F : 2+ In(In(x)) est une primitive de f sur |1;+oo].

1 1
Pour tout réel x, f(z) = 3 % 2e¢?* donc F:z+— 5 e?? est une primitive de f sur R.

u/(m)eu(z)
Pour tout réel z, f(z) = — (— e ’x) donc F': x — —e " est une primitive de f sur R.
———
u/(x)eu(z)
1
Pour tout réel x > 0, f(z) = — (—2 e als) donc F : & —s —e & est une primitive de f
x
u'(z) e u(®)

*
sur ]R+.



Exercice 3. Calculer les intégrales suivantes a 1’aide d’une primitives.

1 41 2 )
1.[1:/3x2+13—|—2dx 2.12:/ St 3.13:/““101:5

0 2 1

4 u—1 3 1 1 3
41:/ d 5]:/ dt &I:/t2%&

4 3 u?—2u Y b 0 Vt+1 6 0 ¢

26 2 3 1
Toh= [ J4sstdds 80— [ Sda 9. )= [ eltetal

18 1z 0

1 1 ™ i 2 - 3 ZE
10. IlO :/0 mdu 11. Ill :/0 Sln(t) COS (t) dt 12. ,[12 —/2 mdx
Solution.

2 0 2
u'(z) e u(®@)
1 4 2u—2 1r 1 8
4. I, = 5 ) w2 du = 3 {ln(u - 2u)} =3 (In(8) —In(3)) = = 1In (3)
o/ (u)
v(u)
5. I = [2vI71), =2vi-2/1=2
1 1 1 371 e -1 1—e!
6. [g=—= | —3Pe " dt=—=]e"" - =
R Y L 317, 3 3
u/(t)eu(t)
3 2 11 17
7. I; = {6111(5) + 552 + 48} =61In(2) + 14 — 5= 61n(2) + 5
1
312 3 3
8. i=|—| =—+3=—
s { I‘L 2+ 2
9. [9: [et—e_t]é:e—e_l—(1—1> :6—6_1.
10. I,y = [arctan(u)]; = arctan(1) — arctan(0) = % —-0= %
n Ol -13 1 2
11 1y = - [ (= sin() cos’(t) de = - [COS; )L _ <( 3) _ 3) -2

w (E)u(t)™
1o, ,12:1/3296@:1{_1]3:1(_1;):36
2.J2 (22— 3)3 2| 222-3)2], 2\ 72 2/ 14
i

Exercice 4. Calculer les intégrales suivantes a ’aide d’une intégration par parties.

1 )  In(t) Ut + 1) |
1. [1:/0 (237—4)6 dez 2. [2:/1 2 dt 3. 13:/0 mdt 4. [4:/0 arctan(x)dx




Solution.

1. Considérons les fonctions u : . — 2x —4 et v : x — e de sorte que v’ : v — 2 et
v' 1 — e®. Les fonctions u et v sont de classe €' sur R donc, en intégrant par parties,

I = [(2x—4)ex]é—/()l2ezdx: e — (—4) — [27)) = —2e 4+ 4 — (20 — 2)

soit I; = 6 — 4e.
1 1
2. Considérons les fonctions u : ¢t — In(t) et v : t —> 5 de sorte que u' : t — ; et

1
vt — 2 Les fonctions u et v sont de classe €' sur R*. donc, en intégrant par parties,

R N =N C

2
soit [y =1 — —.
e
1
3. Considérons les fonctions u : t — In(t + 1) et v : t — i de sorte que u' : t —
1
—— et v/ 1t —> ————. Les fonctions u et v sont de classe € sur |—1;+o00[ donc, en
t+1 (t+1)2

intégrant par parties,

Igzl_w_m]l_/()l_(ldt:_ln(2>_|: 1 E:_ln(z)_<1_1>

t+1 |, t41)2 2 t+1

1 —1In(2)
5
4. Considérons les fonctions u : x — x et v : x — arctan(x) de sorte que u’ : z +—— 1 et

soit I3 =

v — ek Les fonctions u et v sont de classe €' sur R donc, en intégrant par
x
parties,
1
o 1 T B 1 2 1 . s 1
Iy = [rarctan(z)], — /0 o dz = arctan(1) — 5 {ln(x + 1)]0 =173 (In(2) —0)
T In(2)

it [y = — — :

SO1t 1o 1 9

Exercice 5. Calculer les intégrales suivantes a 1’aide du changement de variable indiqué.

1 4 1
L= [ VI=a?de (o =sin(t 2 L= [ ——d (t=a?
1=/ x2dx  (x =sin(t)) 2= 157 (t =z°)
1 g2 In(2)
3. 13:/ de (t=c?) 4.1, = Ver—1dz (t=+eo-1)
0 e’+1 0

Solution.
1. La fonction sin est de classe €' sur R. De plus, sin(0) = 0, sin (;T) =1 et, si on pose

x = sin(t) alors dx = cos(t) dt donc

I = /072r /1 — sin?(¢) cos(r) dt = /0’5 \/cos?(t) cos(t) dt.



De plus, pour tout ¢t € [0 ; 721’ cos(t) = 0 donc 4/cos?(t) = cos(t) et ainsi

™

L = /5 cos?(t) dt.
0

Or, d’apres les formules de duplication, pour tout réel ¢, cos(2t) = 2cos?(t) — 1 donc
1 + cos(2t)

cos?(t) = 5 . Dés lors,
3 14 cos(2t) t  sin(2t) E sin(m)
I = / P e == -0
o 2 lz N
donc I} = —

. La fonction carré est de classe €' sur R. De plus, 1' = 1, 22 = 4 et, si on pose t = z2
alors dt2x dx donc

I — /2 ><2xd:zc—2/
[fii /12
QU 1d33—/12 ]
2[1><(2—1) [In(1 + )”
2(1 = (In(3 = In(2))))

21 —1
dsz{/ de
1 1+z

donc Iy, =2 —2In (2)
. Poser t = e” revient a poser z = In(¢). Or, la fonction In est de classe €* sur R*. De

1
plus, In(1) = 0, In(e) = 1 et, si on pose x = In(t), alors dz = i dt. Des lors,

e 2 1 et et+1—1
I, = xdt:/dt:/+dt
1 t+1 t 1 t+1 1 t+1
_/ 1dt—/ —dt_lx(e—1)—(1n(t+1)]‘;
:e—l—(ln(e+1)—ln( ))

1
soitlgze—l—ln(e+ >
. Poser t = y/e*—1 revient a poser t? = e®—1 i.e. z = In(

+ t?). Or, la fonction
)=1In

1
@t — In(1 + t?) est de classe €' sur R. De plus, »(0) =0, ¢(1 (2) et, si on pose

t
x = (t), alors do = e

1 2t 142 et2 4 1-1
[:/txidt:/ dt:2/7dt
4 1+1¢2 0o 141¢2 1 1+¢2

_2/ 1dt — 2/ o dt =2 X 1x (1-0) - 2[arctan ()]}

-2-3(3-

soit I4:2—E.
2




