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Feuille de calcul n°20 — Calcul matriciel — Corrigés

Exercice 1. On considere les matrices

1 3
(Y s

Calculer :
1. A+ B 2.2A— B 3. AB 4.
Solution.
3 5
Lavn=(2)
2 6 2 2 0 4
2. 2A_B:<4 10)‘(0 4>:<4 6)'
(240 2+12) (2 14
3 AB_(4+O 4+20>_<4 24)'
_(2+4 6+10\ (6 16
4 BA_(O+8 O+20>_<8 20)'
2 0\ /1
LR / 't t .
5. Premiere méthode : 'B A = (2 4> (3
Seconde méthode : ‘B 'A =' (AB) = (124
1 3 4 4 -3
o5t =s(1 3~ (1 )]s

Exercice 2. On considere les matrices

1 -1 0
A=(0 2 1 B=(17—2) C
3 -1 2
Calculer :
1. A? 2. A3 3. BE 4. EB
Solution.
1 —1 0\ /1 =1 0
1. A2=(0 2 1]l0o 2 1
3 -1 2/\3 -1 2
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1 1 7 =2
9. 'BB=| 7 (1 7 —2): 7 49 —14
—9 9 —14 4

Exercice 3. On considére les matrices

11 2 1
AZ(O 1) BZ(O 3) ¢
. Calculer A%, B? et C?.
. Calculer A3, B3 et C3.

. Calculer A* B* et C*.

. Conjecturer, pour tout n € N*, une expression explicite de A", B" et C" en fonction de
n. (On ne demande pas de démontrer ces conjectures.)
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13\ (1 1 1 4
4 _ A3 A — _
soat=wa= (53 (5 1) = (0 1)
8 19\ (2 1 16 65
4 _ R3 _ _
B _BB_<0 27)(0 3)‘(0 81)
C1 = C3C = (90)C = 9C? = 9(3C) = 27C

4. On peut conjecturer que, pour tout n € N* A" = (é ?), B" = <20 3 3_712 ) et
cn =310,

Exercice 4. Pour chacune des matrices suivantes, déterminer si elle est inversible ou non.
Lorsqu’elle est inversible, déterminer son inverse et, lorsqu’elle ne 'est pas, déterminer son rang.

: . 1 -1 0
A:(Q g) B:(Hl 2__.1> c=10 2 1
: ' 3 —1 2
us ™27 1 0 2 0 21
D=\« 0 0 E=121 -3 F=12 01
-7 =27 0 4 2 1 20
101 -1 10 2 3 1 1 -1 -1
21 3 -1 2 2 1 4 -1 1 1 1
G_llll H_72 2 9 /= -1 -1 -1 1
0 2 3 —1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
Solution.
1 2 —e
det(A) = 2m — 2e # 0 donc A est i ible et A7 = ———— :
et(A) = 2m — 2e # 0 donc A est inversible e 5 9 (_2 7r>
det(B) = (1 +1i)(—i)—i(2—1i) = —i+1 —2i—1 = —3i# 0 donc B est inversible et
1 —i =241
-1 _
ST (—i 1+i

Soit a, b et ¢ trois réels. On considere le systeme suivant associé a C' :

r—y=a Ly
(Sc)§2y+z=10 Ly .
3r—y+2z2=c L3
Alors,
rT—y=a L, r—y=a Ly
(So) <=2y +2=10 Lo =2y +2=0b Lo
20+ 2z2=c—3a L3< L3—3L, z=-3a—b+c L3+ L3— Lo

Le systeme échelonné possede 3 pivots donc C' est inversible. De plus,

r=a+vy xz%a%—b—%c

(So) <= {2y—3a—b+c=b <= y=3a+b—1ic

z=-3a—b+c z=-3a—b+c



5 1 =1
1 3 i
donc C7% = | 3 I —3
-3 -1 1
1 1 2
On peut remarquer que D =7D"ouD'=| 1 0 0].
-1 -2 0

Soit a, b et ¢ trois réels. On considere le systeme suivant associé a D’ :

r+y+2z2=a I,
(SD/) =20 LQ.
—r—2y=c Ls

Alors,
rz=0 Ll(—>L2 r=0
(Spr<=v+y+2z2=a Lo+ Ly <=<Sy+2z2=a—b Lo+ Ly— L,
—.Z’—Qy:C L3 —2y:b+C L3<—L3+L1
r=10b
= Jy+2z2=a—-b Ly
4z:2a—b—|—c L3<—L3+2L2

Le systeéme échelonné possede 3 pivots donc D’ est inversible. De plus,

r=20b xr =
(Sp) = y+a—3b+ic=a—b <= y=—ib—s3c
z=1a—1b+ic z=3a—3b+1c
0 1 0 0 1 0 0 % 0
Ainsi, D"'= [0 —3 —3|doncD'==-10 -2 —1|=[0 —5 —5
111 T\l _1 1 RO U
2 4 4 2 4 4 2w 4 4

Soit a, b et ¢ trois réels. On considere le systeme suivant associé a E :

r+2z=a Ly
(Sp)S2r+y—32=0b Ly.
dr +2y+22=c L3

Alors,
r+2z=a Ly r+2z=a Ly
(Sp)<=<Sy—Tz=b—2a Ly<+ Ly—2L <= y—T72z=b—2a Ly
2y—6Z:C—4CL Ly <+ L3 —4L, 8z=—-2b+c Ls <+ L3 —2Ls

Le systeme échelonné possede 3 pivots donc E est inversible. De plus,

T4+2(—3b+3c)=a T=a+ib—ic
(Sp) = qy—T(—1b+ic)=b—2a <= J{y=-2a—3b+Lc

_ 1 1 — 1 1
z = 4b—|—8C z = 4b—|—8c



1 1 _1

2 4

d -1_|_o _3 I
onc K~ = 2 T8
T 1

0 -3 3

Soit a, b et ¢ trois réels. On considere le systeme suivant associé a F :

2ut+z=a Iy
r+2y=c L
Alors,
r+2y=c Ly L3 r+2y=c Ly
(SF)<:> 20+z=10 Lo <~ —4y+Z:b—2C Lo+ Ly —21,4
204+ z=a L3+ [y 204+ z=a Ls
rT+2y=c Ly r+2y=c Ly
2yt z=a Ly Ly <= 2y+z2=a Ls
—4y+Z:b—20 L3<—>L2 3z=2a+b—2c L3<—>L3+2L2

Le systeme échelonné possede 3 pivots donc F' est inversible. De plus,

r+2y=c T+2(ga—gb+30) =c
2 1, 2. _ _ 1 1 4 1
z=2a+3b— 3¢ z=2a+3b— 3¢
T =—3a+3b+ 5
= (y=ga—sb+sc
z=2a+3b—2c
1 1 1
Ainsi, P = [ 2 D1
7 G 6 3
2 1 2
3 3 3

Soit a, b, ¢ et d quatre réels. On considere le systéme suivant associé a G :

r+z—1t=a Ly
2v+y+3z—t=0 L
(Sc) .
r+yt+z+t=c Ls
2u+3z2—t=d Ly
Alors,
r+z—1t=a Ly r+z—t=a Ly
(S)<’:> y+z+t:b—2a L2<—L2—2L1 y—i—z—l—t:b—Qa L2
“ y+2t:c—a Ly <+ Ls— 14 —z+4+t=a—-b+c L3+ L3 — Ly
r+z—1t=a Ly
y+z+t=5b—2a Lo
<
—z4+t=a—-b+c Lg%Lg—LQ
—2t=5a—3b+c+d L4%L4+L3




Le systeme échelonné possede 4 pivots donc G est inversible. De plus,

donc G—! =

(S¢) =

[ SIS GIEN|
N[N0 [ Ot

t4+z—(-2a+3b—3c—1id)=a

y+z—ga+%b—%c—%d:b—2a
5 3p 1 17

—z—3a+3b—g5c—5d=a—-b+c

_ 5 3 1 1

v+ (—Ia+3b-3c—id)=-3a+3b-1c—1d
y—ta+3b—3c—1d=3a— b+ 3¢+ 3d
z:—%a—l—gb—%c—%d

_ 5 3 1 1

r=2a—b+c
y=4a—3b+2c+d

_ 7 3
z=—fa+3b—3c—1d

_ 5 3 1 1

1 0
2 1

Soit a, b, ¢ et d quatre réels. On considere le systéme suivant associé a H :

r+224+3t=a Ly
20+ 2y+z+4t=5b Lo

S )
(Sa) Tr+2y+2249%=c Ls
r—y—z—t=d Ly

r+2z+3t=a Ly r+2z+3t=a
20— 3z —2t=0—2a LQ%L2—2L1<:> —y—3z—4t=d—a
20— 122 — 12t =c—Ta L3 <4 L3 — T[4 20— 122 — 12t =c—Ta
—y—3z—4t=d—a Ly« L,— 1, 20 —32—2t=0b—2a
r+224+3t=a Ly
—y—3z—4t=d—a Lo

—182 — 20t = —9a+c+2d L3+ L3+ 2L,
-9z — 10t = —4a+ b+ 2d L4<—L4+2L2

r+2z24+3t=a
—y —3z— 4t =

Ly
d—a L2

—182 =20t = —9a+c+2d L4+« L3

r+22+3t=a
—y—3z—4t =

Ly
d—a L2

—92—10t =—4a+b+d L;s
0=—-a—2b+c—2d L4<—L4—2L3

Ly
L2 — L4

L4<—>L2



Le systeme échelonné possede 3 pivots donc G est n’est pas inversible et rg(G) = 3.

Soit a, b, c et d quatre réels. On consideére le systeme suivant associé a J :

r+y—z—t=a Ly

S .

(54) —r—y—z+t=c Lj

—r—y—z—t=d L4

Alors,
r+y—z—t=a Iy r+y—z—t=a Iy

20=1> Ly < Lo+ L 2y=> Ly« Ly+ L
(Si) —> y +a 2 2 + L) ta 2 2+ Ly
—2z2=c+a L3FL3+L1 —2z=c+a L3<—L3—|—L1
—2z—2t=d+a Ly« L,+ 14 —2t=d-—c L4<—L4—L3

Le systeme échelonné possede 4 pivots donc J est n’est pas inversible et rg(G) = 3. De plus,

4 (3a+3b) — (—3a—3¢) — (3¢ —3d) =a v =—3b—1d

1 1 1 1

y=35a+ b y=s35a+sb

(Sy)=q" *, % = ST

Z——Qa—§c Z——ia—ac

_ 1 1 1 1

=3¢~ 3d t=1c—1d
1 1
Ly

dOIlCJlZ 51 2 1

-5 0 =5 0
R



