TB1 mai 2024

Feuille de calcul n°19 — Systémes linéaires

Exercice 1. Résoudre chacun des systemes suivants en utilisant la méthode qui vous semble la
plus adaptée.

3r—2y=1 3r+ 2y =—1 —5x 42y =3 2r4+y=1
(1) Y (S5) Y (Ss) / (593" 7Y
y=1 3r—4y =11 10z —4y =5 20+ 3y =3

Solution.
dJr—2x1=1 3r =3 r=1
(5)) — = =
y=1 y =
donc I"unique solution de (Sy) est (1;1).

9r =9 L1+ 201+ Lo r=1
(S2) <— —
6y:—12 L2<—L1—L2 = -2
donc 'unique solution de (S2) est (1;—2).
0=11 Ly 201+ L
(S) > 1 1+ Lo
-3z +6y =1
On aboutit a un systeme incompatible donc ’ensemble des solutions de (S3) est @.
204+3y=3=4 L, <+ 3L 2
(8y) e {270 ! "ey=-Zs+1
20+ 3y =3 3

Ainsi, ensemble des solutions de (Sy) est {(z, =3y +1) | = € R}.

Exercice 2. Résoudre chacun des systemes suivants.

—r+2y+32=2 2 + 5 - Tr—y+8z =12
T — 3z =
(S1) —y+2z2=1 (52){ y_2z_4 (S3)F —6y—+T7z=—-5
52 =17 B 0=12
Solution.
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Ainsi, 'unique solution de (.53) est (

2 6="7 = -2 1
(Sy) <~ Tyt — Y vt
z 2 z=-=2

Ainsi, 'ensemble des solutions de (Ss) est {(z;—2y+1;—-2) |y € R}.
L’ensemble des solutions de (.S3) est vide en raison de la derniére équation.

Exercice 3. Echelonner puis résoudre les systemes linéaires suivants.

P 5 r+y+z2=0 T+z=2
—oxX —
6&{ 5 yg (So) 420 — 3y — 4z =1 (S)da+y=1
xr — =
Y 3v+2y—2z=4 y+z=3

Solution.

-3 4y=5 L —3y =28 L+ L -3y =28
(Sl) T+ Y 1<:> x Yy 1 2<:> x Y

et on en déduit que

e

by=-3 3
Ainsi, 'unique solution de (S7) est (—% ; —%).
(SQ) 237—33/—42:1 L2<:/> —53/—62:1 LQ%LQ—QLl
3[E+2y—2224 Ls —y—5Z:4 L3+ Ls— 3L,

I’+y+Z:0 L1
< —5y—6Z:1 Lo+ Lo —214
y+52’:—4 L3+ —Ls

r+y+z2=0 Ly

<= Yy+5z=—4 Lo+ Ly L3
—by—6z2=1 Ly <> Lo
r+y+z2=0 Ly

<= Yy+5z=—4 Lo< Ly <> Ls
192 =—19 L3 < L3+5Ls

On en déduit que

r+y—1=0 r+1=1 T =
(Sy) <= y—5H=-4 <= Yy = = qy=1

z=—1 z=—1 z=—1

—5y =129 Ly« Ly+3L,



Ainsi, 'unique solution de (S3) est (0;1;—1).

r +z=2 I r +z=2 Ly
(S5)sx+y =1 Ly <= Yy—z2=—1 Lo+ Ly— L <
y+z=3 L3 y+z=3 Ls
On en déduit que
r+2=2 xr=
(Sg):) y—2=-—1 = (Y=
z =2 z =

Ainsi, I'unique solution de (S3) est (0;1;2).

Exercice 4. Echelonner puis résoudre les systemes suivants.

r+2y+32=6 —2r+y+22=3

(S1)qz—2y+32=2 (S2)qz+2y—32=5
3r+y—22=2 r+Ty—"72=12
Solution.
rT+2y+32=6 Iy rT+2y+32=6
(S1)Sa —2y+32=2 Ly << —4y = —4
3r+y—22=2 Ly —5y — 11z = —16
T+2y+32=06
<~ Y =1
-5y — 11z = —16
rT+2y+32=6
<~ Y =1
—11z=—11
On en déduit que
r+2+3=6 r=1
(S1) <=<Sy=1 = qy=
z=1 z =

Ainsi, 'unique solution de (Sy) est (1;1;1).

(S3)

r +z=2 Ly
y—z=-—1 Lo
22 =4 Lg(—Lg—LQ

or—2y+z=1

20+ 3y —2=2
2¢ — 16y + 62 = —6

Ly

Lo+ Ly — Iy

L3 < Lg — 3L1

Ly

LQ — —iLQ

L

Ly

L,

L3 < L3 + 5L9



—2r+y+2z2=3 I, r+2y—32=25 L+ Ly
(S2)¢x+2y—32=5 Ly <= {-20+y+22=3 Lo+ L,
r+Ty—T72=12 L3 r+Ty—T72=12 Lg

r4+2y—32=5 Iy

<= 5y —4z =13 Lo <+ Lo+ 2L,
by—4z=7 L3« L3— 14

r+2y—32=5 Iy

<~ by —4z2 =13 Ly

0=—-6 L3+ L3— Lo

La derniere équation étant toujours fausse, I’ensemble des solutions de (S2) est vide.

Sr—2y+z=1 Ly 20 — 16y + 62 = —6 Ly <> L3
(S3)92x +3y — 2z =2 Ly <= <2 +3y—2=2 Ly
20 — 16y + 62 = —6 L or —2y+z=1 Ly < Ly

$—8y+322—3 L1<—%L1
< 2r+3y—z2z=2 Ly
bx —2y+z2=1 L3

r—8y+32=-3 L+ [y

— 19y — 72 =38 Lo+ Ly —21,4
38y — 142 =16 L3 <+ L3 —5L,

r—8y+3z2=-3 L+ Iy

— 19y — 72 =38 Lo+ Ly —2I,4

0=0 L3 < L3 — 2Ly

On en déduit que

-8 3z =-3 -8y +3
(53)@{95 Y+ oz (:){x Y+

19y — 72 =28

Ainsi, 'ensemble des solutions de (S2) est {(—%y + 2y 2y — %) | z € R}.

Exercice 5. Déterminer le rang et le nombre de solutions des systemes suivants.

rT—3y+2z2=-1 2c —y+3z=1 rT+2y—32=6
(S1){2x —2y+52=5 (Sa)qz+3y—z=1 (S3) {4 V2 + 8y — V182 = 6v2
—Br+4dy+T7z=1 20 +4y — Tz =12 Tt 3y—35z=m



Solution.

r—3y+2z2=-1 Iy r—3y+2z2=-1 I,
(S1)92x —2y+52=5 Ly <= dy+2="7T Loy« Ly — 21,
—Br+4dy+T72=1 Ly —by+132=—-2 L3< L3+ 3[4
r—3y+2z2=-1 I,
= dy+2=T7 Ly
Mry=20 Ly¢+ L3+ 3L,

Iy a 3 pivots (1, 45, et %7) donc rg(S1) = 3. On en déduit que (S5)) est un systeme de
Cramer donc il admet exactement une solution.

2 —y+3z=1 Ly 2r —y+3z=1 Ly
(S2)qa+3y—z=1 Ly <= 4x+3y—4z2=4 Ly <+ 4L,
2044y —T2=12 L3 20 4+4y — T2 =12 L3

2v—y+3z2=1 L
< 5y—1OZ:2 LQ%LQ—QLl
5y—1OZ:11 Ly« Ly — 1,

20 —y+3z2=1 L,
= oy — 10z =2 Ly
0=9 Lg(—Lg—LQ

Iy a2 pivots (2 et 5) donc rg(Ss) = 2. Comme la derniére équation de compatibilité est
fausse, on en déduit que le systeme n’a pas de solution.

r+2y—32==6 Ly r+2y—32=6 1L,
(S3) 4 V2 + 8y — V182 =62 Ly, < 0=0 Ly« Ly— 2L,
%x—i—%y—gz:ﬂ L3 0=0 L3<—L3—%L1

Iy a1 seul pivot (1) donc rg(S;) = 1. De plus, les deux équations de compatibilité sont
vraies donc (S3) a une infinité de solutions.



