TB1 décembre 2025

Feuille de calcul n°11 — Sommes — Corrigé

Exercice 1. Soit n € N*. Les égalités suivantes sont-elles vraies pour toutes familles de réels
(ai)icping et (bi)ieqing-

(2—|—ak)—2—|—2ak Zak—i—bk Zak—i—Zbk
k=1 k=1 k=1

M:

k=1

>
Il
—_

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
G)i i:<iak) f) iak—Qbk:iak—Qibk

Solution Les égalités b), c) et f) sont vraies pour toutes familles de réelles (a;)cqi,n) et
(bi)ic[1,n) Par linéarité de la somme.
Les autres sont fausses des que n > 2. Pour le voir, il suffit de prendre pour (a;)c1,] €t

(bi)icp,ng les familles constantes égales a 1.

Eneffet, > (241)=> 3=3net2+3 7 ;1=2+n.0r,sin>lalors3n =2n+n > 2+n
k=1 k=1
donc I'égalité a) est mise en défaut.

De méme, Y 1x1 =Y 1=net <Zl) (Zl) =nxn=n? Or,sin > 1 alors
k=1 k=1 1 k=1
n? =n x n > n donc I'égalité d) est mise en défaut.

Enfin, Y 1= 1=net (X}, 1)* = n? donc, de méme, ¢) est mise en défaut deés que
k=1 k=1
n > 1.

Exercice 2. Ecrire les sommes suivantes avec le symbole Z

S =12422+3%4+... 4142 Sy =124+324+5%2+... +13% + 152
Sy =32 4+4%2 4+ 5%+ ...+ 1042 S:=1x34+2%x44+3x5+---+97 x99+ 98 x 100
1 2 3 101 102
S3=—-—4 - -f bt ——q— Sg=1+8+27+64+ 125+ 216 + 343 + 512
3 2+3+4+ +102+1o3 6 + 8427 +64 + + + +
Solution
i ) % ) 102 ]{7
=Sk Sy =Sk Sy =y ——
k=1 k=3 k:1k+1
7 98 8
Sy=Y (2k+1)° =Y k(k+2) Se =Y Kk
k=0 k=1 k=1



Exercice 3. Calculer les sommes suivantes ou les exprimer en fonction de n.

n n 11 11
k=0 k=1 b—5 e
Solution
= 1
Par linéarité, Sy =7 Z k=17x M
k=1
1 11x12 4x5
=2 k- Z’f* . >2< — 66 — 10 = 56.
k=1

11 11
Par linéarité, Sy = » 345> k=3(11—-5+1)+55; =21+ 5 x 56 = 301.
k=5 k=5

Exercice 4. Calculer les sommes suivantes ou les exprimer en fonction de n.

Slzzn:(2k+1) Szzznjk:(kzﬂ) ngz":(2k+k2+2> S4zznj(6k2+4k+1)

k=1 k=1 k=1 k=1
Solution
T = = n(n+1)
Par linéarité, S; = 2> k+> 1=2x — o tn= nn+1l)+n=n(n+1+1) =n(n+2).
k=1 k=1
Par linéarité,
+1)(2 1 1
5222k2+2k_ >6(”+ >+”(”2+ )
B (n+1)(2n+1)+3n(n+1) ~nn+1)2n+1+3) n(n+1)x2(n+2)
B 6 B 6 B 6
_n(n+1)(n+2)
B 3

Par linéarité,

1-2" nn+1)2n+1)

Z2k+2k2+22—2x 5+ 6 +2n
1—2”
oy N (n+1)(2n+1)+12n
—1 6
2n? 2 1+12
:2(_1+2n)+n(n+n—|—6n+ +12)
:2n+1_2+n(2n2+3n+13)
6
Par linéarité,
“ 1)(2 1 1
= Z +4Zk+21_6 nn & >6(”+ )—|—4><n(n2+)+n
k=1

n(n + )(2n+1)+2n(n—|—1)+n:n[(n+1)(2n+1)+2(n+1)+1]
n2n* +n+2n+1+2n+2+1) =n(2n* + 5n + 4)



Exercice 5. Calculer les sommes suivantes ou les exprimer en fonction de n.

9 nl 1 n 1
P SN L S S Y TR

kz::le =k k41 kzzjl k Z\/_+\/]<;+
Solution . o

9 /1 11— (3 1 1-% 22—1 511
O

k=1 _5 5 512

) 1 . 1 1 n+1-1 n
En reconnaissant une somme téléscopique, S, = — — = =
1 n+1 n+1 n+1

De méme, S5 = zn: In (k _]: 1) = kz:ln(k +1)—In(k) =In(n+1) —In(1) = In(n + 1).

1
En multipliant, pour tout k € |1, n], la fraction ——————— par I'expression conjuguée du
7] VE+vVE+1 e
dénominateur, il vient
5 _ ¥ Vi - VE+1 S Vi - VE+1
4= =
S Wk VETDWVE-VE+T) SVE —VETT
_Z\/E— k+1 _z":\/E—\/kJrl
= k—(k+1) o -1
:Z k+1—-Vk=vn+1-+1
k=1



