¢ Corrigés des exercices du chapitre 3

Exercice 1. Soit x et y deux réels strictement positifs. Dans chaque cas, comparer A et B.

et B=/ry

2
3)A:x+y
+

) A= (z+y)?et B=2a>+y 2) A=x+yet B=

8] =
< =

Solution.
1) A— B = (z+vy)?— (2 +y?) = 2* + 22y + y* — 2% — y* = 22y donc, comme x et y sont
strictement positifs, A — B > 0. Ainsi, on conclut que .

o 2 _ 2 2zy (ac+y)2—2;vy o x2+2my+y2—227y _ m2+y2
2)A—B_x+y——i+%—x+y—y+w—x—l—y——— = py =

yrez Tty Tty

zy

donc, comme x et y sont strictement positifs, A — B > 0. Ainsi, on conclut que .
3) A—B = %ﬂ — /Ty = Hyf‘/@ = ‘/5272‘/:5‘/%*/@2 = (ﬁ;ﬂ)2 donc A — B > 0. Ainsi, on

conclut que .

Exercice 2. Montrer que, pour tout réel x > 0, = + i > 2.

Solution. Soit un réel z > 0. Alors,

x+l_2:x2+1—2$:$2—2$+12:(:1:—1)2>O
T T T T

car (x —1)> > 0 et z > 0.
On conclut donc que, |pour tout x > 0, = + % > 2|

Exercice 3. Soit x un réel tel que z > 1 et z < 3.
1. Traduire I’énoncé sous la forme x € ... en remplacant les pointillés par un intervalle.

2. Donner un encadrement de :

a)z+5 b)z—-2 ¢ 2 d) —z e)g f)—g.

Solution.

1. Les deux inégalités x > 1 et 2 < 3 se traduisent par |z € |1;3]|.

2. a) Comme 1 <z <3, 1+5<z+5<3+5donc|6<z+5<8|
b) Comme 1 < x 3,1—2<x—2<3—2d0ne’—1<x—2<1‘.

<
C)Commel<x<3€tcomme2>0,2><1<2><x<2><3d0nc.

d) Comme 1 < x < 3 et comme —1 < 0, (—=1) x 1 > (—=1) x z > (—1) x 3 donc
—1>2z >3]

<zg

|

=
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e) Comme 1 < z < 3 et comme 4 > 0,

f)Commel<x<3etcomme—2<07}2>_%>_%donc —%>—%>—%.

Exercice 4. Soit = et y deux réels tels que z € [2;7] et y € [4;5].

Donner une encadrement de :
1. 2 +y; 3. 2z +4y; 5. 3y — 2x;

2. 1y; 4. © —y; 6. 2y —z)(3x — y).
Solution.
1. Comme2 <z <Tetd<y<52+4<w+y<T+5donc|6<w+y<12|




2. Comme tous les nombres en jeux sont positifs, on peut multiplier les inégalités membre a

membre donc 2 x 4 < x X y < 7 x 5 cest-a-dire |8 < xy < 35|

3. Comme 2 <z < 7 et comme 2 > 0,4 < 2zr < 14. De méme, comme 4 < y < 5 et
4 >0, 16 < 4y < 20. Ainsi, en ajoutant membre a membre les deux inégalités, il vient
20 < 2z + 4y < 34

4. D’une part, [*] 2 < = < 7. D’autre part, comme 4 < y < 5, en multipliant par —1,
—4 > —y > —b c'est-a-dire [**] =5 < —y < —4. En sommant membre & membre les deux
inégalités [*] et [**], il vient 2+ (—=5) < x4 (—y) < 7+ (—4) c'est-a-dire ‘ —3<x—y<3|

5. Comme 4 < y < 5 et comme 3 > 0, 12 < 3y < 15. D’autre part, comme 2 < x < 7
et —2 <0, -4 > —2x > —14 c’est-a-dire —14 < —2x < —4. En sommant membre a
membre les deux inégalités, il vient 12 + (—14) < 3y + (—2x) < 15+ (—4) cest-a-dire
-2 <3y — 22 <11}

6. Comme 4 <y <5et2>0,8< 2y < 10. De plus, comme 2 < x < 7, en multipliant par
—1, =2 > —x > —7 c’est-a-dire —7 < —xr < —2. En additionnant membre a membre, on
obtient [*] 1 < 2y —x < 8.

De méme, comme 2 < x < 7 et comme 3 > 0, 6 < 3z < 21. D’autre part, comme
4<y<Het comme —1 <0, —4 > —y > —5 c'est-a-dire —5 < —y < —4. En sommant
membre & membre, on obtient [**] 1 < 3z —y < 17. Comme [*] et [**] ne portent
que sur des nombres positifs, on peut les multiplier membre a membre et on obtient
1< 2y —2)3x —y) <136

Exercice 5. Calculer les nombres suivants.
A=P3] B=|-3 C=p-v2| D=p7-25 E=|-3-x F=[107".

Solution.

Comme 3 > 0, .

Comme —5 < 0, B = —(—5) i.e. | B=5|.

Comme 1 —v2<0,C=—(1-+2)=-14++2ie |C=v2—1|
Comme 17 — 25 = -8 < 0, D = —(—8) i.e. |[D = 8].

Comme —3 —7 <0, E=—(—3—m) ie. .

Comme 1074 > 0, .

Exercice 6. Dans chacun des cas suivants, calculer la distance entre x et y.

)z=—-lety=3 2)z=vV3ety=—-1 S)x:;etyzél 4)xr=3ety=m.
Solution.

1) |z —y|=1]-1—-3|=|-4] = —(—4) donc ’1a distance entre x et y est 4.‘

2) |z —y| = ‘\/_— (—1)‘ = ’\/g—i— 1’ donc |la distance entre = et y est v/3 4 1|,

3) |lxr—y| = ‘% —4‘ = ’%’ = ‘—%‘ donc |la distance entre z et y est £ |

4) |z —yl=3—m|=—-B—m)=—-3+n donc ‘la distance entre z et y est ™ — 3‘.

Exercice 7. Les propositions suivants sont-elles vraies ou fausses? On justifiera sa réponse.
1. Pour tout réel x, |1+ z%| = 1 + 2%
2. Pour tous réels x et y, |z + y| = |z| + |y|.
3. Il existe des réels = et y tels que |z +y| = |z| + |y|.



4. Pour tous réels positifs ou nuls z et y, |z +y| = |z| + |y|.

5. 1l existe un réel x tel que |—z?%| = —z%

Solution.

1. La proposition est vraie car, pour tout réel z, 1+ 2% > 0 donc |1 + 2?| = 1 + 2%

2. La proposition est fausse. Par exemple, pour z =let y = —1, |[x +y|=[1—1| =|0| =0
alors que |z| + |y| = 1|+ |-1]|=1+1=2.

3. La proposition est vraie. Par exemple, pour x =y = 0, |z +y| = [0] = 0 et |z]| + |y| =
0+0=0.

4. La proposition est vraie. Soit = et y deux réels positifs ou nuls. Alors, x + y est positif
ou nul donc |z +y| = x + y. Or, comme z et y sont positifs, z = |z| et y = |y| donc
[z +y| = |z|+ [y

5. La proposition est vraie. Pour z = 0, |—0?| = 0| = 0 = —02.

Exercice 8. Soit z et y deux réels. Montrer que le minimum de z et de y est égal a 3 (z4+y—|z — y])
et que le maximum de z et de y est égal a %(m +y+|r—y|).

Solution. On raisonne par disjonction des cas.
1°* cas. Supposons que x < y. Alors, le minimum des deux nombres est x et le maximum
est y. Or, comme x <y, x —y < 0 donc |z —y| = —(z — y) = y — z. Ainsi,

1 1 1
sety—lr—y)=s+ty-(y-2)=5@+y-y+ta)=2

et

1 1 1
§(x+y+|x—y]):§(x+y+(y—x)):§($—l—y+y—x)Zy.

Ainsi, (z 4y — |z — y) est bien égal au minimum de z et y et (x4 y + |# — y|) est bien égal
au maximum de x et y.

2¢ cas. Supposons que x = y. Alors, le minimum des deux nombres est y et le maximum est
x. Or, comme x >y, v —y > 0 donc |z — y| = z — y. Ainsi,

1 1 1
§@+y—m—yD=§@+y—@—yﬂz§@+y+y—@=y

et

1 1 1
sletytlz—yh)=g@ty+@-y)=5@+yt+tz-y =z

Ainsi, $(z 4y — |z — y) est bien égal au minimum de = et y et 2(z + y + |z — y) est bien égal
au maximum de x et y.

On conclut que, dans tous les cas, | (2 +y — |z — y|) est égal au minimum de z et y| et

$(z 4y + |z — y]) est bien égal au maximum de z et y |

Exercice 9. Soit z et y deux réels. Montrer que ||z| — |y|| < |z — y|.

Solution. Remarquons que x peut s’écrire z = (x — y) + y. Deés lors, d’apres 'inégalité
triangulaire, |z| = |(z — y) + y| < | — y| + |y| et donc |z| — |y| < |z — y|.

Ce qui précede est valable pour tous réels x et y donc, en échangeant les réles de x et de v,
on obtient |y| — |z| < |y — o Or, |y — 2] = |—(z — )| = | — y| donc |y| — |z] < |z — |

Pour conclure, il suffit de remarquer que ||z| — |y|| est égal, par définition, a |z| — |y| ou a
ly| — |z| donc, comme ces deux nombres sont tous les deux inférieurs a |z — y|, on conclut que,

pour tous réels = et y, ||z| — |y|| < |z —y||




Exercice 10. Compléter avec € ou ¢.

1. 4€]-00 -—1] 10 +o00].
2. 4¢]—00;—-1]N[0;+o0].
3. —1¢€ ]—oo;—l] 0 400
4. —1¢]|—o00;—=1]N[0;+oc].
5. 0€]—o0 '—] [0 400
6. 0¢]|—00;—1]N[0;+o0].

Solution. Voir Cl—dessus.

7. 4€]-2;3]U]L;5].
8. 4¢1-2;3]N]1;5].
9. 3¢]-2;3 U]1:5).
10. 3€]-2;3]N]1:5).
11. 1 ¢ ]-2;3]U]1;5].
12. 1 ¢ s]—2;3]N]1;5]

Exercice 11. Dans chaque cas, écrire £ comme un intervalle ou comme une union d’intervalles.

1. E est 'ensemble des réels x tels que = >

2. E=1[5;8]N]3;6].

3. E est I'ensemble des réels x tels que x
4. F est I’ensemble des réels = tels que 1
5. E est ’ensemble des réels x tels que 1
6. E est I’ensemble des réels x tels que 1
Solution.

1. B =[1;4]

2. E=[5;6].

3. E=]—00;—1]U[l;+o0].

4. E=11;2[

5. E=10;3].

6. £E=]-2;-1[U[1;2].

let0<

T < 4.

< -1

<3et0< <2
<3oul<ax<?2.
<

Exercice 12. Vérifier que 2 + /6 est solution de 1’équation z? — 42 = 2.

Solution. Etant donné que

(2 +6)

Exercice 13. — On considére 1’équation

(E) : 3z +1

A2 VE) =2+ 2x2x VB +VE —8—4VB=4+4V6+6—8 — 46 = 2,

2 4+ /6 est solution de I'équation 22 — 4z = 2.

—2r+1=3+4x.

Compléter le raisonnement suivant en indiquant entre parenthéses I'opération effectuée pour
passer d’'une équation a I'autre (par exemple : on a divisé par 3, on a additionné 2, etc...)

3w+ 1
(B) «— 220 9011 (3+440)=0
1
— 39“"; C 94 1-3—4dr=0
3% 1
e TTL 69
e 3r+1-30z—10=0
— —2Tr—-9=0
— 2Mr =9
— m——%
= r=—3

(On a soustrait 3 + 4z)

(On a multiplié par 5 # 0)

(On a additionné 9)
(On a divisé par —27 # 0)

Conclusion : L’ensemble des solutions de (F) est {—z




Exercice 14. — Résoudre dans R les équations suivantes.

(Ey): 3z=0 (Ey): br=1 (Bs3): 3—2x=5 (By): 1—x=4x+7

2 7 1 3
(E5): 0,32+ 0,01 =2,7—3,1z (Eg): —x =05 (Br) ce—-=-z+1
3 5 3 4
Solution.3 0
L’ensemble des solutions des (F7) est {0} |
br 1 1
E) & —=—-<=ao=—
Bo) = 5 =575
1
L’ensemble des solutions des (Es) est {5}
—2z 2
(Eg)<:>3—2x—3:5—3<:>—2x:2<:>—2:—2<:>a::—1

L’ensemble des solutions des (E3) est {—1}.

(By) <= 1l-—z+r=4dr+T+20<=1=00+T<=1-T=50+7T-T<+= —6="52z
-6 Sz 6
_ = — Ee—

=~ =
5 Y Y
6
L’ensemble des solutions des (Ey) est {—5}.

(B5) <= 0,3x + 0,01 =27 - 3,1z <= 0,3z + 3,1z + 0,01 = 2,7 <= 3,4z = 2,7 — 0,01
= 34x =269 < v = 2,69 @x:@
’ ' 3,4 340
269
50)

L’ensemble des solutions des (Es) est {

w
—_
(@)

)
(Bg) = r=5<=r=50X - <=1r=—

}_

—N
—_
N o

L’ensemble des solutions des (FEj) est

(E)<:>7 3 1 ] e 7 3) 1+1<:><28 15) 3+1
—r—-r— == ———)x= = ———)z==-4=
! 50 473 5 4 3 20 20 373
<:>13 4<:> %<:> 4X20<:> S0
—r == T = r=-X— r=—
20 3 % 3 13 39
. 80
L’ensemble des solutions des (E;) est {39}
Exercice 15. — Résoudre dans R les équations suivantes.
x—2 2¢+3 4-—2 z+1
(B): T de=2 () 4=
5 — 2
(Es) : TZB—FO,Sm:g (By): V3z—2=x+1
Solution. 5
(E1)<:>2(x2 +2):2><2x<:>x—2+4:4x<:>x+2:4x<:>2:4:C—:L'
2
= 2=3r<= =7

w



2
L’ensemble des solutions des (F;) est {3}

2 3 4-— 1
(E2)<:>12<x+ 5 :12><x‘;<:>3(2x+3)+4(4—a:)=6(x+1)
<:>6x+9+16—4x:6x—|—6<:>2m+25:6x+61§:>25:6x+6—2x

<:>25:4x+6<:>25—6:4a:<:>19:4x<:>Z:x

19
L’ensemble des solutions des (Es) est {4}

5—z 3 2 5—z 3 2
(E3)<:>7x+10x:5<:>70(7x+10x):70><5<:>10(5—x)+21x:28
29

(:>50—10x+21$:28<:>11x:28—50<:>x27<:>a::—2

L’ensemble des solutions des (E3) est {—2}.
(By) <= V3r—-2=0+1+=V3z—2-2=1<= (V3-1r-2=1<= (V3-1)z =1+2

3 3(v3+1 3vV3+3
— (V3-1)r=3+=z= @xz@@x:g
V3-1 V3o 2
3vV3+3
L’ensemble des solutions des (Fy) est {\/_24_}
Exercice 16. — Résoudre dans R les équations suivantes.

(By): z(z+1)=2"+3 (Ey): (20 +3)* —42® =50 +1

(B3) : x(1 —3x) + 32% = 3_5730 (Ey): (x+1)° =2+ 32> + 52 — 2

Solution.
(B)) <= *+arx=0’+3<=’+r—a2?=3<=1=3

L’ensemble des solutions des (E;) est {3}.

(By) &= (20 +3) -4’ =br+1<+= 20)? +2x 20 x 3+ 3> — 42> =5z + 1
<:)4x2+12x+9—4x2:5a:+1<:>12x+9:5m+1<8:)12x+9—5x:1

<:>733—|—9=1<:>7$:1—9<:>7x:—8<:>x:—?

L’ensemble des solutions des (Es) est {—i}

(E3) <= 5(z(1 — 3z) + 32?) =5 x 3—57x < bx(l —3z) +152* =3 — Tx

<:>5:v—151’2+15$2:3—7x<:>15$:3—7x<:>5$+7x:3

122 =3 = — = —
— lix T 12<:>:C 1

1
L’ensemble des solutions des (FE3) est {4}

(By) <= (z+1)*(z+1)=2*+32* + bz —2 <= (2* +2x + 1)(z + 1) = 2% + 3% + bw — 2
— 4242024+ 2x+x+1 = 234322+ 50 —2 <= 23 +32°+3x+1 = 22+ 322 +5x—2
— 2 +324+3x+1 -2 -3 —hr=-2«<= 2 4+1=-2<—= 2r=-2-1

<:>—2x:—3<:>x:—2<:>x:§

3
L’ensemble des solutions de (Ej) est {2}




Exercice 17. Etudier le signe des expressions suivantes en fonction de x :
Alz) = -3z +1 B(x) =4+ 5z C(z) = (2 +6)(4 — z) D(z) = 42% + 1

2 —
E(@)=2"-9  F@)=2"-2" G@)=2"-z  H)=2"+z f<x>=x+3f

Solution.

e Comme —3 < 0, | A(z) > 0 pour tout x € ]—oo ; %] et A(z) < 0 pour tout z € [% ; —l—oo{ .

e Comme 5 > 0,| B(z) < 0 pour tout = € }—oo;—g

e Pour étudier le signe de C'(x), on utilise un tableau de signe.

} et B(x) = 0 pour tout x € [—%;—I—ooi

x —00 -3 4 +00
signe de 2x+6 — 0 + +
signe de 4 — x + + 0 —
signe de C'(x) - 0 + 0 -

Ainsi, |C(z) = 0 pour tout x € [—3;4] et C(x) < 0 pour tout x € |—o0; —3| U [4;+ool|.

e Pour tout réel z, % > 0 donc 4z% > 0 et ainsi | D(x) > 0|

e Pour tout réel x, E(z) = 2? — 3% = (z — 3)(x + 3) donc on a le tableau suivant :

x —00 -3 3 +00
signe de x — 3 — — 0 +
signe de x + 3 — 0 + —
signe de E(x) + 0 - 0 +

Ainsi, | E(x) > 0 pour tout x € |—o00; —3] U [3;+oo[ et C(x) < 0 pour tout = € [—3;3]|.

e Pour tout réel z, F(z) = 2*(x — 2) donc, comme 2% > 0, le signe de F'(z) est le méme que
le signe de o — 2. Ainsi, | F'(z) < 0 pour tout x € |—00;2] et F(x) > 0 pour tout = € [2;400] |
(Remarque : F(x) a le méme signe de  — 2 mais s’annule, de plus, en z = 0.)

e Pour tout réel z, G(z) = z(z? — 1) = z(x — 1)(z + 1) donc on a le tableau suivant :

T —00 —1 0 1 +00
signe de x — — 0 + +
signe de x — 1 — — — 0 +
signe de x + 1 — 0 + + +
signe de G(x) - 0 + 0 — 0 +




Ainsi, | G(x) < 0 pour tout = € |—oo; —1] U [0;1] et G(x) = 0 pour tout z € [-1;0] U [1;+o0[|

e Pour tout réel z, H(z) = z(2* + 1) et 2 + 1 > 0 donc le signe de H(z) est le signe de z.
Ainsi, | H(z) < 0 pour tout z € |—00;0] et H(x) > 0 pour tout x € |0; 400 |.
e Pour le signe de I(x), on utilise un tableau de signe :

x —00 -1 % +00
signe de 2—3x + + 0 —
signe de x + 1 — 0 + —
signe de I(z) - + 0 -
Ainsi, | I(z) < 0 pour tout z € |—oo; —1[U % ; +oo{ et I(x) = 0 pour tout x € |-1; %} .

Exercice 18. Résoudre dans R les inéquations suivantes.
(I): (z+1)(z+2) > (z+2)(3—2) (J): (z+1)* < (22 —3)? (K):3z+1< z(3z+1).

Solution.
)<= @+D)@+2)—(2+2)3—2)>0<= (z+2)[(z+1)—3—2)] >0
<~ (z+2)(2x —2) > 0.

T —00 —2 1 +00
signe de x + 2 — 0 + +
signe de 2x —2 — — 0 +
signe de _
(z+2)(2¢ — 2) + 0 0 *

Ainsi, |I’ensemble des solutions de (1) est |—oc0; —2[ U |1 ; 400

()<= (z+1)P - 20 -3 <0<=[(z+1)— 2z =3)][(x+ 1)+ (22 —3)] <0
<— (4—2)3z—-2)<0.

x —00 % 4 +00
signe de 4 — x + + 0 —
signe de 3x—2 = 0 + +
signe de _ -
(4—2)(3z — 2) 0 * 0

Ainsi, |I’ensemble des solutions de (J) est }% ;4[.




(K) <= Bz +1) x1—2(32+1) <0< (32 +1)(1 —2) <0

T —00 —% 1 +00
signe de 3x+1 — 0 + +
signe de 1 — + + 0 —
signe de - _
(32 + 1)(1 — ) 0 * 0

Ainsi, |I’ensemble des solutions (K) est }—oo ; —é} U [1;+ool.

Exercice 19. Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes.

1) [x—4]=1 2) [x+5|/=5 3) [Bx+2|>5 4) |1 -7z <2 5) |z| =]z + 1]
Solution.
l. z—4|=1l<=zr—-4=1lour—4=—-1<=zx=50uz=3.

L’ensemble des solutions de |z — 4| =1 est {3;5}.

2. [t+5|=5«=2x+5=bouxr+5=-5<=z=00uzxz=-10.
L’ensemble des solutions de |z + 5| =5 est {—10;0}.

3. 3z +2[>5<=3r+2>50udr+2<-H<=r=1loux<—L

L’ensemble des solutions de |3z 4+ 2| > 5 est }—oo ,—1 { UJL; +ool.

4. 1-Tz|<24= 2<1-Tr <2+ 3<-To<l<=3>>-1

L’ensemble des solutions de |1 — 7z| < 2 est }—% ; %{

5. Soit € R. Alors, |z| est la distance de z a 0 et |z 4 1] est la distance de x a —1. Ainsi,
|z| = |z + 1| si et seulement si x est a égale distance de 0 et —1 ce qui revient a dire que
x est le centre de I'intervalle [—1;0], soit —1.

Ainsi, |'ensemble des solutions de |z| = |z + 1] est {—3}.

Exercice 20. Résoudre dans R les équations suivantes.
(Ey): 42 -9 =0 (Es):2(x—1)(z+2)=0 (E3):2—32>=0 (By) : 2 +625+9 =0

(Bs):2°—2—6=0  (Eg):20%+2-3=0  (E7):20°+a+3=0  (Eg):—2*+22+1=0

Solution.
o (B) < 22)* -3 =0+ 2r—3)2r+3)=0<=22—-3=00u220+3=0
—zr=3%our=-3

L’ensemble des solutions de (E7) est {—32;3}.

o (Bhy) <= (z—1)(z+2)=0<=2x—1=0o0uzr+2=0<=z=1ouzx=—-2.
L’ensemble des solutions de (FEs) est {—2;1}.

o (Bs) <= x(1-3z)=0<=2=00ul—-32z=0<=z=00uz=4.
L’ensemble des solutions de (E3) est {0;3}.




o (B) = (2+3)?2?=0<+=2+3=0<=2=-3.
L’ensemble des solutions de (Ey) est {—3}|.

e Le discriminant de 2% — 2 — 6 est A = (—=1)*> =4 x 1 x (—6) = 25 > 0 donc (E5) possede

deux solutions réelles : %ﬂ/ﬁ =—2et % = 3.

Ainsi, |’ensemble des solutions de (Ej5) est {—2;3}|.

e Le discriminant de 22% + x — 3 est A =12 —-4x2x (=3) =25 > 0 donc (Eg) possede

deux solutions réelles : % 325 = et _124;”2 =1.

Ainsi, |I’ensemble des solutions de (Eg) est {—3;1}|

e Le discriminant de 222 + 2 + 3 est A =12 —4 x 2 x 3 = —23 < 0 donc (F7) n’a pas de
solution réelle.
Ainsi, |I’ensemble des solutions de (E7) est & |.

e Le discriminant de —2? + 2x + 1 est A =22 —4 x (=1) x 1 = 8 > 0 donc (Eg) posseéde

deux solutions réelles : ;XQ(__*ﬁ —2= 2*[ =14++2et 252”1[ = _23‘/5 =1-—+2.

Ainsi, | 'ensemble des solutions de (Eg) est {1 —+/2;1 ++/2}|

Exercice 21. Résoudre dans R les équations suivantes.
(By) 2 +2V2x —3=0 (By): —a*+ o +1=30-7
(B3): (x—2)(=322 4192 —6) =0  (Ey) 2> — (14+V2)z+V2=0.
Solution.

e Le discriminant de 22 +2v/2z —3 est A = (2¢/2)?—4x 1 x (=3) = 20 > 0 donc (E}) possede
—2v2-v20 _ —2v2-2V6 _ —2v2+v20 _ —2v2+2V5 _
: — > = —v2—V5et v 2 = LE2Y5 — —\/2+4/5.

deux solutions réelles :

Ainsi, [I'ensemble des solutions des (E) est {—v/2 — v/5; —v2++/5}|.

o(EQ)<:>—x2+x+1—(3x—7):0<:>—x2—2x+8:O
Le discriminant de —a? — 2z + 8 est A = (—=2)? —4 x (—=1) x 8 = 36 > 0 donc (FEs) possede

236 __ 2436
(1) — 2 et 2:( = 4

Ainsi, |’ensemble des solutions des (Es) est {—4;2}|.

deux solutions réelles :

o (F3) <= z—2=00u — 32+ 192 — 6 = 0.
D’une part, 'unique solution de x — 2 = 0 est x = 2.

D’autre part, le discriminant de —32?+192—6 est A = 192 —4 x (—3) x (—6) = 289 > 0 donc

—19-V289 _ ¢ ot —19+\/ﬁ

I'équation —3a2 + 192 — 6 = 0 posséde deux solutions réelles : ) ) 3.

Ainsi, |'ensemble des solutions des (E3) est {2;6;3}|.

e Le discriminant de 2% — (14+v/2)z+v/2 est A = (14+v/2)2 =4 x1xv2 = 14+2v/2+2-4/2 =

1-2v2+2=(1-+2)?> 0 donc (E,) posséde deux solutions réelles : (1+v2)- Y (-v2)? _
VI [1-v2|  14vE- (f ) _ VD +/ (VD2 HV2H[1-V2[ 1484 (v2-1) _

Ainsi, l’ensemble des solutions de (Ey) est {1;v/2}|.




Exercice 22. Résoudre dans R les équations suivantes d’inconnue zx.

x 1 3:1:2—8.7:+16_

(E1)1x2+1:§ (Ey) : po—

1
2z (Es):x2+—=3 (Ey) : 42" 132243 = 0
x

1
(Bs): =22 +9yz—4=0 (Eﬁ):—ﬂ+i—1:0 (B7): Ve +4=17—2z

(Eg) : (2*—5)2+22(2*~5)+121 = 0 (Eo) : 2°—32* = x (Ey) : ma?—y/mz+1=0oum € R,

Solution.
e Pour tout réel , 22 + 1 # 0 donc

(B)+=2r=0"+1l+=2"-21+1=0<= (- 1)’ =0<=2-1=0<= =1

Ainsi, |I’ensemble des solutions de (E7) est {1}|.

e Pour tout réel x # 4,

(By) <= 32° — 82+ 16 = 2x(x — 4) <= 32> — 8r + 16 — 2zx(x —4) = 0
= 3> —8r+16—22>+8r=0<= 2>+ 16 =0

Or, pour tout réel z, * + 16 > 0 donc |'ensemble des solutions de (E5) est & |.

e Pour tout réel = # 0,

241

(B3) <= =3<=2"+1l=3r<=2"-3r+1=0

Le discriminant de 2 — 3z + 1 est A = (=3)> =4 x 1 x 1 =5 > 0 donc I'équation (E3) possede

—(=3)=VE _ 3-v6 o Z(3)4VE 346
5 .

deux solutions réelles : 5T 51 5

Ainsi, |’ensemble des solutions des (Ej3) est {3—T¢5 ; 3+—2‘/5} :

e En posant X = z2, 'équation devient 4X? —13X +3 = 0. Le discriminant de 4X? —13X +3

est A = (—13)2 =4 x4 x 3 =121 > 0 donc I'équation 4X? — 13X + 3 = 0 possede deux solutions

réelles : —IVIAL _ 1 o —(Z13)4VI21

Sl i 5o = 3. On en déduit que

1 1 1
(E4)<:>x2210ux2:3<:>w:—§ouxzioux:\/goux:—\/g.

Ainsi, |'ensemble des solutions de (Ey) est {—1;1;—/3;/3}|

e Pour tout réel z > 0, on pose X = /z de sorte que X? = z et qu’ainsi I’équation s’écrit
—2X?+9X —4 = 0. Le discriminant du trindme —2X?+9X —4 est A = 9* —4 x (=2) x (—4) =
49 > 0 donc I'équation —2X2 +9X — 4 = 0 posseéde deux solutions réelles : 9-VI9 ot

2x(—2)
—94VAD 1 A
QXJE—z) = 5. Ainsi,

1 1
(E5)<:>\/5:40u\/§:§<:)x:160ux:1.

L’ensemble des solutions de (E5) est {1651}




e Pour tout x # 0,

—1 + 62 — 2*
(EG):)#:()(:)—xQ—i—Gx—le
X

Le discriminant de —z% + 6z — 1 est A = 6 — 4 x (—1) x (—=1) = 32 > 0 donc I’équation

—6—v32 _ —6— 4f —6+v32 __
2x(—1) 3+2V2 et 2xJ(r1 =

—22 + 62 — 1 = 0 posseéde deux solutions réelles :
—6+4v2 _
=0Hv2 — 3 - 2V2.

Ainsi, | 'ensemble des solutions de (Eg) est {3 +2v/2;3 — 2v/2}|.

e On commence par remarquer que /x + 4 existe si et seulement si z > —4 et, pour tout
x = —4,

T4+4=(7T-22) = 1+4=49 — 287 + 42> = 42° — 297 + 45 = 0

Le discriminant de 4a? — 27z + 45 est A = (—29)* — 4 x 4 x 45 = 121 > 0 donc léquation
422 — 292 + 45 = 0 posseéde deux solutions réelles : % == 23);2\/?

5.
Or, pour x =5, 7—2x = =3 < 0 donc 7—2x # vx + 4. Enrevanche pour:c—% 7T—2x :%
et Vo +4= \/; = % donc il y a bien égalité.

Ainsi, | ensemble des solutions de (E7) est {2}|

e On pose X = 22 — 5 de sorte que I'équation se réécrit X2 + 22X + 121 = 0. Le discriminant

de X? 4+ 22X + 121 est 222 — 4 x 1 x 121 = 0 donc 'équation X2 + 22X + 121 posseéde une

unique solutions réelle : 7722 = —11. On en déduit que

(Eg) &= 2 — 5= —11 <= 2> = —6

Comme —6 < 0, on conclut que |I’'ensemble des solutions de (Eg) est & |.

e Pour tout réel z,
(Bg) = 2" -3 —2=0<=2(2*-32—-1)=0<=2=00uar’—3r—1=0.

Le discriminant de 22 — 3z — 1 est A = (=3)? =4 x 1 x (—=1) = 13 > 0 donc I’équation
3—

22 — 3z + 1 = 0 posséde deux solutions réelles : == 3)2 VI3 _ ;/ﬁ - 5)2+\ﬁ = 3+;ﬁ.
Ainsi, [I'ensemble des solutions de (Ey) est {0; 2 g/ﬁ 3+§/E} :

e Le discriminant de mz? — /mz + 1 est (—y/m)?> —4xm x 1 =m —4m = —3m < 0 car
m > 0 donc |I’ensemble des solutions de (Ejg) est &|.

Exercice 23. Résoudre dans R les inéquations suivantes.

1
() :2?=52+6>0  (L):32x—2+1<0 (I3):32°+2-2<0  (Iy):2°+2+- <0

4
(I) : 2® > 2* + 122 (Ig) :x <2®—1 (I):z—r—2<0 (Ig) : a* > 32° + 4
Solution.
e Le discriminant de 2% — 5z + 6 est A = (=5)> =4 x 1 x 6 = 1 > 0 donc I'équation

—\f =4 et 5+\[

2% — 52 + 6 = 0 posseéde deux solutions réelles : = 3. Comme a =1 > 0, on en

déduit que |I'ensemble des solutions de (I) est |—o0;2] U [3; +oo[ :




e Le discriminant de 322 —x + 1 est A = (—=1)? =4 x 3 x 1 = —11 < 0 donc, comme
a =3 > 0, pour tout réel z, 3z?> — x + 1 > 0. Ainsi, |'ensemble des solutions de (I5) est & |.

e Le discriminant de 322 + 2 — 2 est A = 12 — 4 x 3 x (=2) = 25 > 0 donc I'équation

322 + 2 — 2 = 0 posséde deux solutions réelles : 12 \Sﬁ —1et ’1;;:( 2. Comme a =1 > 0,

on en déduit que |I’ensemble des solutions de (I3) est }—1 ; %{ :

e Le discriminant de 2% + x + i est A =12 —4 x x% = 0 donc 'équation % + x + i =0

possede une unique solution réelle : _71 De plus, comme a = 1 > 0, pour tout réel = # —%,

2? + x + 1 > 0. On en déduit que |ensemble des solutions de () est {—3

e Pour tout réel z,
(Is) <= 2° — 2> — 120 > 0 <= z(2® —x — 12) > 0.
Le discriminant de 22 —x — 12 est A = (—=1)2 =4 x 1 x (—12) = 49 > 0 donc I'équation

VI 3 p UV g Comme a = 1> 0,

2?2 — 2 — 12 posséde deux solutions réelles :

on en déduit le tableau de signe suivant :

x —00 -3 0 4 +00
signe de x — - 0 + +
signe de B B
2219 + 0 0 +
signe de
On conclut que |'ensemble des solutions de (I5) est [—3;0] U [4; 4o0[ |

e Pour tout réel z,
()<= 0K~ 1—as+=2"-2-1>0

Le discriminant de 2% — 2 — 1 est A = (=1)> =4 x 1 x (=1) = 5 donc I’équation 2> —z —1 =10

SCEV R R
2

possede deux solutions réelles : et H‘[ . Comme a =1 > 0, on en déduit que

I'ensemble des solutions de (/) est }—oo ; 1T‘f] U [HT\[ ; —I—OO{ :

e Posons, pour tout réel x > 0, X = y/x. Alors, 'inéquation (I7) se réécrit X?—X —2 < 0. Le
discriminant de X2 — X —2 est A = (=1)2—4x 1x (—=2) = 9 > 0 donc I'équation X?—X —2 =0
possede deux racines réelles : # —1 et =DV H\[ = 2. Ainsi, X2 - X -2 < 0siet
seulement si —1 < X < 2. On en déduit que

(I;) <= -1<Vr <2< 0< 2 <4

Ainsi, |’ensemble des solutions de (I7) est [0;4]|.

e Pour tout réel z, (Ig) équivaut a z* — 32> —4 > 0. On pose X = z? de sorte que
cette inéquation se réécrit X? — 3X — 4 > 0. Le discriminant de X? — 3X — 4 est A =
(=3)2 =4 x 1 x (—=4) = 25 > 0 donc I'équation X? —3X — 4 = 0 posséde deux solutions réelles :
%ﬂ/ﬁ =—let M = 4. Ainsi, comme a =1 > 0, X? —3X — 4 > 0 si et seulement si
X €]—o00;—1[U4;+0o0[. On en déduit que

() <= 1"< —loua’>d<+=a">4d+=r< 2o0uzx>2

Ainsi, |Pensemble des solutions de (Ig) est |—o0o; —2[ U ]2 ; 4+o00[ |




