¢ Corrigés des exercices du chapitre 21

Exercice 1. Démontrer que les applications suivantes sont linéaires.
f: R3 — R g: R2 — R?
(,y,2) — x+2y—2 (z,y) — (v+y,20—y)

Solution.
o Soit (w1;y1;21) et (w2;y2;20) deux éléments de R3 et A un réel. Alors,

SO (@1sy15210) + (25925 22)) = f((Az1 + 2 — 25 Ay1 + y2 5 Az + 22))
= (A + 22) +2(Ay1 + y2) — (A2 + 22)
= Nz 4+ 2y1 — 21) + (22 + 2y2 — 29)
=AM ((z1591;21)) + f((22;925 22)

donc f est linéaire.
e Soit (x1;y1) et (z2;y2) deux éléments de R* et A un réel. Alors,

g (z1591) + (22592)) = g(Ar1 + 225 Ays + 42))

(Az1 +22) + (Ay1 + y2) 5 2(A21 + 22) — (Ay1 + 2))
(A1 + 1) + (22 +92) s A221 — y1) + (222 — y2))
My +y13221 — 1) + (@2 4 Yo 5 209 — o)
Ag((@1;91)) + g((z2592))

donc g est linéaire.

Exercice 2. On considére Papplication f : (z,y) — zy de R? dans R.
1. Calculerf(1,1) et f(2,2).

2. L’application f est-elle linéaire ?

Solution.
1. f(I,L)=1x1=1et f(2,2) =2x2=4.
2. On remarque que f(2,2) # 2f(1,1) c’est-a-dire f(2(1,1)) # 2f(1,1) donc f n’est pas
linéaire.
Exercice 3. Montrer que l'application f : (x,y, z) — (v + 2y, 4z — y + 2,2z + 2y + 32) est un
endomorphisme bijectif de R? et déterminer 1.

Solution. Soit (x;;y1;21) et (x9;y2;22) deux éléments de R? et A un réel. Alors,

FON @5y 21) + (23925 22))

=f((Ax1+2 =25 y1 + y2; Az + 22))
= (Az1 + 22 + 2(Ay1 + 12) s 4(Axy + 22) — (A1 +92) + (A2 + 22) 5

2(Ary + w2) + 2(Ay1 + y2) + 3(Az1 + 22))
= (M1 4 2y1) + @9 + 2y ; Ndxy — 1 + 21) + (dxe — Yo + 29) ;

A2z1 + 2y1 + 321) + (222 + 2y2 + 329))
= A1+ 2y 3471 — Y1 + 213200 + 2y1 +321) +

(X9 4 2o ; 4wy — Yo + 223229 + 2ys + 327)
=AM ((x1591;21)) + f((22;925 22)



donc f est linéaire de R? dans lui-méme c’est-a-dire un endomorphisme de R?.
Montrons que f est bijective. Soit (a;b;c) € R3. Alors,

r+2y=a rT+2y=a

flz;y;2) =(a;b;c) <= dr—y+2=0> -9y +z=b—4a Ly Ly—4L,
20 +2y+3z=c —2y+3z=c—2a L3+ L3—21,
rT+2y=a

-9y +z=0—-4a
25z = —10a — 2b + 9c¢ L3 <—9L3—2L2

rT+2y=a

{9y +(—2a—2b+4c)=b—4a
z=—2a—Zb+
rT+2y=a

= (-9y=—La+ I - Lc
z=—2a—2b+ %

2, 3 1

— = 50— 550+ 55¢
_2,_ 2 9
z=—za 251)—1— 55 C

Ainsi, pour tout (a;b;c) € R?, il existe un unique (z;y;z) € R3 tel que f((z;y;2)) = (a;b;c)
donc f est bijective et c’est donc un endomorphisme bijectif de R3. De plus, le calcul précédent
montre que
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Exercice 4. Déterminer une base du noyau de chacune des applications linéaires suivantes.

f: R3 — R? g: R3 — R3
(x,y,2) +— (v+y+zo+2y—2) (x,y,2) +— (z+y+z,0—220+y)
Solution.

e Détermination de ker(f) :

=0 2y) =0
(x;y;2) € ker(f) < rrYT2 = Ty + @+ 2y)
r+2y—2=0 2=+ 2y
2
20+ 3y =0 y=—3z
z=x+2y z=1x+2(—22)

= — 357
! 1
Z:—gl'

[SINN)



e Détermination de ker(g) :

r+y+z2=0 r+y+x=0
z=x
(x;y;2) €Eker(g) <=z —2=0 = qz== <:>{ 5
= -2z
20+y=0 20+y =0 Y

Ainsi, ker(g) = {(z;—2z;2)} | € R} = Vect((1;—2;1)) donc, comme (1;—-2;1) # Ogs,
((1;=2:1)) est une base de ker(g)
Exercice 5.

1. Montrer que f : (z,y, z) — = — 2y + 3z est une application linéaire de R?® dans R.

2. Montrer que H = {(z,y,2) € R® | z — 2y + 32 = 0} est un sous-espace vectoriel de R?.

3. Déterminer une base de H.

Solution.

1. Soit (z1;y1;21) et (z2;y2;20) deux éléments de R3 et A un réel. Alors,

FO(z1591321) + (223105 2) = f(Azy + 2 — 25 Ays + 125 A2 + 22))
= (A\x1 + x2) — 2(Ay1 + y2) + 3(Az1 + 29)
= Mz —2y1 + 321) + (x2 — 2y + 322)
=AM ((z1391521)) + (225925 22)

donc f est linéaire.
2. Par définition, H = ker(f) donc, par propriété, H est un sous-espace vectoriel de R3.
3. Par définition,

H={(z;y;2) eR’ |z =2y —32}
={(2y —32;y;2) € R’ | (y;2) € R*}
={y(2;1;0) +2(=3;0;1) | (x;y) € R*}
= Vect(vy, v2)

(—3;0;1). Soit a et b deux réels tels que avy + bvg = Ogs.

en posant v; = (2;1;0) et vy
0;0) donc a = b =0 et ainsi (v, vs) est libre. On conclut que

Alors, (2a — 3b;a;b) = (0;
(v1,v9) est une base de H.

Exercice 6. Déterminer une base de ’espace image de chacune des applications linéaires
suivantes, puis en déduire son rang.

f: R2 — R2 g: R2 — R3
(z,y) — (z+y,2v+2y) (,y) — (z+y,z+2yy)

Solution.

e Par propriété, Im(f) = Vect(f((1;0)), f((0;1))) = Vect((1;2),(1;2)) = Vect((1;2)) donc
((1;2)) est une base de Im(f) et ainsi rg(f) = 1.

e Par propriété, Im(g) = Vect(g((1;0)),¢((0;1))) = Vect((1;1;0),(1;2;1)). Soit a et b
deux réels tels que a (1;1;0)+b(1;2;1) = Og,. Alors, (a+b;a+2b;b) = (0;0;0) donc b =0
puis @ = 0. Ainsi, la famille ((1;1;0),(1;2;1)) est libre et elle forme donc une base de Im(f).
Par suite, rg(f) = 2.



Exercice 7.
1. Justifier qu'il existe une unique application linéaire f de R* dans R? telle que f(1,0,0)) =
(0,1), f(1,1,0) = (1;0) et f(1,1,1) = (1,1).
2. Déterminer explicitement f.

3. Déterminer le noyau et I'image de f.

Solution.

1. Posons e; = (1;0;0),e5 =(1;1;0) et eg = (1;1;1) et considérons trois réels a, b et ¢ tels
que aey + beg + ces = Ogs. Alors, (a+b+c;b+c;¢) =(0;0;0) donc ¢ =0 puis b = 0 et,
enfin, a = 0. Ainsi, (e, e, e3) est libre et, comme dim(R?) = 0, on conclut que (e, 5, €3)
est une base de R?. Or, on sait qu’une application linéaire est entiérement déterminée
par I'image d'une base donc il existe une unique application linéaire f : R? — R? telle
que f(e1) = (051), fe2) = (1;0) et fles) = (1;1).

2. Notons (g1, ,3) la base canonique de R3. Soit v = (z;y;2) € R3, c’est-a-dire v =
xe + yeg + zes. Déterminons les coordonnées (a;b;c) de v dans la base (eq, ez, e3). Pour
cela, on remarque que e; = €1, 3 =1+ 63 et e3 =1+ 9 +¢e3 donc e; = e, €9 = €3 — €1
et g3 =e3 —e; — (e — €1) = e3 — ey. Ainsi,

v=u1xe; +yles —e1)+z(ez—ex) = (x —y)er + (y — 2)ea + ze3
donc, par linéarité de f,
fu) = (z—y) fler)+(y—2)flea)+2f(e3) = (052 —y)+(y — 2:0)+(252) = (y;2 —y + 2)

Ainsi, f: (z;y;2) — (y;2 —y+ 2).
3. Par définition,

Zz =T

(I;y;Z)Eker(f)ﬁ{y: <:>{y:

donc ker(f) = {(z;0;2) | x € R} = Vect((1;0;1)). Ainsi, dim(ker(f)) = 1 et, par le
théoreme du rang, dim(Im(f)) =3 — 1 = 2. Or, Im(f) est un sous-espace vectoriel de R?
qui est de dimension 2 donc Im(f) = R

Exercice 8. Déterminer les matrices des applications linéaires f et g dans les bases canoniques.

f: R3 — R? g: R3 — R3
(r,y,2) — (z+yy—22+2) (,y,2) — (y+zz2+z,2+y)
Solution.
e La matrice de f dans les bases canoniques de R? et de R? est 9 1 (1) .
011
e La matrice de g dans la base canonique de R3est |1 0 1.
110

Exercice 9. On considére 'application linéaire f : (x,y, z) — (bz + by — 2z,x + Ty — z) de
R3 dans R?.

1. Montrer que B = ((1,0,2),,(0,1,1),(1,0,1)) est une base de R3.
2. Montrer que B’ = ((1,—1),(1,2)) est une base de R? et déterminer Matg s (f).



Solution.

1. Considérons trois réels a, b et ¢ tels que a(1;0;2) +b(0;1;1)4+¢(1;0;1) = (0;0;0).
Alors, (a+c¢;b;2a+b+¢) = (0;0;0) donc b =0 puis a+c=0et 2a + ¢ = 0. On en
déduit que (2a +¢) — (a+¢) = 01i.e. a = 0 et enfin ¢ = 0. Ainsi, la famille B est libre.

Or, il s’agit d’une famille de 3 vecteurs de I'espace R? qui est de dimension 3 donc B est
une base de R3.

2. Les vecteurs (1;—1) et (1;2) ne sont pas colinéaires (car 1 # 5') donc la famille B’ est
libre. Or, il s’agit d’une famille de deux vecteurs de I'espace R? qui est de dimension 2
donc B’ est une base de R2.

f(17072>:(1;_1)7f(07171>:(3;6):3(1;2) et f(17071>:(3;0):2<1;_1>+(1;2)

donc

Matpp(f) = (é g ?) :

Exercice 10. On consideére I’application linéaire

h: R2 — R2
(r,y) +— (5z +2y,3z +vy)

1. On note B la base canonique de R?. Déterminer la matrice A de f dans la base B.

2. En utilisant A, démontrer que f est bijective et déterminer 'expression de f~!(x,y) pour
tout (z,y) € R

Solution.

1. La matrice A est A = (g i’)

1 _
2. det A=5x1-3x2=—1+#0donc A est inversible et A~! = = <_12 53> ie A7l =

<_21 _35> On en déduit que, pour tout (z;y) € R f~Y(z,y) = (—z + 3y ;2x — Hy).

Exercice 11. On considere 'endomorphisme

f: R3 — R3
(,y,2) +—— (“22”“, Y, ”22“2).

1. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R3.

2. En déduire les matrices dans la base canonique de R3 de g = idgs — f et de h = 2f — idgs.

Solution.
boon
1. La matrice de f dans la base canonique de R®est A= [0 1 0
: b3
b
2. On en déduit que la matrice de g dans la base canonique de R®est s—A=|[ 0 0 0
-4 -1

et celle de h est 2A — I3 =

_ o O



Exercice 12. On considére 'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique B

de R3 est
-1

A= 0
0

— o N

1

1

1

On considére la famille B’ = (g1, e9,e3) ou g1 = (1,0,1), e = (—1,1,0) et 3 = (1,1, 1).
1. Démontrer que B’ est une base de R3.

2. Déterminer la matrice de f dans la base B'.

3. Soit n € N. Déterminer la matrice de f°* = fo fo---o f. dans la base B'.
Solution.

1. Considérons des réels a, b et ¢ tels que ag;+bea+ce3 = (0;0;0). Alors, (a —b+c;b+c;a+c¢) =
0. Ainsi,a —b+c=0et a4+ c= 0 donc b =0. De plus, b + ¢ = 0 donc, comme b = 0,
¢ =0 et, comme a+c =0, a=0. Ainsi, B’ est libre. Or, il s’agit d'une famille de 3
vecteurs de R3 qui est de dimension 3 donc B’ est une base de R3.
2. f(e1) = (1;0;1) = ey, f(ea) = (=1:;1;0) = ey et f(ez) = (2;1;2) = &1 + 5 donc la
1 01
matrice de f dans B est T'= [0 1 0
0 0 1

3. Par propriété, pour tout n € N, la matrice de f™ dans B’ est T™.

1 0 2 1 0 3 1 0 4
On observe que 7?2 = [0 1 0|, 72 = [0 1 0| etT* =0 1 0] donc on peut
0 0 1 0 01 0 0 1
1

0 n
conjecturer que, pour tout n e N, 7" = (0 1 0].
0 0 1
Montrons-le par récurrence.
100
Comme T° = I3 = |0 1 0], I'égalité est vraie au rang 0.
0 01
1 0 n
Soit n € N. Supposons que 7" = |0 1 0. Alors,
0 0 1
1 0 n\ /1 01 1 0 n+1
T"=T"T=101 0[]0 1 0f=(01 0
00 1/)\0 01 0 0 1
donc 'égalité est vraie au rang n + 1.
1 0 n
Ainsi, par le principe de récurrence, pour tout n ¢ N, 7" =10 1 0
0 0 1



