¢ Corrigés des exercices du chapitre 20

Exercice 1. Calculer les intégrales suivantes.

2 0 -1 du
1. 11:/ 2 dr 2. 12:/ ot dt 3. 13:/
1 1 0 14+u
o —3x _ _
4.[4—/0 e dz 5.[5—15 6[6—/0 1+x2d$
s e dz In(2) gt
7.1:/2 0) sin®(0) 40 8.1:/ 9.1:/ at
=, cos(f) sin“(0) 5= e vin(z) 9=) 1L
Solution.
2477 2t 1 15
1. L= || =2 — —soit|[, = — |
! [4 L R
2. I, = [e']) = ¢ — e! soit .
3. Ir=[n(1+u); ' =In(l+e—1)—In(1) =In(e) soit [ I3 = 1]
1 In(2) 1 1 1 1 1, 1 1 1
4. [, = | == —3;v:| I —3111(2)_(_ 0) — _ e~ In@®) = — _Z.n(g) N
: { 35 1o 2° 3° 3¢ 3T RO T “313
7
it [, = — |
soit | 1y 2
172 1 1 1 1 15
5. i=|-—| =— (- )=~ 4 —soit|[; = — |
5 4x4L 4 x 21 ( 4><14) 61 15T 6
gl N 51 , 1
6. s=|-In(1+=x )} = —1In(1+1%) — = In(1) soit | Iy = = In(2)
12 0 2 2 2
g! 7 1 1 1
7. I; = 3 s1n3(9)}; = gsin3 (g) — gsin3(0) soit | I7 = 3|
1
8. I = [In(In(x))]°z = In(In(e)) — In(In(y/é)) = In(1) — In <2> soit [Is = In(2) |
3
9. Iy = [In(1 + )™ = In(1 + @) — In(1 + ) = In(1 + 2) — In(2) soit | Iy = In (2) .

Exercice 2. Calculer les intégrales suivantes.

2 1 2 3 1
1. [1:/ drtdr 2. 12:/ (et +e?)dt 3. [3:/ (5+3\/¥)dt 4. [4:/ T+ dz
0 0 1 1w
Solution.
2 7\ 2 12
1. [ =4/ 2*de = [:1:) —4(—0) soit | [; =
0 5/, 5

5
1 ! 1 1 1 1
L= [—e_t — 2e_2t} =—el——e?— (—eo — 2eo> =—e !l — §e_2 — <—1 — > soit

2

2
1

2 1 .
. 13:/ (543t2) dt = [5t+2t2] = 5x24+2x22 = (5x 1+2x12) = 10428 —7 = 3+V/25
1

I; =3+ 4V2|.

soit




3 1
4. I, = /1 1+ ;dx = [z +1In(2)]? = 3+ In(3) — (1 +1n(1)) soit | Iy = 2+ In(3) |

Exercice 3. On considere les intégrales

1 92 1 12y —1
—/ ¢t et J:/ < dz.
e2f—|—x 0 e+ g

1. Calculer I.
2. Calculer I + J et en déduire la valeur de J.

Solution.
!

A u . "
1. On reconnait une forme — avec u strictement positive sur [0; 1] donc
u

1= [ln(e* + )] =In(e* + 1) ~ In(1)

ie. I =1In(e* +1).
2. Par linéarité de l'intégrale,

1 9e2% 4 1 20 — 1 192027 41 4+ 22— 1
[+J/e+ v dx:/e—i_—i_w dz
e + o 623”-1-:6‘ e + o
12 2x
_/ A" ) /2dx—2><(1—0)
et 4 x

done [T+ =3,

Comme J = (I + J) — I, on conclut que |J =2 —1In(e* + 1) |

T et

o t2+1
1. Calculer, pour tout réel z, F'(x) et en déduire les variations de F' sur R.

dt.

Exercice 4. On considére la fonction F : z —

2. Déterminer, pour tout réel z, le signe de F'(z) en fonction de z.
t

3. On considere la fonction G : x — / dt. Calculer, pour tout réel z, G'(x).

241
Solution.
xr
1. Comme la fonction x — est continue sur R, d’apres le théoreme fondamentale
x
efl‘
de l'analyse, la fonction F' est dérivable sur R et, | pour tout réel z, F'(z) = ol
x

Or, pour tout réel x, 2> +1 > 0 et ¢ > 0 donc F'(x) > 0. On en déduit que
| F est strictement croissante sur R |
2. Comme F' est strictement croissante sur R et comme F(0) = 0, F(z) <0 si <0,

F(0)=0et F(x) >0sixz>0.
3. D’apres la relation de Chasles, pour tout réel x,

G Vo i [ [ [ ai—P@e) - F

Par composition et somme, on en déduit que F' est dérivable sur R et, pour tout réel x,

e2x e?

3z T
3e e

Le.|G(z) = 922 +1 a2+1]




Exercice 5. On considere une fonction f dérivable sur R dont le tableau de variations est le

suivant :

x —00 0 2 +00
Signe de f'(z) + 0 -
. 1+e™?
Variations de 0/
—00

Soit ¢ la fonction définie sur R par g(z) = /x f(t) de.
0

1. En tenant compte de toutes les informations contenues dans le tableau de variation,
tracer une courbe susceptible de représenter f dans le plan muni d’un repeére orthogonal
(unités graphiques : 1 cm sur l'axe des abscisses, 2 cm sur 'axe des ordonnées).

2. a.
b.
3. a.

b.

Interpréter graphiquement g(2).
Montrer que 0 < ¢ (2) < 2.,5.
Soit x un réel supérieur a 2.

Montrer que / f(t)dt = x — 2. En déduire que g(z) > = — 2.
2

Déterminer la limite de la fonction g en +oo.

4. Etudier le sens de variation de la fonction g sur R.

Solution.

1. Voici une courbe susceptible de représenter f :

2. a.
b.
3. a

2 &

v

Comme la fonction f est continue et positive sur I'intervalle [0; 2], on peut interpréter
g(2) comme l'aire, exprimée en unités d’aire, de la partie du plan délimitée par 'axe
des abscisses, la courbe de f et les droites d’équations x = 0 et x = 2.

D’apres le tableau de variation, pour tout ¢ € [0; 2] 0< f(t) <1+ e 2 donc, dapres
les inégalités de la moyenne, 0 x (2 — 0) / ft)dt < 1—|- 6_2) X (2 —-0) ie

0<g(2) <2+22 Or,e>2donc e > 4 et, a1n812+2e_2<2+%:2,5.0n
conclut que |0 < ¢g(2) < 2,5|.

. D’apres le tableau de variation, pour tout t € [2; +oc[, f(¢) > 1 donc, par les inégalités

de la moyenne, /x f(t)dt > 1 x (z — 2) soit /x t)dt > x —2 (car z > 2.)
2
D’apres la relation de Chasles, g(x) = / t)ydt = / t)dt +/ t)dt. Or,
2
/f(t)d Oet/ f(t)dt =z —2 donc |g(z) > x —
0




b. Comme lim = — 2 = +o00, par le théoréeme de comparaison, | lim g(x) = 4o00|.
T—>+00 T—r+00

4. Par le théoreme fondamental de I'analyse, la fonction g est la primitive de f sur R qui
s’annule en 0 donc, pour tout réel z, ¢'(x) = f(x). Or, d’apres le tableau de variation
de f, f(z) < 0 pour tout x < 0 et f(z) > 0 pour tout x > 0 donc g est croissante sur
|—00;0] et g est décroissante sur [0;+o00[.(C)

Exercice 6. Pour tout n € N, on pose

On définit ainsi une suite de réels (1,,).

1. Soit n € N. Démontrer que I, > 0.

2. Soit n € N.
a. Démontrer que z"e™* < 2" pour tout x € [0;1].
1
b. En déduire que [,, < ——.
n+1

3. Déduire des questions précédentes la limite de la suite (1,,).

Solution.
1. Pour tout z € [0;1], 2™ > 0 et e * > 0 donc, par produit, z"e™* > 0. Par positivité de

1
I'intégrale, on en déduit que /0 x"e "dx =0 i.e. .
2. a. Soit z € [0;1]. Alors, z > 0 donc —z < 0 et, par croissance de la fonction exponentielle

sur R, e™® < e’ i.e. e < 1. En multipliant par 2™ > 0, on en déduit que .

b. Par croissance de l'intégrale, on en déduit que

1 1 T
In:/ z"e " dx g/ " dxr = [
0 0 n+1

n+1 ] 1 1n+1 On+l
0

Tn+l n+l

1
ie. |1, < )
n+1

= 0 donc, par le théoreme d’encadrement,

et lim
n+1 notoon+

3. Pourtoutn e N,0 < [,, <
lim I, =0|

n—-+o0o

Exercice 7. Calculer les intégrales suivantes a 1’aide d’une intégration par parties.

s 1 ) 21
1. L = /2 Osin(f)dd 2. I =/ re "dr 3. I3 :/ 2 In(r)dr 4. I4 :/ n(z) dz
0

0 1 1 22

Solution.
1. Onposeu: 0 — Oectv:0— —cos(f) de telle sorte que v’ :  —— 1 et v : § — sin(6).

Ainsi, u et v sont deux fonctions de classe € sur {0 ; g} donc, en intégrant par parties,

L =1[0x(— COS(Q)]E—/Q 1x(—cos(#)dl = O+/0é cos(#) df = [sin(@)]é = sin <72T) —sin(0)

0
donc .



—x

2. Onposeu:xr+—>xetv:x— —e * detelle sorte que v/ : x—— let v :x—e
Ainsi, u et v sont deux fonctions de classe ¢! sur [0; 1] donc, en intégrant par parties,

I, = [:c X (—e’wﬂé - /01 1% (—e)dz=—e'+ /01 e "dr=—e '+ [—e’m};
— (=€)

donc |, =1 —2e 1|

4

T . 1

3. Onposeu:xr—>zetv:xl—>ln(x)detellesortequeu’:x|—>x5etv’:x»—>—.
x

Ainsi, u et v sont deux fonctions de classe € sur [1;2] donc, en intégrant par parties,

o 2 2 44 o 2
IS:l‘len(x)L_ 1 Zx—dx— ln —0—/ —dm—41n() llﬁll
24 14
=4ln2)— — - | ——
16 16
15
donc | I3 = 41n(2) — Gl

1

1 1
4. On pose u: z+— —— et v:x+—— In(z) de telle sorte que v’ : v +— — et v' 1z — —.
x x x

Ainsi, u et v sont deux fonctions de classe ¢! sur [1;2] donc, en intégrant par parties,

21 1 1 21 1 172
L=|——x1 _/_7 Sdr=—>1n(2) -0 /—d — S n(2) 4 |-~
4 {xxn 1 mxxx 2n() +1x2x 2n()—|— 20
1 1
— T n(2) — - — (1
211() 5 (—1)
1—1In(2
donc | I, = 2n()

Exercice 8. Calculer les intégrales suivantes a ’aide d’une intégration par parties.

e us 1 2

1. [ ti@)dt 2. /Qtsint ydt 3. / 12et dt 4. / In(t) d
1

5. [ (t—1)sin(t)dt 6. /t20201n dt 7. / sin(In(t 8. /t3 4t
0

Solution.

1. On pose u:t+——In(t) et v:t +— & > de telle sorte que ' : t — +et v it — ¢, Ainsi,
u et v sont deux fonctions de classe (5 Usur [1;e] donc, en intégrant par parties,

[ 21° el 2 e? 1 et e [2]° e (e 1
I = |In(t) x = —/7 Cat=Cme)—-m)— [ ta=S|b] 2 (2=
1= |In() > 2]1 g A= g ey ()= f g di=7 l4]1 2 <4 1

e2+1

donc | I; = 1

)



2. On pose u:t+—>tetv:t— —cos(t) de telle sorte que v/ : t — 1 et v’ : t — sin(t).
Ainsi, u et v sont deux fonctions de classe €' sur {0; 2} donc, en intégrant par parties,

™

— /0E 1 x (—cos(t))dt

= —g cos (g) — 0(—cos(0) + /0’2’ cos(t) dt

[=IVE}

I = [t x (—cos(t))]

= [sin(¢)]

1))§
= sin (;T) — sin(0)

donc .

3. On pose u : t — t2 et v : t — ef de telle sorte que v’ : t — 2t et v/ : t — e, Ainsi, u
et v sont deux fonctions de classe ¢! sur [0;1] donc, en intégrant par parties,

1 1 1
I3z[t2><et} —/ 2t><etdt:e—2/ tet dt.
0 0 0

On calcule cette derniere intégrale par une nouvelle intégration par parties. On pose
uy i t—>tet vt — e de telle sorte que u) : t — 1 et v} : t —> €', Ainsi, u; et vy
sont deux fonctions de classe € sur [0; 1] donc, en intégrant par parties,

/te dt = te /1><e dt = e — /etdt:e—{et};:e—(e—l)zl
tonc[L=e=2)

2
4. On écrit I, = / In(t) x 1dt et on pose u : t — In(t) et v : t — t de telle sorte que
1

u it — % et v/ : t — 1. Ainsi, u et v sont deux fonctions de classe ! sur [1 ;2] donc,
en intégrant par parties,

Q:UMﬂxﬂf—A21xhﬁ:Qm@)—AQhM:Qm@)—lx@—J)

donc [ I, =2In(2) — 1.

5. On pose u : t —> —cos(t) et v : t —> t — 1 de telle sorte que v : t — sin(t) et
v:t+— 1. Ainsi, u et v sont deux fonctions de classe €' sur [0; 7] donc, en intégrant
par parties,

Iy = [—cos(t) x (t —1)]y /—cos t) x 1dt

— —cos (m) x (m — 1) = (= cos(0) x (0~ 1)) + [ cos(t) dt

=71 —1—1+4 [sin(t)];
= — 2+ sin (7) — sin(0)

done ;=7 2]
t 2021

6. On pose u : t — In(t) et v : t — Lo de telle sorte que w' - ¢ — 7 et v/ : ¢ — 2920
Ainsi, u et v sont deux fonctions de classe € sur [1;e] donc, en intégrant par parties,

752021 € el t2021 62021 5090
Ig= |In(t) x ——| — / X dt = / 1200 it
‘ ln( ) x 2021]1 Lt 2020 T T 2021 2021

2021 1 t2021 € 2021 2021 1
T 2021 2021 [2021]1 T 2021 (20212 N 20212>
202162021 62021 1

20212 20212 | 20212




2020020%! 4 1
20212

e

. Ecrivons I; sous la forme I; = / sin(In(t)) x 1dt et posons u : t — sin(In(?)) et
1

vt —> t de telle sorte que v’ : ¢t — I cos(In(t)) et v’ : t — 1. Ainsi, u et v sont deux
fonctions de classe €' sur [1;e"] donc, en intégrant par parties,

e

I; = [sin(In(t)) x t];" — /le 1cos(ln(t)) x tdt

= sin(In(e™)) x " — sin(In(1)) x 1 - [ " cos(In(t)) dt

=sin(m) x " —sin(0) x 1 — /1e cos(In(t)) dt

=— /:W cos(In(t)) dt

Procédons a une seconde intégration par parties pour calculer cette nouvelle intégrale.
Posons uy : t — cos(In(t)) et vy : ¢ — ¢ de telle sorte que uj : t — —1 sin(In(t)) et
v} : t —> 1. Ainsi, u; et v; sont deux fonctions de classe € sur [1;e"] donc, en intégrant
par parties,

™ ™

e

/1 " cos(In(t)) dt = [cos(In(t)) x ¢ — /1 —1sin(ln(t)) x tdt
= cos(In(e™)) x €™ —cos(In(1)) x 1 + /167r sin(In(t)) d

= cos(m)e™ — cos(0) + I7
=—e" —1 + I7

e" +1

Ainsi, I; = —(—e™ — 1 + I7) donc 2I; = €™ + 1 et on conclut que | I; = 5

. 11
. Ecrivons I sous la forme Iy = / 5752 x 2te™" dt et posons u : t — tPetv:t— —et
0

de telle sorte que ' : t — t et v : t — 2te . Ainsi, u et v sont deux fonctions de
classe ¢! sur [0; 1] donc, en intégrant par parties,

o= [ Lpe 1 Y (e ) ar
o= gt - [ ()

1 1
:-——e_l—»0+—/)te%2dt
2 0

6_1 1 /1 2
=——+ - 2te"dt
2 ‘+52J€ ¢

= e

2 2 0
el 1 L

— (e (-1
)

et ainsi | [g = = — e~




Exercice 9. Utiliser une ou plusieurs intégration(s) par parties pour répondre aux questions
suivantes.

1. Déterminer une primitive de arctan sur R.
2. Déterminer une primitive de f : 2 — In*(z) sur ]0; 4-o0l.

3. Déterminer une primitive de la fonction f : z — (2* — 2)e** sur R.

Solution.

1. Comme arctan est continue sur R, par le théoreme fondamental de 1'analyse, la primitive

X
de arctan qui s’annule en 0 est la fonction F': x — / arctan(t) dt.
0

Soit & > 0. Ecrivons F(z) = / arctan(t) x 1dt¢ et intégrons par parties en posant
0

u:t— arctan(t) et v : t — t de telle sorte que u' : t — 1z et v' 1 t — 1. Ainsi, u
et v sont deux bien fonctions de classe €7 sur R donc

x v t
F(x) = [arctan(t) x t], —/0 Nz Nz

= rarctan(z) — B In(1+ tQ)K = rarctan(z) — [; In(1+ 2?) — ;ln(l)] .

X tdt = xarctan(z) — 0 — / dt
1

Ainsi, la primitive de arctan sur |0; 4+00[ qui s’annule en 0 est la fonction

1
F:x+—— zvarctan(z) — ) In(1+ 2%)|.

2. Comme f est continue sur |0 ; +ool, par le théoréeme fondamental de I'analyse, la primitive
de f qui s’annule en 1 est la fonction F': z +—— / In®(t) dt.
1

Soit z > 0. Ecrivons F(z) = / In*(t) x 1dt et intégrons par parties en posant u : ¢ —
1

In*(t) et v : t —> ¢t de telle sorte que v’ : t — 2 x + x In(t) et v’ : t — 1. Ainsi, u et v
sont deux bien fonctions de classe ) sur [1;z] donc

F(a) = (1) x 1]’ —/ 2“75) x tdt = In?(z) x z — In?(1) x 1 —2/ In(t) dt
1 1
= z1n’(z) — 2/ In(t) dt.
1
On calcule cette derniere intégrale en intégrant a nouveau par parties. On pose u; : t —

In(t) et vy : ¢ — ¢ de telle sorte que u} : t — + et v} : ¢ —> 1. Ainsi, uy et vy sont deux
fonctions de classe ¢! sur [1;x] donc

/lzln(t)dt— In(¢) ><1s]‘f—/1z71f xtdt—ln(x)—ln(l)—/lwldt—ln(m)—l(x—l)

donc F(z) = zIn*(z) — 2(In(z) — z + 1).
Ainsi, la primitive de f sur |0;4o00[ qui s’annule en 1 est la fonction

F:zv+—— zln®(z) — 2In(x) + 22 — 2|,

3. Comme f est continue sur R, par le théoreme fondamental de I’analyse, la primitive de f
xX
qui s’annule en 0 est la fonction F': x — / (t* —t)e* dt.
0

Soit « € R. Pour calculer F'(x), on va procéder a trois intégration par parties successives.



Pour la premiére, on pose u; : t — 2 —t et vy : t — %e% de telle sorte que

uh it — 3t2 — 1 et v} : t — e*. Ainsi, u et v sont deux fonctions dérivables de classe
¢ sur [0; 2] donc

T 2z 1

1 T
/0 (32 = 1) x 5e¥dt = (2 - 2 2 [32 — e dt.

0

Pour cette seconde intégrale, on pose uy : t — 3t2 — 1 et vy : t — e2t de telle sorte
que uh : t — 6L et v 1 t — . Ainsi, u et v sont deux fonctions de classe €1t sur [0; 2]
donc

2t

/Ox(3t2—1)e%dt=l(3t2—1) ] /6t><—dt (322 —1)e;$—(—;)—3/omte2tdt.

Pour cette troisieme intégrale, on pose ug : t — t et v3 : t — %ezt de telle sorte que
uy it — 1 et v : t— e®. Ainsi, uz et vz sont deux fonctions de classe €' sur [0;z]
donc

[ teta - & $_/x1xe”dt:xe”_1/xemdt:weﬂc_l G xet(etl).
0 2 o 0 2 2 2 Jo 2 21 2 0 2 4 4

On en déduit que

32?2 — 1 N 3ze™™ 3] e 1
2 2 4
_ (42® =62 422 — 1)e* + 1
8

2x

Ainsi, la primitive de f : 2 — (2® — 2)e*® sur R qui s’annule en 0 est la fonction

1
F:xr—>§{(4x3—6x2—1—2x—1)e%+1}.

Exercice 10. Calculer les intégrales suivantes en effectuant le changement de variable indiqué.

3 dx 4 dz t+3
1. I, = — 2 2. L= ———— ( - )
YU Vata (x="7) 27 12219 "7 2
L= [ eV 2 o= 1 4 1

Solution.

1. La fonction ¢ : t — t* est de classe € sur [1 ; \/g} De plus, ¢(1) = 1 et p(y/3) = 3
donc, en effectuant le changement de variable x = t2, on a dx = 2tdt et

CE | Va1
11:/ 7x2tdt:/ ><2tdt_2/ dt
1 2+ 2 t=0 t+1t2 1+t
=2[n(1+8)}Y* =2 (In(1 +v/3) - In(1 + 1))

soit [[; =21n (1 +2\/§> .




3
2. La fonction ¢ : t — est de classe € sur [1;5]. De plus, p(1) = 2 et ¢(5) = 4

t+3 1
donc, en effectuant le changement de variable z = g, on adr = 3 dt et

I, — / dt—/5 ! il MLy
2T 4Ry 12><t+3+9 2 L 246t+9—6t—18+9 2 2); 2

SHl-)
soit [ [ = = |.

5

3. La fonction ¢ : t — t? est de classe €' sur [0;2]. De plus, p(0) =0 et ¢(2) = 4 donc,
en effectuant le changement de variable z = 2, on a dz = 2t dt et

2 2
I :/ e VP xotdt = / 2e~t dt = 27
0 t=0 Jo

2
en posant J = / te”"dt. Pour calculer cette intégrale, on va procéder a une intégration
0

par parties. Pour cela, on pose u: t — t et v : t — —e~ ! de telle sorte que v’ : t — 1
et v’ : t — e, Ainsi, u et v sont deux fonctions de classe ¢! sur [0; 1] donc, en intégrant
par parties,

J:[t /1>< - +/ e tdt = —2e72 + [ e’t}z

On en déduit que I3 = 21 = 2(1 — 3e™2) soit | I3 = 2 — 6e 2 |.

4. Poser u = In(t) revient & poser t = e“. La fonction ¢ : u — e est de classe €' sur [0;1].
De plus, ¢(0) = 0 et ¢(1) = e donc, en effectuant le changement de variable u = In(?),

onadu:gdtet

€ 1 1 L1
I, = T X< dt = /0 Toa2 du = [arctan(u)]; = arctan(1) — arctan(0)

soit | [, =

T
i

Exercice 11.
1. Rappeler les formules d’Euler.

2. Soit # € R. Exprimer cos®(f) comme une combinaison linéaire de cos(f) et cos(30).

™

3. En déduire la valeur de / * cos®(6) do.
0

Solution.

1. Les formules d’Euler assurent que

i, —i0 i _ —i0
VO € R cos(f) = e+2e et sin(h) = e-°c




2. On en déduit que, grace a la formule du binéme de Newton (pour tout complexes a et b,
(a+0)% = a®+ 3a%b + 3ab® + b%),

, elf 4 o—if 3 (eie+e—ie)3 (eie)3+3(eie)2€—ie+3eie(e—ie)2+(e—ie>3
cos’(0) = Y

( i(30) + 3elf + 3010 + e—i(30)> _ é (61(39) + e—1(30) +3 (ei0 + e-w))

- 23 8

(2cos(30) + 3 x 2cos(0))

oo\»—OOM—

1
soit finalement |cos®(0) = ) cos(36) + icos(&) :

3. On en déduit, par linéarité de 'intégrale que

/012r cos®(6)

™

o
5
I

3
1 cos(30) + 1 cos(6) do

cos(30) df + i cos(6) do
0

- sin(SQ)} : + i [Sin(&)](?
sin <37T —

ARUHEI R

+
x (1) 4+ - x1

IR = s = s = s = S—
* N

S—

W= Wl =

1

0
3
1

X
LWl

NE

soit finalement / cos®(0) do =
0

Exercice 12. On pose
I :/ e “sin(x)dx et J = / ? cos(z
0

1. A laide de deux intégrations par parties, démontrer que

I=J et J=e "+1-1.

2. En déduire les valeurs de [ et J.

Solution.
1. On pose u : * —> —e ¥ et v : © — sin(x) de telle sorte que v’ : z —— e et
v' @ x — cos(z). Ainsi, u et v sont deux fonctions de classe ¢! sur [0;7] donc, en

intégrant par parties,

I:[—e ><s1n /—e ><cos x—O—i—/ cos

donc .

Procédons a une seconde intégration par parties pour J en posant u; : © —— —e ™" et
vy ¢ — cos(z) de telle sorte que v} : x — ™" et v] : ¥ — —sin(z). Ainsi, u; et vy
sont deux fonctions de classe €' sur [0;7] donc, en intégrant par parties,

J = [—e_”” X COS(QE)H—/O7r —e "X (—sin(z))dz = —e_”x(—1)—(—eo><1)—/07r e “sin(x) dz

donc’J:e_’T—i—l—I‘.




2. On en déduit que I =e ™+ 1 — 1 donc 2] =e™ ™ + 1 et finalement

e T+ 1

] p— p—
/ 2

jus

Exercice 13 (Intégrales de Wallis). On pose, pour tout n € N, I,, = /2 sin” (¢) dt.
0
1. Calculer Iy, I et I>.

2. Démontrer que la suite (I,,) est décroissante et que I,, > 0 pour tout n € N.
3. En utilisant la formule d’intégration par parties, démontrer que, pour tout n € N,

n+1
1,.
n -+ 2

In+2 =

4. Démontrer que I,,11 ~ I,.

2n)! 227 (n!)?
5. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, Iy, = 227;17781!)27? et Iopy1 = (271(47:1))'
Lo
6. a. Soit n € N. Calculer 22+,
2n
24n(n!)4

b. Déterminer nl~1>1:I|»100 W

Solution.
3 T —
1 fo= ["1dt=1(5 ~0) done [l = 5]
s ' . T
L = /02 sin(t) dt = [— cos(t)]¢ = — cos <2> — (—cos(0)) donc E
4
2

z 51— cos(2t in(2t)] 2
[2:/281n2(t)dt:/2cgs()dt:[ _ sin( )1 donc | I3 =
0 0

2. Soit n € N. Alors,

0

Or, pour tout ¢t € {O; g}, sin(t) < 1 donc sin(t) — 1 < 0 et sin(¢) > 0 donc sin™(t) > 0
donc sin™(t) [sin(t) — 1] < 0.

™

Par croissance de l'intégrale, on en déduit que / : sin”(t) [sin(t) — 1] dt < 0 et donc
0

Iv1 — I, < 0. On conclut des lors que la suite | (1,,) est décroissante |.

Comme sin"(t) > 0 pour tout ¢ € [O; g], /6 sin”(t)d > 0. Des lors, grace a la relation
0
de Chasles,

L= ["sint@yde+ [Zsint@yde> [ sin(2)
0 s



1 \"
Or, pour tout ¢ € [% ; %}, sin(t) > B donc sin”(t) > (2> . Les inégalités de la moyenne

T 7 IN" 7w /1IN\"
Lx(2-2)(5) =2 (5
(3-5)G) =5() =0

Ainsi, | I,, > 0 pour tout n € N ‘
. Soit n € N. Alors,

assure alors que

Lo = [Fsin™ () de = [ sin(t)sin" (1) dt

0 0

On utilise la formule d’intégration par parties en considérant u : t — —cos(t) et
vt —> sin""(¢) qui sont dérivables et telles que leurs dérivées u' : ¢ — sin(t) et

v' it — (n+ 1) cos(t)sin”(t) sont continues sur {0 ; g} On obtient

™

2

Inyo = [— cos(t) sin”“(t)ﬁ — / —cos(t)(n + 1) cos(t) sin”(t) dt

0

us

=0+ (n+1) /02 cos?(t) sin™(t) dt

= (n+1) /0g<1 — sin®(t)) sin”(¢) dt

=+ 1)([n — Luy2)

Des lors, I,y0 + (n+ 1),00 = (n+ 1)1, et donc (n+ 2)1,1o = (n+ 1)1,. Il sensuit que

n+1
Ihio = I,|
P42
. Comme (1,,) est décroissante, pour tout n € N, I,, 1o < I,,,1 < I,, donc, en divisant par
I, I, . . . L, 1 I,
I, > 0, il vient 2 < e d’apres la question précédente, n:::Q < [H < L
n n n n
2 1
Or, nt ~ e 1 donc lim nt = 1, on déduit du théoreme d’encadrement que
n }L 1 n n—+oomn 4 2
lim 2 = 1. Ainsi, [ Ly ~ L, |
n——+00
Considé 1 iti JA—C L] opiy =
. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) « Iy, = Wﬂ' et Iy =
2271(”!)2
—
(2n 4+ 1)!
e T 0! 20012 )
Initialisation. [, = 5 = 5" et 1 =1= T donc P(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Alors,

I _ _2n+1 :271—1—1>< (2n)! -
() k2 T o 12T T ap 2 T 22t (pl)2
@n+1)x (20)!  (2n+2)2n+1) x (2n)!
C2(n 1) x 220 (n)27  22(n 4 1)2 x 220t (n))2
(2n 4 2)!

= 22(n+ D+ ((ry + 1);)2”



et

I _ 2n+2 _ 2n+2 " 221 (n!)?
 (@2n+2)x 22 (nl)? (2n + 2)% x 227(n!)?

2n+3)x (2n+1)!  (2n+3)(2n+2) x (2n+1)!
~ 2%(n41)? x 2**(n!)?
B (2n + 3)!
B 22(n+1)((n + 1)!)2
B (2n + 3)!

donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que

(2n)! 221 (n!)?

Vn € N IQn:WWetIQn+1:m.

6. a. On déduit de la question précédente que

12n+1 22n(n|)2 y 22n+1(n!>2 ) [2n+1 24n+1(n!)4
= ie. = .
Iy, (2n +1)! (2n)!m Iy, (2n + 1)((2n)!)?x
24n ! 4
b. Posons, pour tout n € N, u,, = ﬂ Alors,
n((2n)!)?
24n+1 ! 4
w, = (n) % (2n+1)7T: (2n+1) % IQn+1 <
(2n 4+ 1)((2n)!)?m 2n 2n Iy,
donc, grace a la question 4.,
2n I2n
Up ~ — X — X T ~T
2n [2n

et donc| lim wu, = 7|
n—-+0o00

Exercice 14. Pour tout entier naturel non nul n, on appelle f,, la fonction définie sur [0; +oo|
1
par f,(x) =1n(1+ 2") et on pose I, = / fol(z)de.
0

1. a. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n et tout réel x € [0;1],
0< fn—l-l(x) < fn<x) < ln(2>

b. En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, 0 < I,,.1 < I, < In(2).
c. Conclure que la suite (I,,) est convergente.
2. Le but de cette question est de déterminer la limite de (1,,).
On considere la fonction g définie sur [0; +oo[ par ¢g(t) = In(1 +¢) — t.
a. Etudier le sens de variation de g sur [0;+o0l.
b. En déduire, pour tout ¢t € [0; +o00], le signe de g(t).

c. Déduire de la question précédente que, pour tout entier naturel n non nul et pour
tout x réel positif, on a In (1 + 2") < z™.



d. En déduire la limite de la suite (I,,).
Solution.
1. a. Soit n € N* et x € [0;1]. Alors, 0 < 2™ < 1 par croissance de la fonction z — 2"
sur [0;1] donc, en multipliant par z > 0, 0 < z"™ < 2" < z. Or, * < 1 donc
0 < 2" < 2" < 1. En ajoutant 1 a tous les membres de 'inégalité, il vient
1 <1+a™ <1+ 2% <2 et ainsi, par croissance de la fonction In sur ]0; +o0],
In(1) <In(1+2z"") <In(1+2") <In(2) ie. |0 < fupi(z) < fulz) <In(2)|
b. Soit n € N*. Par positivité et croissance de l'intégrale, on déduit de la ques-
1 1 1
tion précédente que 0 < / In(1+2z")de < / In (1 - x"“) do < / In(2)dz i.e.
0 0 0
0< 1 <1, <In(2)|
c. On déduit de la question précédente que la suite (1,,) est décroissante et minorée par
0 donc, d’apres le théoreme de la limite monotone, |la suite (1,,) converge |.
2. a. La fonction ¢ est dérivable sur [0;+oo[ comme composée et somme de fonctions
dérivables et, pour tout z € [0; 400/,
1 t
/
)= — —1=———
90 =17 1+t
t
Or, pour tout ¢ > 0, 112 > 0 donc ¢'(t) < 0. On en déduit que la fonction
g est décroissante sur [0; +o0]
b. Comme g est décroissante sur [0;4o00[, pour tout t > 0, g(x) < ¢(0). Comme
g(0) =1In(1) — 0 =0, il s’ensuit que | pour tout x € [0;+o0], g(x) < 0|
c. On en déduit que, pour tout réel ¢t > 0, In(1 +¢) < ¢.
Soit n € N* et x > 0. Alors, le réel 2" est positif donc, d’apres ce qui précede,
In(1 4 2™) < a™. Ainsi, | pour tout n € N* et tout 2 > 0, In (1 + 2™) < 2" |.
d. Soit n € N*. Par croissance de l'intégrale, on déduit de la question précédente que

1 1 e 1
0 0

n+lj, n+l

P - , 1

On en déduit, en utilisant également 1.b. que, pour tout n € N*, 0 < [,, < 1
n

Comme lim = 0, le théoreme d’encadrement permet de conclure que

n—+oon, 4+ 1

lim I, =0}
n—-+0o0o

Exercice 15. Pour tout n € N, on pose

1 mn
In:/ dr.
o 1+ a2 v

1. Calculer I et I;.
2. Montrer que Iy + I, = 1 et en déduire la valeur de Is.

3. Démontrer que, pour tout n € N, I,, > 0.



4. a. Soit n € N. Justifier que z"*!

< 2™ pour tout = € [0; 1].
b. En déduire que la suite (I,,) est décroissante.
5. Démontrer que la suite (I,,) converge.

6. Soit n € N.
1

1+ 22
b. A Paide d’une intégration par parties, démontrer que

a. Calculer la dérivée de la fonction f : z +—

I 1 2 1 gnt2 d
n_2(n—|—1)+n+1/0 1+a2)2 "

c. Démontrer que

1 l.n+2 1
0</ I P .
S o (1+22)? TSt

d. En déduire que
L N S 2
2n+1) " T 2(n+1)  (n+1)(n+3)

e. Démontrer que I, ~ —.
2n

f. Quelle est la limite de la suite (7,,) 7

Solution.
L1
1. Par définition, Iy = /0 [ dz = [arctan(z)]) = arctan(1) — arctan(0) soit | [, = % .
A Loy 1 S 1 In(2)
De méme, [} = /o mdx = [Zln(l +x )L =3 [In(2) —In(1)] donc | I; = 5 |
2. Par linéarité de l'intégrale,
L2 L | x? 1]+ 22
Io+ I = / d dz = do = d
0t 0o 1+ a2 :C+01+132 ’ 01+x2+1+x2 T hira2 ™
1
:/ 1dz = 1(1 - 0)
0
donc ]0"—]2: 1]
On en déduit que Iy =1 — Iy donc | [, =1 — % .
3. Soit n € N. Pour tout x € [0;1], 2" > 0 et 1 + 22 > 0 donc, par quotient, % > 0.
T
1 n
Par positivité de I'intégrale, on en déduit que / % dx > 0 donc [,, > 0.
0 T
Ainsi, |pour tout n € N, I, > 0 ‘
4. a. Soit z € [0;1]. Alors, z < 1 donc, en multipliant par 2™, 2" < 2™
Ainsi, | pour tout x € [0;1], 2" < 2|,
b. Soit n € N. Pour tout z € [0;1], 2" < 2" donc, en multipliant par > 0,

1+ 22
n+1 "

< .
14+ 22 1422

1 xn—i—l 1 "
dr < dz, ie. I, < I,,.
/0 1 + .IQ X 0 1 + .732 n+l X 4in

On conclut donc que | (1,,) est décroissante |.

on en déduit que Par croissance de l'intégrale, il s’ensuit que




5. La suite (1,,) est décroissante et minorée par 0 donc, par le théoreme de la limite monotone,

(I,) converge |.

6. a. La fonction f est une fonction rationnelle définie sur R (car, pour tout réel z, 14+x% # 0)

2x
donc elle est dérivable sur R et, | pour tout réel z, f'(z) = ————=|.
(14 22)2
. 1 1
b. Ecrivons I,, = / " X ——duz.
0 1+ 2?2
xn+1
Posons u : x —— et v x —> de telle sorte que v : = —— 2" et
) n+1 + 22
x
v x — ————— Les fonctions u et v sont de classe C' sur [0;1] donc, en
(14 22)?

intégrant par parties,

/ xn—i—l y 1 1 /1 $n+1 y 20 1
= — ——— | dx
n+1 1+22]; Jo n+l (14 22)2

1 ><1 04 2 /1x”+1xxd
= - — x
n+1 2 n+1Jo (1+22)2
1 9 1 nt2
donc | I,, = + / a: dz |.
2(n+1) n+1Jo (1+a2)?

c. Soit z € [0;1]. Alors, 0 < x < 1 donc, par croissance de la fonction carré sur [0 ; +oo],
0 <22 <1letainsil <1+ 2?2 < 2. Par décroissance de la fonction inverse sur

1
]0; 400, on en déduit que 5 < 1. < 1 donc, en multipliant par 2" > 0,
n+2 t xn+2

< 2™2. A plus forte raison, comme z"*? > 0, 0 <

n—+2

i T

< P
2 1+a? 22
Des lors, comme 0 < 1, par positivité et croissante de l'intégrale, on en déduit que

2
< e,

1 gn+2 1
0< dr < / "2 dx.
0o 1+ 22 0
Or,
1 23 11 1n+3 1
/ " dr = = —-0=
0 n+3|, n+3 n+3
d 1 L !
onc, on conclut que |0 < T < .
4 o 14227 T n+3
d. En multipliant les inégalité précédentes par T il vient
2 1 gnt2 2

< dr <
ntllo T+a2°" (n+1)(n+3)

et, en ajoutant on déduit de la question b. que

1
2(n+1)
1 <l < 1 N 2 .
2(n+1) 2(n+1) (n+1)(n+3)

e. En multipliant ces inégalités par 2n > 0, il vient

n <onl < n n 4n
< 2nl, < :
n+1 n+l (n+1)(n+3)




n n n 4n 4n 4

O ~ — ~1d li = 1et ~ — ~ —d

b n e e 1 ¢ (n+1)(n+3) n? n CONC
4 4

lim n = lim — = 0. Des lors,

. n . n 4n
lim = lim +
notoon 41  noteon+1 (n+1)(n+3)

n

donc, par le théoreme d’encadrement, lim 2nl, = 11ie. lim — = 1 donc, par
n—-+00 n——+00 50
définition, | I,, ~ —|.
2n
f. Comme lim — =0, on conclut que| lim 7, =0]|
n—+oo 2n n——+00

Exercice 16. On considere la suite (u,) définie, pour tout n € N, par

1 1 1 (=D & (=1)F
L=1l—= 4= 4. = .
! 23T a T kz:% k+
Le but de l'exercice est de déterminer la limite de la suite (u,,).

—_

Pour tout n € N, on définit la fonction f,, sur [0;1] par
fo@)=1—z+2® -2+ + (—2)" = (—a)"
k=0
Ainsi, pour tout z € [0;1], fo(x) =1, fi(z) =1—x, folx) =1 -z +22 f3(x) =1—x+ 2% — 23,
etc.

1
1. Montrer que, pour tout n € N, / fu(z)do = uy,.
0

n+1
2. Justifier que, pour tout n € N et tout = € [0;1], f,(x) = 11(—i_a;)
1
3. Calculer /
o 1+=x

1 xn—l—l

4. Déduire des questions précédentes que, pour tout n € N, u,, = In(2)—(—1)"* / 1+ dz.
0

:L,nJrl 1

dx < .
I1+z n+2
6. Démontrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

1
5. Montrer que, pour tout n € N, 0 < /
0

Solution.

1. Soit n € N. Une primitive de f,, sur [0;1] est

1 1 1 —1)" no(—1)k
Fn:xn—>x—2xz+3x3—4x4+~-+51+)13:”+1:Z( )" gt

On remarque que

1 1 1 _1)
Fn(o):0—2><02+><03—><04_|_...+< ) %< 0" — @

3 4 n+1
. 1 1 1 (—1)™
Fn1:1—7><12 13— w144 ;le_l:n
(1) 9 +3 1 + +n+1 Uy,
donc

/01 fo(x)dx = F,(1) — F,(0) = u, — 0 i.e. ; fo(z)de = u, |




2. Soit n € Net z € [0;1]. Alors, f,(z) est la somme des n + 1 premiers termes de la suite
géométrique de premier terme 1 et de raison —x. Comme —x # 1 (puisque x > 0), on en
1 — (—x)"*! 1 — (=)t
déduit que f,(z) =1 x # ie. | fulx) = 1(4_) )
x

1= (=)

sur Ry est  — In(1 + ) donc
T

3. Une primitive de x — 1

/01 1 —|1— - dz = [In(1 4+ x)]é = In(2) — In(1)

L1
ie. / dz =1In(2) |
o 1+

4. Soit n € N.
On sait d’apres les questions 1. et 2. que

1 1 n+1
w= [ fule)de= [ 1(“2“

donc, par linéarité de l'intégrale,

1 1 _ e \n+1 1 1 n+1
Uy = —( ?) dx = dx—/ ~———dx
o 1+« 14+ o 1+« o l+=z

dz = In(2) et, toujours par linéarité de I'intégrale,

1 ( n+1 n+1 n+1 n 1 xn—i—l
U qe= [ T e = (-1 /701
/0 1+x / 1+:1c r= U T

donc finalement,

L1
Or, d’apres la question 3., /
0o 1+

n+1

dx |.

e =n(2) — (-1 [

o 1l+=x

5. Soit n € N. Pour tout z € [0;1], 1 + = > 1 donc, par décroissance de la fonction

inverse sur |0;+oo[, 0 < < 1 et, en multipliant par 2" > 0, on conclut que

1+
n+1

0<
S 14z

< 2", Par croissance de l'intégrale, il s’ensuit que

1 1 pntl 1
/ deé/ dx</ 2" de
0 o 1+z 0

1 xn+1 xn+2 1 1n+2 On+2
/ dzr < = — )
o 1+ n+2], n+2 n+2

i.e.

0<

Ainsi, on a bien montré que

e}

6. Pour tout n € N,

n+1

0 e [T
<_n
<|=D /ol—l—:cx

— )(_1)n+1‘ %

1 n+l 1 ,n+l
/ x dx :/ v dx
0o 1+ 0o 1+




1 ,n+1
car / n dx > 0. Ainsi, on déduit de la question précédente que
0 x

<

. 1 xn+1
Us |(_1)n+ /0 I

1
Or, lim = 0 donc, d’apres le théoréme d’encadrement,
n—-+oo n +
1 xn+1
lim |(—1)"+1/ dz| =0
n—-+oo o 14+=x
donc, par propriété,
1 xn+1
lim (—1)”“/ dz =0
n—-+oo o 142

Ainsi, par somme, on déduit de la question 4. que (u,,) converge et que

n1_1}141_100 u, = In(2) |.

In(2) d¢
Exercice 17. On cherche a calculer l'intégrale I = / —
0 1+¢t
N 2 1
1. A T'aide du changement de variable ¢t = In(u), démontrer que I = / —du.
1 u(l+w)
2. En remarquant que, pour tout réel u, 1 = 1+ u — u, déduire de la question précédente la
valeur de I.
Solution.

1. La fonction ¢ : u — In(u) est de classe € sur [1;2]. De plus, ¢(1) =0 et p(2) = In(2)

donc, en effectuant le changement de variable ¢t = In(u), on a dt = — du et
u

2 1 1 2 1 1
J:/7 “d :/ 2d
1 1+eln(“)xu Y 0 1—0—uxu Y

2 1
soit I:/ ——du|.
1 u(l+u)
2. On en déduit que
21 — 2 1 2] 1
:/Mdu:/ tu o 4 du:/f—idu
1 u(l+w) 1 u(l+u)  u(l+4u) 1 u 14w

= [In(u) — In(1 + u)); = In(2) — In(3) — (In(1) — In(2)) = 2In(2) — In(3) = In(2%) — In(3)

soit finalement | [ = In (i) .

Exercice 18. Soit f une fonction continue et strictement positive sur 'intervalle [0; 1] telle que

/Olf(t)dtzl.

2
1 11
En considérant la fonction g : t — |/ f(t) — —==] , montrer que / —dt > 1.
F(t) o f(t)



2
1
Solution. La fonction ¢ : ¢ — ( f(t) — T est définie et continue sur [0; 1] car f est
f(t
continue et strictement positive sur [0;1]. De plus, g est positive sur [0; 1] donc, par positivité
de l'intégrale,

1
/g@ﬁﬁ}&
0

Or, par linéarité,

[ otwyar= [ s _2XJNF o
- Olf t—2/ 1dt+/ —dt
2+/——fa
/—dt—l

11
Ainsi, on conclut que / ——dt—12>01i.e.
o f(t)

/—dt

Exercice 19. Soit a et b deux réels tels que a < b. Soit f une fonction continue et positive sur
b

[a;b]. On suppose qu'il existe ¢ € [a;b] tel que f(c) > 0. Montrer que / f(t)dt > 0.

Solution. Soit ¢ € [a;b] tel que f(c) > 0. Considérons une primitive F' de f sur [a;b].
Comme f est continue, il existe un réel r > 0 tel que f(z) > 0 pour tout x € [¢c —r;c+7].
Alors, F' est strictement croissante sur [¢c — ;¢ + 1] donc F'(¢c —r) < F(c+ 7). De plus, comme
f est positive, F est croissante sur [a;b] donc

F(a) < F(c—r) < F(c+r) < F(b).

Or, /bf(t) dt = F(b) — F(a) donc /bf(t) dt > 0|,

1
Exercice 20. Soit f une fonction continue sur l'intervalle [0; 1]. On suppose que / f)dt=0
0

et que m et M sont deux réels tels que, pour tout t € [0;1], m < f(t) < M.
1 1
En considérant / (f(t) —m)(M — f(t)) dt, démontrer que / f@)?*dt < —mM.
0 0

Solution. Pour tout ¢ € [0;1], f(t)—m = 0et M — f(t) = 0 donc (f(t) —m)(M — f(t)) =0

Par positivité de 'intégrale, il s’ensuit que

[ @) = m)a = gy de >0,

Or, par linéarité,

[ (70 = m) = f0)de = [ M)~ F(0) —mA (1)

_M/ dt—/ f(t) th—/Oldeter/Olf(t)dt

:—/0 F(6)2dt — mM



Car/lf()dt—Oet/ mM dt = mM(1 —0) =mM.

Ainsi, —/ dt —mM > 0 donc

—mM |.

1

Exercice 21. Soit f une fonction continue sur [0;1]. Démontrer que / " f)dt — 0.
0 n—+o0

Solution. Comme [ est continue sur [a;b], par le théoréeme des bornes atteintes, f est
bornée sur [a;b]. Ainsi, il existe deux réels m et M tels que, pour tout ¢ € [a;b], m < f(t) < M.
Des lors, d’apres les inégalités de la moyenne, pour tout n € N*,

(2 o)< [ rowen (oo

1 ny
car — > 0 et ainsi
n

0 M
@gf FHydt < =
n 0
m

Or, lim — = lim — = 0 dongc, par le théoreme d’encadrement, on conclut que
n—-+oo N, n—-+oo n

1

/(jf(t)dt—>0.

n—-+o00

Exercice 22 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f une fonction de classe ¢! sur un intervalle

b
[a; b]. Démontrer que / f(t)sin(nt) dt — 0.

b
Solution. Posons, pour tout n € N, [, = / f(t)sin(nt) dt.

a

1
Soit n € N*. Considérons les fonctions u : t — f(t) et v : t —> —— cos(nt) de telle sorte
n

que v’ i t — f'(t) et v : t — sin(nt). Comme f est de classe ¢!, les fonctions u et v sont de
classe €' donc, en intégrant par parties,

I, = [f(t) X (—1cos nt) )] / It (—cos(nt)) dt

_f(b) COS(le) + f(a - + ﬁ/ f/(t) cos(nt) dt

n
Or,
0< |10 COS(nb)‘ _ )] x Jeos(nb)] | £(0)] 0
n n n  notoo
donc, par le théoreme d’encadrement, |— 1 () cos(nd) > 0 et ainsi — f(b) cos(nb) 0.
n n—+400 n n—+400
On montre de méme que f(a) cos(na) > 0.
n n—+o0o



Enfin, grace a l'inégalité triangulaire,

/ f'(t) cos(nt) dt‘ ) cos(nt) dt| / |f'(t) cos(nt)| dt.

Or, pour tout t € [a;b], |f'(t)cos(nt)| = |f'(t)| x |cos(nt)| < |f/(t)| donc, par croissance de
I'intégrale,

[ 17 @y costmn) ar < [717(0)]

1
Comme — > 0, on en déduit que
n

n—+oo

/f ) cos(nt) dt‘ /|f )| dt —— 0

1 b
et ainsi, comme précédemment, — / f'(t) cos(nt) dt — 0.
n Ja n—-+00

Par somme de limites, on conclut que

/ " F(t) sin(nt) dt —— 0|,

n—-+40o




