¢ Corrigés des exercices du chapitre 18

Exercice 1. Déterminer les limites suivantes.

1 —2?
1. lim o+~ 2. lim 220% — 2% 3. lim
T—>+00 € z—>+00 z—+oo 1 + g2
T 2 T
€ €
4. lim 5. lim — % 6. lim
z—+oo | + % =0 15 4 23 z——o00 | + %

—1 1
7. 1_131 Vo+1—+x 8. lim ’ 9. lim xsin <>

r>—
1 x
. . . .
10. xEIEOO xe 11. zli%h Vv in(z) 12. IEIJPOO (:):)
13. lim z*+ 14. lim In(1 —&*) 15. lim In(1—e")
T—+00 r—0— T—r—00
Solution.
. .1 . 1
1. lim z=+occet lim — =0 donc, par somme, | lim x+ — = 400/
r—r—+00 r——+00 I T—-+00 €x
2. On a affaire a la limite d'un polynéme en +o0o donc lim 2% — 2202 = lim —g20%
T—+00 T—r+00
ie | lim 22023 _ 42024 — _ o
o T—>+00 ’
. .. , . . . 1 — 22
3. On a affaire a la limite d’'un quotient de polynémes en +oo donc lim =
z—+oo 1 + g2
2 2
—T 11—z
lim —— = lim —1 donc| lim =—
R T—+00 r—+o00 1 + 22
4. Premiere méthode. Pour tout réel x,
S e’ B 1
1+e* ef(l4+L) l4e®
Or, lim —x = —ocoet lim e* =0 donc, par composition, lim e * = (. Par somme
T—~400 X——00 T—4-00
ex
et quotient, on en déduit que | lim =1
z—+oo | + %
eil?
Seconde méthode. On peut remarquer que, pour tout réel x, oo = f(e*) en notant
e
x
frx— Tz Or, Iglfme +00 et Xl_lg_loo e Xl_lgloo e Xl_l}Iilool 1 donc,
eZE
par composition, | lim =1
z—+oo | + %
2
, ¢+ zlx+1 x+1 ) .
5. Pour tout réel z # 0, 23 = ( ) = .Or, limz+1 = 1et limz*+2? =
xd x(zt+22) at 4 22 z—0 z—0
+ . . . R
0% (car les puissances sont paires) donc, par quotient, | lim ———— = +o0|.
=0 x5 4 3
X
6. lim e® =0 donc, par somme et quotient, | lim =0
T——00 z——o0o0 | + %




7. Pour tout réel x > 0,

(VETT- 3) (VT4 V8] i -
VEETVE T Vatitya

r+1—=x

T Vitl+yz Vol +\/5'
Or, lim /z = +ooet hm v + 1 = 400 donc, par somme, hm Vi + 1+y/z = +o0.

T—>+00

VIt Vi=

Ainsi, par quotient, on conclut que Erf Vr+1—yx=0|
xr (o.0]

8. limx—1=-2et llm Vv +1 =07 donc, par quotient, llm

z——1 1 ’ 1«/x+1

x>71 :Jc>

1
9. Pour tout réel x > 0, on a l’encadrement —1 < sin () < 1 donc, en multipliant
x

(1 .
par x > 0, —xr < xsin () < z. Or, lim z = lim —z = 0 donc, par le théoreme
X z—0*t z—0t
1
d’encadrement, | lim z sin () =0
z—0t x
. o z . , e’
10. Pour tout réel z, ze™" = —. Or, par croissances comparées, hrf — = 400 donc, par
e z—+oo

inverse, | lim ze™ = 0|
T—r+00

11. Pour tout réel z > 0, y/z In(z) = 22 In(x) done, par croissances comparées, | lim /z In(z) =

z—0t
1 x
12. Pour tout réel x > 0, <> = ¢"n(3) = ¢#l) Or, lim —x = —oo et lim In(z) =
€x T—>+00 T—+00
+00 donc, par produit, 1_1}111 —zIn(z) = —o0. De plus, hm e* = 0 donc, par composi-

. . I\
tion, | lim () =0

T—+00 \ I

In(x)

13. Pour tout réel x > 0, v = e s . Or, par croissances comparées, lim =0 et
r—r+00 €x
lim eX = ¢ = 1 donc, par composition, | lim z¥ = 1|.
X—=0 T—+00
14. lim 1 —e*=0" et lim In(X) = —oco donc, par composition, | lim In(1 —e*) = —oco|.
x—0~ X—0t x—0~

15. lim 1 —e”=1et lim In(X) =1In(1) = 0 donc, par composition, | lim In(1 —e") =0|

T——00 X—1 T——00

Exercice 2. Etudier le comportement de chacune des fonctions suivantes au voisinage de +oo.

i 2.h:xr—>L 3. k:x+— Ve
27 + 1 22 + 1 2+ 1

1. f:rz+—

Solution.

1. Premiére méthode. Pour tout réel = > 0, f(x) =

+o00 dong, par inverse, somme et quotient, 111+n f(x
T—r+00




T
Seconde méthode. On remarque que, pour tout réel x > 0, VT = f(y/z) ou

2/x +1

. . . . 1 1
frovrm oy O lim Vo= dooet i oe = Iim ov = im 5 =3
i } 1
donc, par composition, z1_1>r$100 flx) = ot
2. On vient de voir que
3. Pour tout réel = > 0, f(x) v T i 5~ Lo
. Pour tout réel z x) = . Or, lim = lim — = lim - =+
’ 20 + 1 e +1 x—+oo 21 z—+o00 2

x
et lim X = +oo donc, par composition, | lim ———— = 400
p b x—+oo /20 + 1

X =400
X
4. Pour tout réel x > 0, f(x) = 2\/%/23_;1 Or, xl_l}gloo\/i = 400 et ngfwm -
XIEEOO %7 = XLHJI:OO 7% = 0 donc, par composition, x_l)lgloo oy _f 1 0f
z+1

Exercice 3. On considere la fonction f : x —— o R—
x?—x—

1. Déterminer I'ensemble de définition Dy de f.

2. Etudier la comportement de f aux bornes de Dy.

Solution.

1. La fonction f est un quotient de polynomes donc elle est définie pour tout réel = tel que
r? — 2 —2#0. Or, le discriminant de X2 — X —2est A = (—=1)2 =4 x1x(=2)=9>0
donc ce trindme possede deux racines réelles :

~(-1) = V9 (1) + V9

o 2% 1 o 2 % 1

Ainsi, Dy =R\ {-1;2}|

T 1
2. E i lyno li = li — =1 — li =0}
n tant que quotient de polynémes, ) ~1>IJIrloo f(x) ) irilm . . ~1>I~Ikloo . donc ig f=0

De la méme facon, |lim f =0

Comme le coefficient dominant de X2 — X — 2 est positif, ce trindme est positif sur

]—00; —1[U]2; +o0] et négatif sur |—1;2[. Ainsi, lim 2> —2 —2=0" et lim z*> —z —
T—2~ r—21

2 = 0". Comme h_)rr%x + 1 = 3, on en déduit, par quotient, que hrgl f(x) = —o0] et

€T T2

li = :
2, Jw) = oo

Enfin, comme les racines du trindme X2 — X — 2 sont —1 et 2 et son coefficient dominant
est 1, on a, pour tout réel z, 2> —x —2 = (v + 1)(z — 2). Ainsi, pour tout x € Dy, f(x) =

1 1 1
@ +x1)—;x Y =5 Or, xli)rr_lla: — 2 = —3 donc, par quotient, g;li>IEl1f(x) =3l
5 —Tr—6
Exercice 4. On considere la fonction f : x — ‘ ’ .
2+ x—2

1. Déterminer I'ensemble de définition Dy de f.

2. Déterminer les limites de f aux bornes de Dy.



Solution.

1. La fonction f est un quotient de polynémes donc elle est définie pour tout réel x tel que
22+ 1 — 2 # 0. Or, le discriminant de X2 + X —2est A=12—-4x1x(=2)=9>0
donc ce trindme possede deux racines réelles :

—1-49 “1+V9

S R R S |

Ainsi, | Dy =R\ {-2;1}|

373

2. En tant que quotient de polynomes, mll)I_{loo f(z) = xl_l}gloo i xl_lg{loo[l? donc 1&2 f =400l

De la méme fagon, |lim f = —o0

Comme le coefficient dominant de X2 — X — 2 est positif, ce trindme est positif sur
]—00; —2[U]1; +oo] et négatif sur |—2; 1[. Ainsi, lir? ’+r—2=0"et lim 2?2+2-2 =
r—1"

z—1t
0". Comme lirq 23— Tx —6 = —12, on en déduit, par quotient, que linln f(z) = +oo|et
Tr—r r—1—
li = —00|
i, 7) = o

Enfin, on remarque que —2 est racine de X3 — 7z — 6 donc il existe des réels a, b et ¢ tels
que X2 — Tz — 6= (X +2)(aX? +bX +¢). Or,

(X+2)(aX*+bX+c) = aX?+bX*+eX +2aX*+2bX +2¢ = aX>+(2a+b) X *(2b+c) X +2¢

donc, par unicité des coefficients,

a=1 _q
) —
a+b=0 donc = -2
2b+c= -7

c=-3
2r = —6

Comme le coefficient dominant de X3 — 7X — 6 est 1, on en déduit que X? — 72z — 6 =
(X +2)(X? —2X — 3). De plus, X? + X — 2 est un polynéme unitaire dont les deux
racines sont —2 et 1 donc X? + X — 2 = (X — 1)(X + 2). Ainsi, pour tout réel z € Dy,
(r+2)(a*—22—3) a°—22-3

_ - 2_ 9. _a_ - 1
flz) = RS CE ) E—"| .Or,xli)rr_12x 20 —3 5etxli)rr_12:v 1 3
. . 5)
donc, par quotient, xli)rr_12 flz) = —3t
. . . P 2 + sin (x)
Exercice 5. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = SEaE
x
3
1. Démontrer que, pour tout réel z, o < flx) < o
2. Déterminer les limites de f en —oo et +oo.
Solution.
1. Pour tout réel z, —1 < sin (z) < 1 donc 1 < 2 +sin (z) < 3 et, comme 22 +1 > 0, on en
1 3
déduit < <
éduit que | —o—— f(z) o




2. Ona lim 2?41 = lim 2?41 = 400 donc, par quotient, lim = lim
T——00 T—+00 r——o00 g2 4+ 1 r——o00 g2 4+ 1

. 3
Oet lim —— = lim —— =
z—+oo g2 + 1 z—+oo 12 4+ 1
On conclut alors, grace au théoreme d’encadrement, que | lim f(z) = lim f(z) =0]|
r—>—00 T—>+00

Exercice 6. On considere la fonction f définie sur [0; 3] par

x size0;1]
Ve e [0;3] f(x)= 1 sixe|l;2]
20 —2 sixz€]2;3

1. Tracer la représentation graphique de f.
2. La fonction f est-elle continue en 17

3. La fonction f est-elle continue en 27

Solution.

1. La courbe de f est la suivante :

2. D’une part, lim f(z) = lim x = 1 et, d’autre part, lim f(z) = lim 1 = 1. Ainsi, lim f(z) =
rz—1 r—1 r—1 r—1 x—1
<1 <1 >1 >1
1 = f(1) donc ’f est continue en 1 ‘

3. D’une part, lim f(z) = lim1 = 1 et, d’autre part, lim f(z) = lim 2z — 2 = 2. Ainsi,
z—2 ) T—2 T—2

<2 <2 >2 >2
lir% f(z) # lin% f(z) donc f n’a pas de limite en 2 et donc ’f est discontinue en 2 |.
z— z—
<2 >2

Exercice 7. Soit a et b deux réels et f la fonction définie sur R par :

ar+2 sizx<l1
VeeR f(z)=<2ax—0b sil<ax<3.
20+2b six >3

Déterminer les valeurs de a et b pour lesquelles f est continue sur R.

Solution. Comme f est affine sur chaque intervalle |—oo;1[, [1;3] et ]|3;+o00], elle est
continue sur chacun de ces 3 intervalles. Des lors, f est continue sur R si et seulement si elle est
continue en 1 et en 3. Or, d'une part, lim f(z) =a+2et f(1) =2a — b donc f est continue en

r—1-



1 si et seulement si a + 2 = 2a — b. D’autre part, 11121))1+ flx)=6+2bet f(3) =6a—0bdonc f est
T—

continue en 3 si et seulement si 6 + 2b = 6a — b. Ainsi, f est continue sur R si et seulement si

a+2=2a—b> a—b=2 a=2+b a=2+b a =
< <~ <~ <~

6+ 2b=06a—0b 20 — b = 22+b)—b=2 44b= =-2

Ainsi, ‘ f est continue sur R si et seulement sia =0et b= —2 ‘

3

Exercice 8. On considére la fonction g définie sur R\ {1} par g(x) = T Montrer que ¢

admet un prolongement par continuité en 1 et déterminer la valeur de ce prolongement en 1.

Solution. Le polynome X3 — 1 s’annule en 1 donc, comme il est unitaire, il existe des réels
a, betctels que X? —1=(X —1)(aX?+bX + ¢). Or,

(X —1)(aX?*+bX +¢c)=aX’ +bX?+cX —aX? —bX —c=aX’+(b—a)X*+(c—b)X —c

donc, par unicité de coefficients,

a=1
b 0 a=1
_a:
donc b=1
c—b=0
c=1
—c= -1

Ainsi, X3 —1= (X — 1)(X?+ X + 1) donc, pour tout réel x # 0,

(z—1)(z*+z+1)
x—1

g(x) = =2*+r+1—>3,
r—1

Ainsi, g admet une prolongement par continuité en 1 défini par

z3—1 :
. — siz#1
ek g(:c):{gl siz=1][

Exercice 9. Soit f la fonction définie pour tout réel = € |0 ; 00| par :
V>0 f(z)=2"In(x)+1.

1. Justifier que f est continue sur |0; 4o00].

2. Démontrer que f est prolongeable par continuité en 0 et préciser la valeur de son
prolongement en 0.

Solution.

1. La fonction In et la fonction carré sont continues sur |0 ; +oo[ donc par produit et somme,
f est continue sur ]0; +o0.

2. Par croissances comparées, lim z?In(z) = 0 donc lim f () = 1. Ainsi, f admet une
z—0 z—0

prolongement par continuité en 0 défini par

2?In(x) six >0

1 siz=0]

VeeR, g(x)= {




22024 4]
f(z) = 0 admet au moins une solution dans l'intervalle [—1;0].

Exercice 10. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = . Démontrer que I’équation

Solution. La fonction f est une fonction rationnelle (quotient de deux polynémes) définie
sur R (car, pour tout réel z, 22°?* > 0 donc 22°?* + 1,,eq0) donc elle est continue sur R. De

1
plus, f(—1) = —3 et f(0) =1donc 0 € [f(—1); f(0)]. On déduit alors du théoreme des valeurs

intermédiaires que |1’équation f(z) = 0 admet au moins une solution dans [—1;0]|.

Exercice 11. Soit f : R — R une fonction continue telle que, pour tout réel z,

|[f(2)] = L.

1. Soit x € R. Quelles sont les valeurs possibles pour f(z)?

2. En raisonnant par 1 7absurde, montrer que f est constante.

Solution.

1. Par définition, |f(z)| =1 donc | f(z) =1 ou f(x) = —1|.

2. Supposons que f ne soit pas constante sur R. Alors, d’apres la question précédente, il
existe (a,b) € R? tel que f(a) = —1 et f(b) = 1. Comme f est continue et comme 0 est
compris entre f(a) et f(b), on déduit du théoreme des valeurs intermédiaires qu’il existe
c entre a et b tel que f(c) = 0. C’est absurde car alors |f(c)| = 0 # 1. Ainsi, on conclut
que ’ f est constante sur R ‘

Exercice 12. On considere la fonction f définie sur R par

e’ +e*

VeeR f(z)= Yy
1. Dresser le tableau de variations de f . On y fera apparaitre ses limites en +00 et en —oo.
2. La fonction f est-elle injective ?
3. Démontrer que f réalise une bijection de [0;+oo[ sur [1;4o00].
4. Déterminer une expression de la bijection réciproque.
Solution.

, , e—CE + e{L’

1. On peut remarquer que Dy = R est centré en 0 et, pour tout réel z, f(—z) = — =

f(z) donc f est paire. Il suffit donc de I’étudier sur [0; +ool.

La fonction f est dérivable sur R comme composée et combinaison linéaire de fonctions
- . e —e .
dérivables et, pour tout réel z, f'(xr) = ————. Ainsi, pour tout réel
Y ) 2 Y )

flla)20<=e"—e"20<=e" 2’ <—r>-1<=21 202 >0.

Comme f’ ne s’annule qu’en 0, on en déduit donc que f est strictement croissante sur
[0 400].

De plus, d'une part, lim e® = +oo et, d’autre part, lim —2 = —ooet lim eX =0

li li
T—+00 T—>+00 X——00
donc, par composition, lim e~ = 0. Par somme, on conclut que lim f(z) = +o0.
T—r+00 T—r+00

Grace a la parité de f, on aboutit donc au tableau de variation suivant.



x —00 0 —+00

+00 +oo
Variations
de f ~.
1

2. Comme f est paire, par exemple, f(—1) = f(1) donc f n’est injective.

3. Sur [0;+o0], f est continue (car dérivable) et strictement croissante. Par le théoreme de la

bijection continue, | elle réalise donc une bijection de [0; +oo[ sur f([0;4o00]) = [1;+o0[|.

4. Soit y € [1;+o0o[. Alors, pour tout réel x > 0,

flz)=y<=e"+e"=2y ﬁ (e® + e ®)e” = 2ye” <= () —2ye” +1 =0

Considérons le polyndome P = X? —2yX + 1. Le discriminant de P est A = (—2y)? —4x1x 1=
4y? — 4 =4(y* —1). Comme y > 1, A > 0 et P posseéde une ou deux racines réelles données par

—(—2y) —VAyt —4 2y —2yy? —1
R s MR S

T =

2x1
) (~2y) + VI VS
—(—2y) +v4y* -4 2y+ 2y —1 5
"2 2% 1 2 v+ vy

Comme y > 1, r9 > 1. De plus,

- VP D@+ VZFD) _ v = =) _ 1y

y+HVy+ V£l " "2

T =

car ro > 1.
Ainsi,
fl)=y<=c"=roue’ =ry <=z =1In(r) oux = In(ry).
Siy=1,r =r =1etx=In(1) = 0. Sinon, 5 > 1 donc r; < 1 et ainsi In(r;) < 0 donc,
comme x > 0, z = In(ry). Dans tous les cas, x = In(ry) = In(y + v/y> — 1) donc la bijection
réciproque de f : [0;+oo] — [1;4o0[ est

g: [l;4o00] — [0; 400]

x —  In(x + V2?2 —1)

Exercice 13. Résoudre dans R les équations suivantes d’inconnue zx.
1. (B):2°=7 2. (Ey):2*=8 3. (E3):2°+2=0.

Solution.

1. Comme la fonction racine cubique est bijective sur R, |I'unique solution de (£;) est v/7|.

. , 4 . . 5N
2. Comme 4 est pair, pour tout réel z, z* = |z|" donc, comme la fonction racine quatrieme
est bijective sur [0; +oo],

(By) <= |z| = V8 =z =V8ouz=—V8

Ainsi, | 'ensemble des solutions de (E3) est {—v/8;v/8}|.




3. Pour tout réel z,
(B3) <= 2(2®+1)=0<=2z=00uz’+1=0<=z=0o0uz’=—1.
Comme la fonction racine cinquieme est bijective sur R, on en déduit que

(E3) <= x=0o0uzx=+v-1=-1.

Ainsi, |’ensemble des solutions de (E3) est {0;—1}|.

Exercice 14. En reconnaissant des taux d’accroissement, calculer, dans chacun des cas suivant,
la limite de f(x) lorsque = tend vers 0.

Lofa) = S gy = WL g gy sy )

T T T T

Solution.
x 0

1. Pour tout réel x # 0, f(x) = ¢
‘r —_

est le taux de variation de la fonction exp entre 0 et

x donc, comme exp est dérivable en 0, hH(l) f(z) = exp/(0) = exp(0) donc h_)r% flz) =1}
Tr—r x

cos(z) — cos(0
= () (0) est le taux de variation de la fonction cos

2. Pour tout réel z # 0, f(z)
x J—

entre 0 et = donc, comme cos est dérivable en 0, liir(l) f(z) = cos’(0) = —sin(0) donc

tim /() = 0]

sin(x) — sin(0
(z) (0) est le taux de variation de la fonction

3. Pour tout réel x # 0, f(z) =
x —_

sin entre 0 et x donc, comme sin est dérivable en 0, liH(l) f(z) = sin’(0) = cos(0) donc
z—

lim /() = 1|

In(1+ z) — In(1)
x—0
g :t+—1In(1+41) entre 0 et x donc, comme g est dérivable en 0, hH(l] flz)=4(0)=——
T—

4. Pour tout réel x # 0, f(x) = est le taux de variation de la fonction

donc 31612(1) flz)=1|

Exercice 15. Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer sur quel ensemble f est dérivable et
calculer sa dérivée.

1 1
1.frx— — 2. f iz —seV® 3.f::1:|—>cos<>
x x

sin(x)

V1422

4. f:x— o 5. f a0 +—> 6. f:x—> xs.

Solution.

1. f est une fonction rationnelle donc f est dérivable sur son ensemble de définition i.e. sur

2

R* et, | pour tout réel x £ 0, f'(z) = —— |
x

2. f est la composée de la fonction racine carrée dérivable sur R* et de la fonction exp

1
dérivable sur R donc f est dérivable sur RY et, |pour tout réel x > 0, f'(z) = ——e

3




3. f est la composée de la fonction inverse dérivable sur R* suivie de la fonction cos dérivable

1 1
sur R donc f est dérivable sur R* et, pour tout réel x # 0, f'(v) = —— X (— sin <)>
x x

1 1
i.e. | pour tout réel z # 0, f'(r) = —; sin () .
x T

4. La fonction f est le produit de la fonction identité dérivable sur R et de la fonction racine
cubique dérivable sur R* donc f est dérivable sur R et, pour tout réel z > 0,

Va3 of 2

flx)=1x Yo +2zx = ¥z + \/_—\/__i_fx == \/_+fo

3\/_
: , 4
i.e. pour tout réel z > 0, f'(z) = 5\3/5

f(x) = f(0) _a¥/a
z—0 T

De plus, pour tout z > 0, = Jx —7 0 donc f est dérivable en 0 et

4
3\/5.

5. La fonction & — 1 + 22 est dérivable et strictement positive sur R et la fonction racine
carrée est dérivable sur R* donc, par composition, z — /1 + 22 est dérivable sur R.
De plus, cette fonction ne s’annule pas sur R donc, comme sin est dérivable sur R, par
quotient, f est dérivable sur R. De plus, pour tout réel x,

Finalement, f est dérivable sur R, et, |pour tout réel = > 0, f'(z) =

f'@) = i

(1 + 2?) cos(x) — xsin(z)
RV

6. La fonction f est définie pour tout réel z > 0 par f(x) = ex@) Comme la fonction
identité et la fonction In sont dérivable sur |0 ; +00[, par produit, la fonction z — z In(x)
est dérivable sur |0 ; +o00[. De plus, la fonction exp étant dérivable sur R, par composition,
f est dérivable sur |0; +oo[. De plus, pour tout réel z > 0,

soir finalement, | pour tout réel z, f'(z) =

f(z) = (—1 x In(x) + e X 1) ex @) = LQ)HJ?% = (1 —In(z))z=2

2 T T T

1—2x

donc, | pour tout réel z > 0, f(z) = (1 —In(z))z "=

Exercice 16. On considere la fonction f définie sur |0; +oo[ par
1

Ve >0 f(x) = arctan(z) + arctan () :
x

1. Justifier que f est dérivable sur |0;+oo[ et que, pour tout réel x > 0, f'(x) = 0.



2. En déduire que, pour tout z > 0,

1 T
arctan () = — — arctan(x).
x 2

3. Déduire de la question précédente que, pour tout réel x < 0,

1 T
arctan () = —— —arctan(z).
T 2

Solution.
1. La fonction inverse est dérivable sur R* et la fonction arctan est dérivable sur R donc,

1
par composition, z — arctan <> est dérivable sur R’ et, par somme, f est dérivable
x

sur R7. De plus, pour tout réel z > 0,

() = 1 +(—1>>< I 1 1
14 a2 1+ (22 1+22 22(1+%) 142 2241

donc, | pour tout réel z > 0, f'(z) =0|

2. Comme la dérivée de f est nulle sur I'intervalle R, la fonction f est constante sur R7.

Or, f(1) = 2arctan(l) = 2 x Z = g donc, pour tout réel x > 0, f(x) = g On en déduit

, 1 T
que, | pour tout réel x > 0, arctan <> =35~ arctan(z) |.
x

1
3. Soit un réel z < 0. Alors, —z > 0 donc, grace a la question précédente, arctan () =
—x

m . o . 1 1
5~ arctan(—z). Or, par imparité de la fonction arctan, arctan () = arctan <—> =

—x x
1 1 T
— arctan () et arctan(—x) = — arctan(x). Ainsi, — arctan () =5 (—arctan(z)) =
T x
T 1 T
5 + arctan(z). En multipliant par —1, on obtient arctan () =5 arctan(x). Ainsi,
x
pour tout réel x < 0, arctan <> = —g — arctan(z) |.
x

Exercice 17. Soit f : x — xe® définie sur [—1;+4o0].
1. Montrer que f réalise une bijection de [—1; +oo[ sur [—% ; —i—oo[.
On note w la bijection réciproque de f.

2. Déterminer w(0).

3. Justifier que w est dérivable sur }—% ; +oo{, que w'(0) =1 et que

w(z)

Ve e ]—i;+oo[\{o}, W) = ot

Solution.

1. La fonction f est dérivable sur [—1; +o00[ comme produit de fonctions dérivables et, pour
tout réel x > —1,
flx)=1xe"+xxe’=(x+1)e".

Ainsi, comme la fonction exp est a valeurs strictement positives, pour tout réel z > —1,
f'(x) = 0 et, de plus, f’' ne s’annule qu’en —1. On en déduit donc que f est strictement
croissante sur [—1;+o0.



1

De plus, f(—1) = —1 x e”! = —= et, comme Erf e® = +00, par produit, lirll flz) =
e x 0 0

+00.

Comme f est dérivable sur [—1;+oc[, elle est continue sur ce méme intervalle. Ainsi, f

est continue et strictement croissante sur [—1; +oo[ done, par le théoreme de la bijection

1
continue, | f réalise une bijection de [—1;4o00] sur [— +oo[ .

2. Comme f(0) = 0e° =0, w(0) = 0.

1
3. Pour tout x > —1, f’(x) # 0 donc, comme w(zx) > —1 pour tout x > —g» par propriété,

1 1
w est dérivable sur ]— ; +oo[ et, pour tout réel x > ——,
e e
W) = 1 B 1
- fiw(z)  (w(@) + ev@’
1 1
En particulier, w'(0) = = 5 soit [w'(0) =0}

(w(0) + 1)ew© (04 1)e
De plus, comme w est la bijection réciproque de f, pour tout réel x > —1, f(w(x)) =z

i.e. w(r)e®™ = x donc, pour x # 0, e¥@ = @) On en déduit que, pour tout

w(x
1 1 1
e _— O / pr— pr— ) t—\—d'
x } e,—l—oo{\{ b w'(x) (@) + 1) < = W@+ 1) Xxw(x) c’est-a-dire,
1 w(x)

t t _—— O / =  ——-----
pour tout = € e,—i—oo[\{},w(x) 0@ £ 1)

Exercice 18. En utilisant le théoreme des accroissements finis, donner une valeur approchée de
v/10001 en majorant I’erreur commise.

Solution. La fonction racine carrée est dérivable sur |0 ; +oo[ donc, d’apres le théoreme des
accroissement finis, il existe un réel ¢ € [10000; 10 001] tel que

V10001 — 10000 1 . 1
- e, V1000I —100 = ——.
10001 — 10000  2v/c  °© NG

1
Ainsi, on en déduit que v/10001 = 100 + ﬁ Or, 10000 < ¢ < 10001 donc, par stricte
c

croissance de la fonction racine carrée sur [0;+oo[, 100 < \/_ < /10001 donc 200 < 2+/c et,

par stricte décroissance de la fonction inverse sur |0; +o0l, —. Ainsi,

2\/_
1
v 10001 < 100 + 200 — 100,005

1
Des 1 100,005 d ceéd t, —— Ainsi
¢s lors, /¢ < , onc, comme précédemment, - \/_ > — 500,01 insi,
1
100 v10001 < 100 + —
300,01 200 T =50
donc /10001 = 100,005 avec une erreur inférieure a
— . _2
1 1 200,056 —-200 0,05 5 107% 5 106

200 200,05 200 x 200,05 200 x 200 05 2002 4

Ainsi, {1/10 001 ~ 100,005 & 1,25 - 1075 prés.
En effet, on peut vérifier que v/10001 = 100.004999875.




Exercice 19.

1. Soit un réel a > 0. En utilisant le théoreme des accroissements finis, montrer que

1 1
a1 S In(a+1) —In(a) < -
;s . 1
2. Vérifier que, pour tout réel z > 0, In(x + 1) — In(z) =In (1 + )
T

1 x
3. Déduire des questions précédentes la limite de (1 + ) lorsque x tend vers +oc0.
x

Solution.

1. La fonction In est dérivable sur |0 ; +00] donc, par le théoreme des accroissements finis, il
existe un réel ¢ € Ja;a + 1] tel que

In(a +1) —In(a) 1

=In'(c) = =.
a+1—a n(c) c

Comme 0 < a < ¢ < a+ 1, par stricte décroissance de la fonction inverse sur |0 ; 400/,

1 1 1 1 1
o <E<5donc . <ln(a+1)—ln(a)<g.

r+1

2. Pour tout réel z > 0, In(z+1)—In(z) = In (

) donc|In(x + 1) — In(z) = In (1 + i) :

1
x+1

g
De plus, lim = lim — = lim 1 = 1 donc, par le théoreme d’encadrement,
z—+oo ¢ + 1 T—+o00 T—+00

3. Pour tout réel z > 0, <1 > = e@ln(1+3), Or, d’apres les deux questions précédentes,
<

1 x 1
< In (1 + ) — donc, en multipliant par x > 0, —— < xln <1 + ) < 1.
T r+1

1
lim zln (1 + ) = 1. Par ailleurs, comme exp est continue en 1, )l(iml eX =e! = e donc,
—

T—r+00 x

1 x
par composition, | lim (1 + ) =el
x

T—+00

Exercice 20. Le but de I'exercice est d’étudier la suite (u,,) définie par

'LLQ—O
Vn € N un+1:2—cos(“7">'

1. Soit g la fonction définie sur [0; 4+oo[ par g(z) = 2 — cos (%) — .
2. Soit g la fonction définie sur [0;+o0o] par g(x) = 2 — cos (%) — .
a. Démontrer que g est strictement décroissante sur [0; +o00].
b. Déterminer la limite de g en +o0.
c. Démontrer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution « sur [0;4o0].
d. Déterminer le signe de g sur [0;+o00[ et justifier que o € [0; 7.
3. Soit f la fonction définie sur [0; o] par f(z) =2 — cos (%)
a. Calculer f(0) et justifier que f(a) = a.
b. Montrer que f est croissante sur [0; «].

c. Déduire des questions précédentes que o > 1.



d.

Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, 0 < u,, < up11 < .

e. Démontrer que (u,) converge puis déterminer sa limite.
Solution.
1. a. La fonction g est dérivable sur R comme composée et somme de fonctions dérivables

sur R et, pour tout = € R, ¢'(z) = —1 (— sin(%)) —1=1sin(%) - 1. Or, pour tout
réel , sin(3) < 1 donc %Sin(g) < % et ainsi, pour tout z > 0, ¢'(z) < —% donc

g'(x) < 0. Il s’ensuit que | g est strictement décroissante sur [0; +ool|.

Pour tout = > 0, cos(5) > —1 donc —cos(5) < 1et ainsi g(z) <2+ 1—-2 =3 — .

Or, lim 3 — 2 = —oo dongc, par le théoreme de comparaison, | lim g(x) = —oo|.
T——+00 T——+00

. La fonction ¢ est continue car dérivable et strictement décroissante sur [0;+oo],

g(0) = 1, l_1>r£1 g(r) = —oo donc, par le théoreme de la bijection continue, g
x (o)

réalise une bijection de [0;+o0[ sur |—oo;1]. Comme 0 € |—o0; 1], on en déduit

Y

qu’il existe un unique réel o € [0; +oo| tel que g(a) = 0.

Comme g est strictement décroissante sur [0; +oo] et s’annule en «, on peut conclure
que |g(z) > 0siz e [0;a] et g(x) <0six € [a;+oof|

De plus, g(m) :2—COS(%) —m=2—7m<0donc 7w > a. Ainsi, |a € [0;7] |

. D’une part, f(0) =2 —cos(0) i.e. | f(0) = 1| D’autre part, par définition, g(a) =0

i.e. 2 —cos(§) —a=0donc 2 —cos(5) = a et ainsi | f(a) = a|

En raisonnant comme en question 1.a, f est dérivable sur [0; a] et, pour tout x € [0; ],
f'(z) = 3 sin(%). De plus, on a vu que o < 7 et, ainsi, si € [0;a] alors £ € [O }

donc f'(x) > 0 car la fonction sin est positive sur I'intervalle {O‘

; 2} On conclut que

f est croissante sur [0; ] |.

. Comme a > 0 et comme f est croissante sur [0; ], f(«) > f(0) i.e. d’apres le résultat

de la question a., .

Considérons, pour tout n € N, la propriété P, : « 0 < up, < Uy < a».
Initialisation. Etant donné que up = 0 et uy = f(0)=1,0on abien 0 < up < u; < «
(car a > 1).

Hérédité. Soit n € N. Supposons que P, est vraie. Alors, 0 < u, < up1q < « et,
comme [ est croissante sur [0;a], f(0) < f(un) < f(unt1) < fla) ie. 1 < uppq <
Unio < a d’apres la question a.. A plus forte raison, 0 < u, 41 < Upyo < a donc P,
est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que

‘VnGN 0< un+1<a‘.

. Ainsi, la suite (u,,) est croissante et majorée par a donc, d’apres le théoreme de la

limite monotone, | (u,) converge vers une limite ¢ < «

Alors, d’une part, Erf Ups1 = ¢ et, d’autre part, comme f est continue en ¢ (car
e 0;al]), 1_131 flu, = f(0) ie. lim Un+1 = f(¢). Par unicité de la limite de (1),
on en déduit que ¢ = f({) i.e. £ = 2 cos( ) donc ¢g(¢) = 0. Comme ¢ € [0;+00], on

déduit alors de la question 1.c. que ¢ = . Ainsi, | lim wu, = a|
n—-+0oo




Exercice 21. Pour tout n € N, on considere I’équation suivante d’inconnue x € R :
(E,) 2° 4+ nz = 1.
1. Soit n € N. On considere la fonction
foixr— a®+nx—1

définie sur R.

a. Dresser le tableau de variations de f,, sur R. On y fera apparaitre ses limites ainsi
que ses valeurs en 0 et en 1.

b. Démontrer que 'équation (£,,) admet une unique solution dans R et que cette solution
appartient a [0;1].

Pour tout n € N, on note u, I'unique solution de ’équation (F,). On définit ainsi une
suite réelle u. D’apres la question précédente, u,, € [0;1] pour tout n € N.

2. a. Vérifier que, pour tout n € N, f,,(tpy1) = —Upt1-
b. En déduire, pour tout n € N, le signe de f,(u,41).

c. En utilisant la question précédente et le tableau de variations de f,,, démontrer que u
est décroissante.

3. a. Justifier que u converge.

S

b. Montrer que, pour tout n € N*, u,, <
c. En déduire la limite de u.

, 1
4. Démontrer que u, ~ —.
n

Solution.

1. a. La fonction f est une fonction polynéme donc elle est dérivable sur R et, pour tout
réel x, f'(z) = 32% +n. Sin > 0 alors, pour tout réel x, f'(x) > 0 car 3z% > 0 et, si
n = 0 alors, pour tout réel x, f'(z) > 0 et f’ ne s’annule qu’en 0. Ainsi, dans tous les
cas, f est strictement croissante sur R.

. - . 3 _ . . . . 3 _
De plus’ xggloof<m) o xEIEloox o o0 et x1—1>I—Poof(x) B ml—l>r—|l-’loox = +oo.

Enfin, f(0)=0*+nx0—-1=—let f(1)=13+nx1—-1=n.
On aboutit donc au tableau de variation suivant :

x —00 0 1 +00
+00
Variation /n/
de f 1
—00

b. La fonction f est continue car dérivable et strictement croissante sur R donc, par le
théoreme de la bijection continue, elle réalise une bijection de R sur f(R) = R. On en
déduit que I'équation f(z) = 0 possede une unique solution dans R. Or, pour tout réel

z, f(z) = 0 équivaut a z* + nx = 1 donc | (E,) posséde une unique solution dans R|.

Comme, de plus, f(0) = —1 < 0et f(1) =n > 0, cette solution appartient a [0;1].
2. a. Soit n € N. Alors, f,(unq1) = up, | + nuyyq — 1. Or, par définition, fui1(upi1) =0

donc ), + (n+ uper —1 = 0donc u y =1— (n+ 1)uyqr. On en déduit que

fn(un—i-l) =1- (n + 1>un+1 + Nupy1 — Iie. fn(un—H) = —Upy1 |-




b. Soit n € N. Alors, comme u, 11 € [0;1], upyq = 0 done —uy,q 1 < 0 e | fr(upi1) <O

c. Soit n € N. Par définition, f,(u,) = 0 donc on déduit de la question précédente que
fo(tns1) < fu(uy). Deés lors, par croissance de f, sur R, on en déduit que u,;1 < .
Ainsi, |u est décroissante |

a. La suite u est décroissante et minorée par 0 donc, par le théoreme de la limite
monotone, | 4 converge |.
. 1 1\3 1 1 1
b. Soit n € N*. Alors, fn<> = <> +nx ——1=—4+1—-1= — > 0 donc
n n n n3 n3
1 1
fn <> > fn(u,) donc, par croissance de f, sur R, |— > u,|.
n n

1
. De plus, lim — = 0 donc, par le théoreme
n—-+o0o n

S|

c. Ainsi, pour tout n € N, 0 < u,, <

d’encadrement, | lim wu, = 0|
n—-+00

. Pour tout n € N*, v? +nu, —1 = 0 donc nu,, = 1 —u3. Comme lirJPOo u, = 0, par produit,

n—
lim w3 = 0 donc lim nu, = 1. Autrement dit, lim Tn = 1 donc, par définition,
n—-+00 n—-+00 n—-+oo =
n
1
Up ~ — |
n

Exercice 22. On considére, pour tout n € N*, la fonction f,, définie sur [0;1] par

folz) =1—a—2".

1. Montrer que, pour tout n € N*, il existe un unique réel oy, € [0;1] tel que f,(a,) = 0.
2. Montrer que, pour tout n € N*, f,,11(a,) > 0.

3. En déduire que la suite (a;,)qen+ est monotone et qu’elle converge vers un réel /.

4. En utilisant un raisonnement par ’absurde, montrer que ¢ = 1.

Solution.

1. Soit n € N*. La fonction f,, est une fonction polyndéme donc elle est dérivable sur [0; 1] et,

pour tout z € [0;1], f/(z) = —1—na™* < 0carn > 0 et x > 0. Ainsi, f,, est continue car
dérivable et strictement décroissante sur [0; 1]. De plus, f(0) =1 et f(1) = —1 donc, par
le théoreme de la bijection continue, f,, réqlise une bijection de [0;1] sur [—1;1]. Comme

0 € [—1;1], on en déduit qu’|il existe un unique réel a,, € [0;1] tel que f,(c,) =0

Remarque : en fait, on a méme «,, € |0;1].

. Soit n € N*. Alors, par définition, f,(a,) = 0i.e. 1 —a, —a!' = 0 soit encore 1 — o, = .

Des lors,

foii(an) =1—a, —a"™ =a" — "t = a(1 — ay,).

Mais, comme 0 < o, < 1, @ >0 et 1 — a,, > 0 donc | fr11(ay,) > 0}

. Ainsi, pour tout n € N* f,1(a,) > for1(ans1) done, comme la fonction f,1 est

strictement décroissante sur [0; 1], oy, < 11 ce qui prouve que | (ay, )pen+ st croissante |
De plus, elle est majorée par 1 donc, d’apres le théoreme de la limite monotone, on

conclut que | (ay, )pen+ converge vers un réel /.




4. Comme (o, )pen+ est bornée par 0 et 1, 0 < ¢ < 1. Supposons que ¢ # 1. Alors, 0 < ¢ < 1.

Comme (av,) est croissante, pour tout n € N*, 0 < «,, < ¢ donc, par croissance de
la fonction z —— 2™ sur [0;1], 0 < aff < . Mais, comme 0 < £ < 1, lim ¢" = 0.

n—-+o0o
On déduit alors du théoreme d’encadrement que 1_131 ay = 0. Par somme, il s’ensuit
n [e.9]
que l_1>IJ1rr1 o, + o = (. Mais, par définition, pour tout n € N*, a,, + o) = 1 donc
n
11111 oy, + o = 1. Par unicité de la limite, on conclut que ¢ = 1, ce qui est absurde car
n——+0oo

on a supposé £ # 1.

Finalement, on conclut que .

Exercice 23. On considere la fonction f définie sur [0; +oo[ par

1.

AR A

6.
7.

2

f(z)=1—2%"",
Justifier que f est dérivable sur [0;4o00] et démontrer que, pour tout réel x > 0,
f'(z) =2x(x — 1)(z + 1)e'™*

En déduire les variations de f sur [0; 400
Déterminer la limite de f en +oc.

Dresser le tableau de variation de f sur [0;+o0].

1
Montrer que, pour tout entier naturel n > 2, I’équation f(z) = — possede exactement
n

deux solutions que 'on notera wu,, et v, (avec u, < v,).
On définit ainsi deux suites (u,)n>2 €t (Vp)ns2-

Déterminer les variations de (uy,) et (v,,).

Montrer que (u,) et (v,) sont convergentes puis déterminer leurs limites.

Solution.

1.

La fonction f est dérivable sur [0 ; +oo[ comme produit et composée de fonctions dérivables
et, pour tout réel x > 0,

2

f(z)=0— (295e1_5‘”2 + 2% X (—23:)e1_x2) = —22(1 — 2%)e' ™"
= 22(1 —z)(1 +x)e*™®

ie. |['(z) = 2a( — (@ + Dol

. Pour tout réel x > 0, 2z(x + 1)e!™*" > 0 donc le signe de f'(z) est le signe de z — 1.

On en déduit que f est strictement décroissante sur [0;1] et strictement croissante sur

1;+o0].

. Pour réel x > 0,

2
2 x
flz)=1—2az%'e™ —1—:176><——1—e><—2
e’ e’
oX
Or, lim 22 = 400 et, par croissances comparées, hm — = 400 dong, par composition,
T—+00 +oo X
z? 2
lim — = +o00. Par inverse, hm — = 0. Par produit et somme, on conclut que
z—+oo 2 r—+00 T

/=1




4. On aboutit au tableau suivant :

T 0 U, 1 Un, “+0o0

1 1

Variation \ /
N

de f
5. Comme f est continue sur [0;+o00| et strictement monotone sur chacun des deux [0; 1]
et [1;4o0[, par le théoreme de la bijection continue, f réalise une bijection de [0;1] sur
[0;1] et une bijection de [1;+oo[ sur [0;1].

3|~ =
3= <

L < Ldone L e [£(1): £(0)]. Des los,

Soit un entier naturel n > 2. comme n > 2, 0 < 5
n n

1
I'équation f(z) = — possede une unique solution u, dans [0;1].
n

1

Par le méme raisonnement, ’équation f(x) = — possede une unique solution v, dans
n

[1;400].

On conclut que I'équation | f(z) = — possede exactement deux solutions u,, et v,, dans [0;+oo[|
n

1 - 1
n+l " n
f(tuns1) < fluy). Or, u, et u,4q appartiennent par définition a [0; 1] et f est décroissante

1 1
6. Soit un entier n > 2. Alors, f(u,) = — et f(upy1) = —— donc, comme ,
n n

sur [0; 1] donc w11 > u,. Ainsi, la suite | (u,) est croissante |

1
< ) (%% < Up )- OI’,
- <l o) < S
Uy, €t v,41 appartiennent par définition a [1;+oo[ et f est croissante sur [1; +o00| donc

1 1
De méme, f(v,) = - et f(vpe1) = ——] donc, comme

Unt1 = Up. Ainsi, la suite | (v,) est décroissante|.

7. Pour tout n > 2, u,, € [0; 1] par définition donc (u,) est croissante et majorée par 1 donc,
par le théoréeme de la limite monotone, (u,) converge vers un réel £ € [0;1]. Comme f est

une fonction continue sur [0;1], EIE f(u,) = f(¢). Or, par définition, f(u,) = — donc
n o0 n
lim f(u,)=0. Ainsi, f(¢) =0 et donc, d’apres le tableau de variation de f, ¢ = 1.

n—+00
De méme, (v,,) est décroissante et minorée par 1 donc convergente et, le méme raisonne-
ment montre que v, — 1.

n—-+0oo
Ainsi, | lim wu, = lim v, =1|
n—-+00 n—-+00

Exercice 24. Déterminer, en justifiant sa réponse, si les affirmations suivantes sont vraies ou
fausses.

(A1) Une fonction continue sur R est croissante sur R.

(A2) Une fonction continue sur R est dérivable sur R.
(A3) Une fonction strictement décroissante sur R tend vers —oo en +oo.
3 1 1
(A4) lim rrz+i_ L1
a1 212 — 1 2
(A5) Si f est une fonction continue sur R telle que I'équation f(z) = 0 admet une unique

solution alors f est strictement monotone sur R.



(A6) Il existe un entier naturel n > 2 tel que 'équation 2" + z — 1 = 0 admette au moins 2
solutions dans [0 ; +o0].

Solution.

L’affirmation (A1) est fausse. La fonction x — —x est continue sur R (car c¢’est une fonction
affine) mais elle est décroissante sur R car a = —1 < 0.

L’affirmation (A2) est fausse. La fonction valeur absolue est continue sur R mais n’est pas
dérivable en 0.

L’affirmation (A3) est fausse. Par exemple, la fonction f : z —— e * est strictement

décroissante sur R (car, pour tout réel z, f'(z) = —e™* < 0) mais lim f(z) = 0 car lim —T = —00
o0
et lim e” =0 donc, par composition, lim e = 0.
X——o00 T—+00
_ 4+ r+1 . . e
L’affirmation (A4) est fausse. En effet, x — o 1 est une fonction rationnelle définie
x R

3 1 1P+1+1
en 1 donc elle est continue en 1 et ainsi lim S S s e

= = 3.
a1 212 — 1 2x12-1

L’affirmation (A5) est fausse. En effet, si on considére la fonction f : x — 2® — 2% + 1. Alors
f est une fonction polyndome donc f est dérivable sur R et, pour tout réel z, f'(z) = 3% — 2z =
3x(x — %) Ainsi, f'(z) > 0six € |—00;0] U [%;jtoo{ et f'(z) <0sizxe€ {O;%} donc f est

strictement croissante sur |—oo ; 0], strictement décroissante sur {O; %] et strictement croissante

3

donc f est strictement positive sur [0 ; +oo[ En particulier, f ne s’annule pas sur cet intervalle. Par

ailleurs, sur |—00; 0], f est continue et strictement croissante. De plus, lim flx) = lim 23 =
€T —0o0

Tr—r—00

sur {% ; —l—oo[. En particulier, f n’est pas monotone sur R. De plus, f(3) = (3)*—(3)?+1=2 >0

—oo et f(0) = 1 donc, par le théoreme de la bijection continue, f réalise une bijection de |—o0 ;0]
sur |—oo; 1]. En particulier, f s’annule une fois et une seule sur |—oo;0]. Ainsi, f s’annule une
seule fois sur R mais pour autant f n’est pas monotone sur R.

L’affirmation (A6) est fausse. En effet, si n est un entier supérieur ou égal a 2 alors
fn x> 2" +x — 2 est une fonction polyndéme donc elle est dérivable sur [0;+o0[ et, pour
tout x € [0; o0, f/(z) =nz" '+ 1> 0 donc f, est strictement croissante sur [0; +oo[. Dés
lors, f,, s’annule au plus une fois sur [0; +ool.

Exercice 25.

1. Démontrer que si f : [0;1] — [0;1] est une fonction continue alors il existe un réel
c €10;1] tel que f(x) = z. On pourra considérer la fonction ¢ : x — f(z) — .

2. Démontrer que si f : R — R est une fonction continue et décroissante alors il existe un
réel ¢ tel que f(x) = x.

Solution.

1. Soit f:[0;1] — [0;1] une fonction continue. Notons ¢ la fonction définie sur [0; 1] par
o(x) = f(x) — x. Alors, ¢ est continue sur [0; 1] comme somme de fonctions continues.
De plus, ¢(0) = f(0) = 0 et (1) = f(1) — 1 < 0 car, pour tout € [0;1], 0 < f(x) < 1.
Ainsi, 0 € [f(0); f(1)] donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un

réel ¢ € [0; 1] tel que ¢(c) = 0. Or, comme ¢(c) = 0 alors f(c¢) —c = 01i.e. f(c) = c. Ainsi,

il existe ¢ € [0;1] tel que f(c) = c|.




2. Soit f: R — R une fonction continue et décroissante. Notons, de méme, ¢ la fonction
définie sur R par ¢(x) = f(x) — 2 qui est continue comme précédemment.
Si, pour tout réel x, p(z) > 0 alors f(z) > x donc, par le théoréeme de comparaison,
li{.rolf = +o00. Or, f est décroissante sur R donc, sur [0; +o0[, f est majorée par f(0) et
ainsi f ne tend pas vers +00 en +00. On a aboutit a une absurdité donc il existe un réel
a tel que p(a) < 0.
Par ailleurs, comme [ est décroissante sur R, pour tout x € |—o0; 0], f(z) > f(0) donc
e(x) = f(0) —z. Or, xglzloof(O) — o = 400 dong, par le théoreme de comparaison,

lim ¢ = +o0.

Ainsi, 0 €

e(a);lim gp{ donc, grace au théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un
—0o0

réel ¢ € Joo;al tel que p(c) = 0. On conclut qu’lil existe donc un réel ¢ tel que f(c) = c|




