¢ Corrigés des exercices du chapitre 17

Exercice 1. Démontrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de F.
1. Fy ={(z,y) € R? |32+ 5y = 0} et £ = R2.
2. F, ={(r,y,2) €R® |22 — 72 =0} et £ =R
3. F3={(2a+b,a —3b,50) | (a,b) € R?} et E = R3.

Solution.

1. Par définition, F; C R* et 3 x 0 +5 x 0 = 0 donc (0,0) € Fy. Soit u = (uy,us) et
v = (v1,v2) deux éléments de F; et A un réel. Alors, par définition, 3u; + Sus = 0 et
3U1 + 51)2 = 0. OI‘, AU +v= ()\ul + U1, /\U2 + UQ) et

3(/\%1 + "Ul) + 5()\U2 + UQ) = 3)\“1 + 3U1 + 5)\U2 + 5U2 = )\(3U1 + 5U2) + 3U1 + 5’02 =0

donc Mu + v € Fy. Ainsi, | F} est un sous-espace vectoriel de R? |,

2. Par définition, F, CR3 et 2 x 0—7 x 0 =0 donc (0,0,0) € Fy. Soit u = (uy, us,u3) et
v = (v1,v2,v3) deux éléments de Fy et A un réel. Alors, par définition, 2u; — Tuz = 0 et
201 — Tvg = 0. Or, Au+ v = (Aug + v, Aug + v9, Aug + v3) et

2()\U1 —+ Ul) — 7(>\U3 + Ug) = 2)\U1 + 2?]1 — 7)\U3 — 7’U3 = )\(2%1 — 7U3) + 2?)1 — 7’U3 =0

donc A\u + v € F,. Ainsi, | F, est un sous-espace vectoriel de R3 |

3. Par définition, F3 C R® et (0,0,0) = (2 x 0+ 0,0 —3 x 0,5 x 0) donc (0,0,0) € F3. Soit
u et v deux éléments de F5 et X\ un réel. Alors, par définition, il existe des réels ay, by, ao,
et by tels que u = (2a; + by, a3 — 3by, 5b1) et uy = (2as + by, az — 3bs, 5bs). Des lors,

= ()\(2@1 + b1> + 2&2 + bg, )\(Gl — 3[91) + ag — 3[72, )\5[)1 + 5b2)

= (2)\&1 + )\bl + 2@2 + bg, )\a1 — 3)\61 + a9 — 3b2, 5)\()1 + 5()2)

= (2()\@1 + CLQ) + (/\bl + bg), )\CLl + ag — 3()\[)1 + b2)7 5()\()1 + bg))

Ainsi, il existe deux réels A = \ay+aq et B = \by+bs tels que Autv = (2A+B, A-3B,5B)
donc Mu + v € Fy. On conclut que | F3 est un sous-espace vectoriel de R? |

AU+ v

Autre méthode. On remarque que

Fy ={a(2,1,0) +b(1,-3,5) | (a,b) € R*} = Vect((2,1,0), (1, —3,5))

donc | Fy est un sous-espace vectoriel de R? |.

Exercice 2. Démontrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de R3.
1. Fy ={(z;y;2) e R¥ |z + 2y = 0}.
2. B={(z;y;2) eR® | v +y+32=0}
3. Fis={(z;y;2)eR® |z +2y=0et z+y+ 32 =0}
Solution.

1. Par définition, F; C R3. De plus Ogs = (0;0;0) € F; car 0 + 2 x 0 = 0. Enfin, si
v1 = (T1;y1;21) et vy = (T9;ys; 22) sont deux éléments de F; et A € R alors Av; + vg =
(Ax1 + 2o ; A\y1 + Y25 Az + 29) et

(Az1 4+ x2) + 2(Ay1 + 42) = M1 + 2y1) + 22+ 2y = 0

car vy et vy appartiennent a Fy donc x; + 2y, = x5 + 2y = 0. Ainsi, A\vy + vy € F}.

On conclut que | F} est un sous-espace vectoriel de R? |.




2. Par définition, F, C R?. De plus Ogs = (0;0;0) € I, car 0+ 0+ 3 x 0 = 0. Enfin, si
v1 = (T1;y1;21) et vy = (T9;Ys; 22) sont deux éléments de Fy et A € R alors Avy + vg =
()\;El D) ; )\yl + Yo )\21 + 22) et

(Az1 + x2) + (Ay1 +92) +3(A21 + 22) = My +y1 +321) + (T2 + 92 + 322) =0

car vy et vy appartiennent a Fy donc x1+y; +321 = o+ 42+ 320 = 0. Ainsi, A\v; +vy € F.

On conclut que | F, est un sous-espace vectoriel de R? |.

3. F} et F, sont deux sous-espaces vectoriels de R? et F3 = [} N F, par conséquent,

F3 est également un sous-espace vectoriel de R |.

Exercice 3. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R? ?

1. A={(z;y) e R? |z < 0}.

2. B={(z;y) € R? | zy = 0}.

3. C={(x;y) eR? |z =y}

4. D={(z;y) eR* |z +y =1}

Solution.

1. v=(-1;0) € Acar —1 < 0 mais —v = (1;0) ¢ A car 1 > 0. Ainsi, A n’est pas stable

par le produit par un scalaire donc | A n’est pas un sous-espace vectoriel de R?|.

2. v1 =(0;1) et vg = (1;0) appartiennent & B car 0x1 = 1x0 = 0mais v;+wvy = (1;1) ¢ B
car 1 x 1 =1 # 0. Ainsi, 'ensemble B n’est pas stable par addition donc on conclut que
B n’est pas un sous-espace vectoriel de R? |.
3. Par définition C C R? et Ogz € C car 0 = 0. Soit v; = (x1;y1) et vy = (x9;1y2) deux

éléments de C et A € R. Alors, Ay + ve = (Axq + 225 A\ys + y2) et, comme 27 = y; et
To = Yo, AT1 + Y1 = Ao + yo donc \vy + vy € C.

Ainsi, | C est un sous-espace vectoriel de R? |.

4. Ogz = (0,0) ¢ D car 0+ 0 # 1 donc | D n’est pas un sous-espace vectoriel de R? |

Exercice 4. On considéere les ensembles
F={(z;y;2) eR® |z +y—2=0} et G={(a—b;a+b;a—3b)]|(a;b) € R*}.
1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3.
2. Déterminer FNG.

Solution.

1. Par définition, FF C R3. De plus Ogs = (0;0;0) € F car 0 +0 — 0 = 0. Enfin, si
v1 = (21;91;21) et vg = (x9; Y2 ; 22) sont deux éléments de F et A € R alors \vy + vy =
(Ax1 + 223 Ay + Y25 Az1 + 29) et

(Ary+ o)+ (Ayy +1y2) —(Az1+20) =M1 +y1 —21) 220+ y2 — 22 =0

car v, et vy appartiennent a F donc x1 +y1 — 21 = 22 + Y2 — 20 = 0. Ainsi, vy + vy € F
et on conclut que F' est un sous-espace vectoriel de E.
Pour GG, on peut remarquer que

G={a(1;1;1)+b(=1;1;-3)| (a;b) € R?*}

donc, en posant u = (1;1;1) et v = (—1;1;-3), G = Vect(u,v) ce qui permet de
conclure que |G est un sous-espace vectoriel de R? |.




2. Un élément (7;y;2) € R? appartient & F'N G si et seulement si 7 +y — z = 0 et il existe
deux réels a et b tels que xr =a—b, y=a+bet z=a — 3b. Or,

r+y—z=0 (a—=0b)+(a+b)—(a—3b)=0 a+3b=0
r=a—2>b r=a—>b r=a-—">
<~ <
y=a+b y=a+b y=a+Db
z=a—3b z=a—3b z=a—3b
a= —3b
Tz = —4b
<
= —-2b
z = —06b

Ainsi, | F'N G est le sous-espace engendré par le vecteur w = (—4; —2; —6) | (qui est aussi

le sous-espace engendré par —%w =(2;1;3)).

Exercice 5. On considere les vecteurs u = (—4;4;3), v = (=3;2;1), s = (—1;2;2) et
t=(—1;6;7) de R®. Montrer que Vect(u,v) = Vect(s, t).

Solution. On peut remarquer que s = u — v et t = 4u — 5v donc s et t appartiennent a
Vect(u,v) et donc Vect(s,t) C Vect(u,v).
Réciproquement, on remarque que u = 5s —t et v = 4s — t donc Vect(u,v) C Vect(s,t).

Par le principe de double inclusion, on conclut que | Vect(u, v) = Vect(s,t)|.

Exercice 6. On consideére les vecteurs u = (1;1;1) et v = (1;0; —1) de R®. Montrer que
Vect(u,v) = {(2a;a +b;2b) | (a;b) € R*}.
Solution. Posons F = {(2a;a + b;2b) | (a;b) € R?}. On remarque que
F=1{a(2;1;0)+b(0;1;2) | (a;b) € R*} = Vect(s, 1)
en posant s = (2;1;0) et t = (0;1; 2)
Or, u = %8 + %t et v = l3 — ft donc, en raisonnant comme dans 1’exercice précédent,

Vect(u,v) C Vect(s,t) et, inversement s =u+wvett=u—vdonc, de méme, Vect(s,t) C
Vect(u,v). On conclut done que | Vect(u, v) = Vect(s, t) | par le principe de double inclusion.

Exercice 7. Déterminer lesquelles des familles suivantes sont libres. Pour chaque famille liée,
exprimer I'un des vecteurs comme combinaison linéaire des autres.

. ((1,2),(-1,3)) dans R2.

2. ((0,3),(1,4),(1,5)) dans R?,

3. ((1,2,3),(1,4,5),(0,1,2)) dans R3.
4. ((1,2,3),(-1,1,2),(3,3,4)) dans R3.

[y

1,2
1,2,

Solution.

1. Comme (1,2) et (—1,3) sont deux vecteurs non colinéaires, ils forment | une famille libre |

2. On peut remarquer que 3(1,5) — 3(1,4) = (0,3) donc |la famille est liée].




3. Soit a, b et ¢ des réels tels que a(1,2,3) + b(1,4,5) 4+ ¢(0,1,2) = 0. Alors,

a+b=0 b= —a b=—a
20+4b+c=0 <= J2a+4(—a)+c=0 <= c=2a
3a+5b+2c=0 3a+5(—a)+2c=0 c=a
b= —a b=0
< c=2a <= {c=0
20 =a a=0

donc |1a famille est libre .

4. On peut remarquer que 2(1,2,3) — (3,3,4) = (—1,1,2) donc |la famille est liée

Exercice 8. Les familles de vecteurs de R? suivantes sont-elles libres ?

1. = (v1,v2) avec v; = (1;0;1) et vg = (1;2;2).

2. = (v1,v9,v3) avec v = (1;0;0), vo = (1;1;0) et v3=(1;1;1).
3. = (v1,v9,v3) avec v = (1;2;1), v = (2;1;—1) et v3=(1;—1;-2).
4. .7-"4 = (v1,v9,v3) avec vy = (1;—1;1), v =(2;—-1;3) et v3 = (—1;1;—1).

Solution.
1. Soit a et b deux réels tels que av; + bvy = 0. Alors, a +b =0, 20 =0 et a + 2b = 0 donc

b=0et a=0.On conclut donc que la famille | (vq, v9) est libre|.

2. Soit a, b et ¢ des réels tels que avy +bvy +cvg = 0. Alors, a+b+c=0,b+c=0et c=0
donc ¢ =0,b=0 et a =0. On conclut que la famille | (vy, vy, v3) est libre|.

3. On remarque de vy = vy + v3 donc la famille | (vy, va, v3) est liée]|.

4. On remarque que v = —v; donc la famille | (v, vo, v3) est liée |

Exercice 9. Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels d'un certain
R"™ et déterminer, pour chacun, une famille génératrice.

1. By ={(x,y,2,t) e R |32 +2y —5z+t=0c¢et 22 —y + 2z = 0}.
2. By ={(z,y,2,t) eER*| 2 +y+2z+t=0}
3. B3={(z,y,2) eR® |3z +y—2=0c¢et 22 +y+ 22 =0}

Solution.
1. Par définition, £y C R* et

z,y,2,t) ER* |t = =30 — 2y + 5z et 2 = —2z +y}
z,y,2,t) ER* |t = —3x — 2y + 5z et 2= 20 +y}
z,y,2,t) ERY |t = =31 — 2y + 5(—22 + y) et 2 = —2z + y}
z,y,2,t) ER* |t = —13x + 3y et 2 = —2z + y}
x,y, —22 +y,—13x + 3y) | (x,y) € R?}

{ (1,0, =2, —13) +»(0,1,1,3) | (x,y) € R?}
= Vect(u, v)

N N N N

en posant u = (1,0,—2,—13) et v = (0, 1,1, 3).

Ainsi, | B} est un sous-espace vectoriel de R* et (u,v) en est une famille génératrice |




2. Par définition, Fy C R* et

By ={(z,y,z,t) eR* |t = —x —y — 2}
={(z.y,2,—2 —y —2) | (z,y,2) € R’}
= {2(1,0,0,—1) + y(0,1,0, —1) + 2(0,0,1, —1) | (z,y,2) € R*}
= Vect(u, v, w)
en posant u = (1,0,0,—1), v = (0,1,0,—1) et w = (0,0,1,—1).
Ainsi, | Fy est un sous-espace vectoriel de R* et (u, v, w) en est une famille génératrice |

3. Par définition, E5 C R3? et

ER}|z=3x+yety=—2z—2z}

( )
={(z,y,2) ER’ [z =3 +yet y = —22 - 2(3z +y)}
={(z,y,2) eR* |z =3z +yet y= 20— 62 — 2y}
8 8
:{('T7y7z>€R3 Z:3x—3mety:_3x}
i) 4
:{(x,y,z)E]R3 Z:?)Iety:_gl'}
8 1
~{(=—5m37) [ rer}
8 1
= Vect(u)
en posant u = (1, —§7 %)

Ainsi, | E5 est un sous-espace vectoriel de R? et (u) en est une famille génératrice|.

Remarque. Le vecteur 3u = (3, —8, 1) est aussi un vecteur générateur de Fj.

Exercice 10. Soit F' = {(z,y,2,t) € R* | —x + 2y + 32 —t = 0}.
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R*,

2. Déterminer une famille génératrice de F.

Solution.

1. Par définition, F© C R* et Opa € F car =0 +2x 0+ 3 x 0 —0 = 0. De plus, si
v1 = (21,41, 21,t1) et vy = (T2, Yo, 22,t2) sont des éléments de F' et A est un réel alors
)\Ul + Vo = ()\ZEl + T, )\yl + Ya, /\Zl + 29, /\tl + tg) et

(—)\1:1+x2)+2(/\y1+y2)+3()\21+22)—()\t1+t2) = >\(—x1+2y1+321—t1)+(—x2+2y2+322—t2) =0

car vy et vy appartiennent a F' donc —xq 4+ 2y + 321 —t1 = —x9 + 2ys + 329 — t5 = 0.
Ainsi, \v; + vy € F et on conclut que | F est un sous-espace vectoriel de R*|.

2. On remarque que

F={(z,y,21t) € R [t = —x +2y + 32} = {(x,y,2,—2 + 2y + 32) | (v;y;2) € R’}
= {2(1,0,0,-1) +9(0,1,0,2) + 2(0,0,1,3) | (z;y;2) € R*}

donc, en posant u = (1,0,0,—1), v = (0,1,0,2) et w = (0,0,1,3), F = Vect(u,v,w).
Ainsi, | (u,v,w) est une famille génératrice de F'|.

Remarque. Le fait que F' = Vect(u, v, w) permet d’affirmer directement que F' est un
sous-espace vectoriel de R* sans avoir a faire le raisonnement de la question 1..



Exercice 11. On considére e; = (1;1;1), eo = (1;1;0) et e3 = (0;1;1). Montrer que
B = (e1, e, e3) est une base R3.

Solution. Comme dim(R?) = 3 = Card(B), il suffit de montrer que B est libre. Soit a, b et
¢ des réels tels que ae; + by + ce3 = 0. Alors,a+b=0,a+b+c=0 et a+ c= 0. Des deux
premieres égalités, on déduit que ¢ = 0 puis, grace a la derniére que a = 0 et, enfin, grace a la
premiére, que b = 0. Ainsi, a = b = ¢ = 0 donc B = (ey, e, e3) est une famille libre de R3. En

raison des dimensions, on conclut que ’B est une base de R3 ‘

Exercice 12. Soit F = {(x;y;2) € R* |2z +y+ 2 =0et 4z +y = 0}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3.

2. Déterminer une base de F'.

Solution.

1. On remarque que

F riy;2) ERY | 2= 20 —yety=—4z}

{(z;y;

{(z;y;2) €R®| 2 = =20 — (—4x) et y = —4a}
{(z;y;2) eR® | 2 = 2w et y = —da}
{
{

xr;—4x;2x) | x € R}
r(l;—-4;2) |z € R}.

Y

Ainsi, en posant v = (1;—4;2), F' = Vect(v) donc | F est un sous-espace vectoriel de R?|.

2. Comme v # Ogs, | (v) est une base de F'| (et donc F est une droite vectorielle de R?).

Exercice 13. Dans R?, on considére les vecteurs
er = (1,0,3) es = (2,1,4) es = (1,2,1).

1. Démontrer que la famille B = (e1, eq, €3) est une base de R?.

2. Déterminer les coordonnées des vecteurs suivants dans la base B.
u=(1,3,1) v=(0,-2,2) w = (3,6,3).

Solution.

1. Comme dim(R?) = 3 = Card(B), il suffit de montrer que B est libre. Soit a, b et ¢ trois
réels tels que aey + beg 4+ cez = 0. Alors,

a+2b+c=0 Iy a+2b+c=0 I, a+2b+c=0 I,
b+ 2c=0 Ly & {b+2c=0 Lo < qb+2c=0 Lo
3a+4b+c=0 Ls —2b—2c=0 L3+ Ls— 3L, 2c=0 Ly <+ Ls+2Ls

Le dernier systeme est échelonné et possede 3 pivots. C’est donc un systéme de Cramer
homogene. L’unique solution est donc (a,b,c) = (0,0,0). Ainsi, la famille B est libre et,

grace a la dimension, on conclut que ’B est une base de R3 ‘




2. On cherche des réels a, b et ¢ tels que (1,3,1) = a(1,0,3) +b(2,1,4) + ¢(1,2,1) i.e.

a+2b+c=1 I, a+2b+c=1 I, a+2b+c=1 I,

b+ 2c=3 Ly & (b+2c=3 Lo S b+2c=3 Lo
3a+4b+c=1 L3 —2b—2c= -2 L3<—L3—3L1 2c =4 L3FL3+2L2
En remontant le systéme, on en déduit que ¢ = 2, b= —1 et a = 1. Ainsi, on conclut que

les coordonnées de u dans B sont (1,—1,2)|.
Ensuite, on cherche des réels a, b et ¢ tels que (0, —2,2) = a(1,0,3)+b(2,1,4)+¢(1,2, 1)

ie.
a+2b+c=0 Iy a+2b+c=0 I, a+2b+c=0 I,
b+2c=-2 Ly & {b+2c= -2 Lo S qb+2c=-2 Loy
3a+4b+c=2 Ls —2b—2¢c=2 L3+ L3 — 3L, 2c = -2 Ly <+ Ls+2Ls
En remontant le systeme, on en déduit que ¢ = —1, b = 0 et a = 1. Ainsi, on conclut que

les coordonnées de u dans B sont (1,0, —1)|.

Enfin, on constate que w = 3ez donc ‘les coordonnées de u dans B sont (0,0, 3) ‘

Exercice 14. Déterminer les dimensions des sous-espaces vectoriels de R? suivants.
1. By ={(v,y,2) ER® |z +y=0et2x —y+2=0et —x+2y—2z=0}
2. FE, = Vect((1,2,3),(0,1,5)).
3. E3 = Vect((1,0,1),(2,5,1),(—1,5,-2)).

Solution.
1. On a

Ey

{(x7yaz)€R3’y:—l’etZ:y—quetZ:_I+2y}
{(l',y,Z) ERB’Z/:—Z' et z = —3x etZ:—Bx}
{(z,—z,—3z) |z € R}

{z(1,-1,-3) |z € R}
Vect((1,—1,-3))

Comme u = (1,—1,—-3) # (0,0,0), E; est la droite vectorielle engendrée par u donc

2. Les deux vecteurs u = (1,2,3) et v = (0,1,5) ne sont pas colinéaires donc ces deux

vecteurs forment une famille libre. On en déduit que |dim(E;) = 2|i.e. Ey est un plan

vectoriel.

3. Notons u = (1,0,1), v = (2,5,1) et w = (—1,5,—2). On constate que —3u + v = w donc
Es3 = Vect(u,v). Or, les deux vecteurs u et v sont non colinéaires donc (u,v) est libre et

ainsi |dim(FE3) = 2|i.e. F3 est un plan vectoriel.




Exercice 15. Dans R?, on considere les vecteurs v = (1, —1,1), v = (0, —1,2) et w = (1, -2, 3).

1. Montrer que la famille (u,v,w) est liée.

2. On pose F' = Vect(u,v,w). Déterminer une base de F'.

3. On pose G = {(x,y,2) € R® | x4+ 2y+ 2 = 0}. Montrer que G est un sous-espace vectoriel
de R3. Déterminer une base de G.

4. Montrer que F' = G.

Solution.

1. On remarque que w = u + v donc | (u, v, w) est liée]|.

2. Comme w = u + v, F' = Vect(u,v). Or, les deux vecteurs u et v ne sont pas colinéaires
donc (u,v) est libre que | (u, v) est une base de F'|.

3. On remarque que

G = {(I,y,Z) S Rg ’ 2 2y} - {(I7y7 —J]—Qy) ’ (xmy) € RQ}
{l’(l’ 07 _1) + y(07 17 _2) | (CC, y) € RQ} = Vect(s, t)

en posant s = (1,0,—1) et ¢t = (0,1, —2). Ainsi, |G est un sous-espace vectoriel de R? |.
Comme les deux vecteurs s et t ne sont pas colinéaires, (s,t) est une famille libre et donc
(s,t) est une base de G |.

4. Comme 1 4+2x (=1)+1=0et 042 x (—=1)+ 2 = 0, les vecteurs u et v appartiennent a

G donc Vect(u,v) C G ie. F C G. Or, dim(F') = 2 et, d’apres la question précédente,

dim(G) = 2. Par théoreme, on conclut que .

Exercice 16. Dans R*, on considére, d'une part, les vecteurs

u=(1,0,1,0) v=(0,1,—-1,0) et w=(1,1,1,1)

et, d’autre part, les vecteurs

x=(0,0,1,0) et y=(1,1,0,—1).

On pose F' = Vect(u,v,w) et G = Vect(z,y).

1. Déterminer les dimensions de F' et de G.
2. On pose H = FNG.
a. Justifier que dim(H) € {0,1,2}.
b. Montrer que si dim(H) = 2 alors x € F' et aboutir a un contradiction.
c. Montrer que si dim(H) = 0 alors (u, v, w, z,y) est libre et aboutir & une contradiction.
d. En déduire la dimension de H.
Solution.
1. e Montrons que la famille (u, v, w) est libre. Soit a, b et ¢ des réels. Alors, au + bv +vw =

(a+c,b+c,a—b+ ¢, c) donc

a+c=0
a=20
b+c=0
au + bv + cw = Ops < b=
a—b+c=0 0
C =

c=0



donc (u, v, w) est libre et ainsi (u, v, w) est une base de F' = Vect(u, v, w) donc |dim(F') = 3.

e Montrons que la famille (z,y) est libre. Soit a et b des réels. Alors, ax + by =
(b, b, a,—b) donc ax + by = (0,0,0,0) si et seulement si a = b =0 donc (x,y) est libre et,

dim(G) = 2|

comme précédemment,

2. a. Comme H C G, dim(H) < 2 donc

dim(H) € {0,1,2}|

b. Supposons que dim(H) = 2. Alors, en raison des dimensions, H = G donc G C F.

En particulier, € F' donc il existe des réels a, b et ¢ tels que © = au + bv + cw. Or,
comme on 'a vu précédemment, au + bv +vw = (a+ ¢, b+ ¢,a — b+ ¢, ¢) donc

a+c=0 a=20
b+c=0 b=0
au + bv + cw = <— S —
a—b+c=1 1
c=0 c=0

et on obtient un systeme incompatible. C’est absurde donc |dim(H) # 2|.

. Supposons que dim(H ) = 0 c’est-a-dire que H = {04 }. Montrons qu’alors (u, v, w, x, y)
est libre. Soit a, b, ¢, d et e des réels tels que au + bv + cw + dxr + ey = 0. Alors,
au+bv + cw = —dr — dy donc au+ Bv+cw € FNG = H. Ainsi, au+ bv + cw = O
mais comme (u, v, w) est libre, on en déduit que a = b = ¢ = 0. Dés lors, dx + ey = Opa
et, comme (x,y) est libre, d = e =0. Ainsi, a =b=c=d = e =0 donc (u,v,w,z,y)
est libre. Or, ce sont des vecteurs de R* qui est de dimension 4 donc le cardinal d'une
famille libre ne peut pas excéder 4. On arrive a une absurdité donc |dim(H) # 0.

. On a vu que dim(H) € {0;1;2}, que dim(H) # 2 et que dim(H) # 0 donc on conclut
que |dim(H) =1

Exercice 17. Dans R*, déterminer le rang des familles de vecteurs suivantes :
1. (u,v,w) avec u = (1,1,1,1), v =(1,—-1,1,—1) et w = (1,0,1, 1).

Il y a trois pivots donc le rang de M est 3 et ainsi le rang de

2. (u,v,w,z)avec u=(1,1,0,1), v = (1,-1,1,0), w = (2,0,1,1) et z = (0,2, —1, 1).
Solution.
1. La matrice de (u,v,w) dans la base canonique de R* est
1 1 1
1 -1 0
M = 1 1 1
1 -1 1
Cette matrice a le méme rang successivement que
1 1 1 1 1 1 1 1
—2 —1| Lo+ Ly — 14 0 -2 —1 0 -2 -1
0 0 0 Ly <+ Ls— 14 0 =2 0 | L3+ Ly 0 O 1 Ly <+ Ly — Ly
—2 0 /) Ly+ Ly— 14 0O 0 0 0 0 0

(u,v,w) est égal & 3|.




2. La matrice de (u,v,w,z) dans la base canonique de R* est

11 2 0
1 1 0 2
M= 0 1 1 -1
1 0 1 1
Cette matrice a le méme rang successivement que
1 1 2 0 1 1 2 0
0 =2 =2 2 | Lo+ Ly— 14 0 -2 =2 2
0 1 1 -1 0 0 0 OfLs« Ly+3Lo
0 =1 =1 1)Ly Ly—1Ly 0 0 0 0/ Ly« Ly—3Ly

Il y a deux pivots donc le rang de M est 2 et ainsi |le rang de (u, v, w,x) est égal & 3|,




