¢ Corrigés des exercices du chapitre 12

Exercice 1. Dans chacun des cas suivantes, calculer A 4+ B et AB lorsque ces opérations ont
un sens.

1 2
1.A:<1 -3 O)etB:<3 -1 7) 2.A:<1 -3 0>etB: -3 2
0

2 5 -1 -1 3 5 2 5 -1 5
1 0 -2 0 5 -1 1 i —1 2 0 —1
3.A=13 -1 2 et B=14 —4 1 4. A=|14+41 0 —-i]letB=]|-11—-1 1
0 1 5 0 2 7 0 1 i 0 1+1i i
Solution.

1. Les matrices A et B sont de méme taille donc on peut les additionner et A + B =
4 —4 7

1 8 4

pas calculer AB.

. En revanche, A possede 3 colonnes et B possede 2 lignes donc on ne peut

2. Comme A et B n’ont pas la méme taille, on ne peut pas les additionner. En revanche,
B possede autant de ligne que A a de colonne donc on peut les multiplier et AB =

10 —4
—18 14 )

3. Comme A et B sont des matrices carrées d’ordre 3, on peut les additionner et les multiplier

1 5 =3 0 1 -15
entre elles et on trouve A+ B=|7 =5 3 |et AB=|—-4 23 10
0 3 12 4 6 36
3 i —2
4. De méme, on peut calculer A+ B et AB et on obtient A+ B=|1 1—i 1—1i] et
0 2+1 2
3 0o -1
AB=[2+2 1—-1i —i
—i 0 0

Exercice 2. Résoudre les équations suivantes dans .#5 ;(C).

() 2X + (;) - (Z) (Ey) 5X — G) —9x - @ |
Solution.

s ) () () < x) n-(3)

Ainsi, 'ensemble des solutions de (E;) est {

VR
|
DN |

o (E2)<:>5X—2X:G>—<‘;)> — 3X

Il
I
il )

H/—/v ~—

Il
L=
[
— N

N———
I
/I\I
SN
N——

Ainsi, 'ensemble des solutions de (FEs3) est

—N—
[
W W
N—



Exercice 3. Résoudre les équations suivantes dans .#5(C).
(E))2A=1, (E)A+"A=1  (E3) A-"A=1,.

Solution.
o (B)) <= A=1L.
Ainsi, 'ensemble des solutions de (E7) est {%[2}.

, . , . b
Pour la résolution des 2 autres équations, on pose A = (ﬁ d) avec a, b, c et d des
nombres complexes.

.<E)(:>ab+ac_10{:} 2a b+c_10(:>a=d=%
2 ¢ d b d) \o 1 c+b 24 ) \o 1 b4 c=0
1
Ainsi, 'ensemble des solutions de (F3) est { <—2b Zf) ‘ be (C}.
2
.(E><:>ab_ac_10<:>Ob—c_10<:>021
3 c d b d) \0 1 c—b 0 ) 01 b—c—=0
Le systéme obtenu est incompatible dons I'ensemble des solutions de (E3) est @.
. N . 1 2
Exercice 4. On considere la matrice A = <O 3>.

1. Calculer A? et A3.

1 3"—1
2. Démontrer par récurrence que pour tout n € N, A" = (O 3 an )

Solution.

1 8 1 26
- 2 _ 3 _
1. On vérifie que A” = (0 9> et A° = (0 27).

2. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « A" = (é 3 3; 1) »

0 30 0 1
Hérédité. Soit n € N. On suppose que P(n) est vraie. Alors,

1 3"—=1\ (1 2 1 2+3(3"—-1) 1 3t -1
nt+l _ An A __ _ —
4 _AA_<O 3" >(O 3>_<0 3 x 3" >_<0 3n+l
donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que,

W (1 3"—1
VneN, A _<0 - )

0 _ —
Initialisation. A° = I, et (1 3 1) = (1 L 1) = I, donc P(0) est vraie.

Exercice 5. Pour chacune des propositions suivantes, déterminer, en justifiant, si elle est vraie
ou fausse.

1. Soit A et B deux matrices non nulles telles que B a autant de lignes de A a de colonnes.
Alors, la matrice AB n’est pas nulle.



2. Soit A et B deux matrices non nulles telles que B a autant de lignes de A a de colonnes.
Alors, la matrice AB # BA.

3. Soit A € ,(R). S’il existe un entier k tel que A¥ = On alors A = 0,.

4. On considéere la matrice A = @ 2) Il existe une suite géométrique (u,,) telle que, pour
toutnEN,A”z( 1 0).
u, — 1 uy,
Solution.

1. La proposition est fausse. Par exemple, si A = (é 8) et B = (8 (1)> alors A # 0o,
B # 05 mais AB = 0s.

2. La proposition est fausse. Avec les mémes matrices que précédemment, AB = BA = 0s.

1) alors A% = 0y mais

3. La proposition est fausse. Si on considere la matrice A = (O 0

A #£0,.
1 0
U, — 1 uy,

) ou (uy,)

4. La proposition est vraie. Démontrons que, pour tout n € N, A = (

est la suite géométrique définie, pour tout n € N, par u,, = 4".
On raisonne par récurrence.

Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « A" = <4n1_ 1 40n> ».

1 0

40 _ 1 40) = I, = A° donc P(0) est vraie.

Initialisation. Pour n = 0, <

Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Alors, A" = ( 4n1_ ] 4()”) donc

1 0 10 1 0 1 0
n+l _ An _ _ _
A _AA_<4H—1 471) (3 4>_<4><4"—1 4><4">_<4n+1—1 4n+1>

donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout n € N, A" =

1 0
4 —1 4" )

1 -2 -6
Exercice 6. On considere la matrice A = | =3 2 9
2 0 =3

1. Calculer A2 et A3.
2. Soit n € N. Conjecturer une expression de A?"*! en fonction de n.

3. Démontrer par récurrence cette conjecture.

Solution.
-5 —6 —6

1. On vérifieque A2=| 9 10 9 | et A= A.
-4 —4 -3

2. On conjecture que, pour tout n € N, A?n*! = A



3. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « A1 = Ay,
Initialisation. Comme A**T! = A! = A la proposition P(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie.
Alors, A2HDFL — A2043 — A2n41 5 A2 — A x A2 = A3 = A donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, pour tout n € N, A"+ = A,

Exercice 7. On considere la matrice A = et, pour tout réel x, on pose

o O O
o O =
o = O

2
M(z) =13 +zA+ %AQ.

. Calculer A% et A? et en déduire la valeur de A™ pour tout entier n > 3.

N =

. Soit = et y deux nombres réels. Montrer que
M(z)M(y) = M(z +y).

3. Soit € R et n € N. Montrer que M (z)" = M (nz).
4. Calculer M(0) et M(1).
5. Calculer M (1)™ pour tout n € N.

Solution.
0 01
1. On vérifie que A2 = [0 0 0] et que A% = 05. On en déduit que, pour tout entier n > 3,
0 00
A = A3A"3 = 03A"3 = 03.
2. On a, en utilisant que, pour tout matrice M carrée d’ordre 3, IsM = M I3 = M ainsi que
les propriétés du calcul matriciel,

2 2
M(z)M(y) = ([3 +xA+ 2A2> (Ig +yA+ y2A2>
2 2 2 2 2,,2
:]3—|—yA+%A2+a:A+:EyA2+%A3+%A2+%A3+%A4

donc, comme A% = A* = 03,

2 2
M(z)M(y) =L+ (x +y)A+ <J;+:cy+y2> A?

2% + 2xy + >
2

2
zlg+(x+y)A+MA2

2
= M(z +y)

=3+ (z+y)A+ A?

3. On raisonne par récurrence. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) :
« M(x)™ = M(nx) ».
Initialisation. Pour n = 0, M(x)° = I3 et M (0z) = M(0) = I3 donc P(0 est vraie.
Hérédté. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Alors, M (z)" = M (nx) donc, grace
a la question 2.,

M((n+1)x) = M(nx +z) = M(nz)M(z) = M(x)"M(z) = M(x)"*



donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout n € N, M (z)" =

1
0 0 1
2
n2 1 n n
5. D’apres la question 3., pour tout n € N, M (1)" = M(n) = I3+nA+ ?AQ =10 1 %
0 0 1
1 0 0
Exercice 8. On considere la matrice B=| 1 -1 -1
-1 4 3
1. Déterminer la matrice J telle que B = I3+ J.
2. Démontrer que, pour tout entier n > 3, J" = 0s.
3. Démontrer par récurrence que, pour tout entier n € N, B” = I3 +nJ + @ﬂ.
4. En déduire, pour tout n € N, I'expression de B" en fonction de n.
Solution.
0O 0 O 0O 0 0
1. OnaB=|1 -2 —-1|+I3domcJ=|1 -2 -1
-1 4 2 -1 4 2

2. On vérifie a l'aide de la calculatrice que J? = 03. Dés lors, pour tout entier n > 3,
Jn - JSJn—Z’) - Oan_s - 03.

(n — 1)J2

n
3. Considérons, pour tout n € N| la proposition P(n) : « B" = I3 +nJ + 5 ».

Initialisation. Comme B° = I3, P(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Alors,

—1 —1 —1

donc, comme J? = 0,

2n +n(n —1) n(n—1+2)

2

n(n+1)

J2
2

B = I3+ (n+1)J+ J? = L+(n+1)J+ J? = I3+ (n+1)J+

donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que,

1
Vn € N, B”:13+nj+n(”2)ﬂ.



4. Ainsi, pour tout n € N,

1 00 0 0 0 n(n—1) 0 00
B"=10 1 0|+n| 1 -2 —1]|+ 5 -1 0 0
0 01 -1 4 2 2 00
1 0 0
—1
= n_n(n2 ) 1—-2n -n
—n+nn—1) 4n  2n+1
1 0 0
2
= sn—n 1—-2n -n
2

1 10
Exercice 9. On considére la matrice A= [0 1 1
0 01

1. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N il existe deux réels a,, et b, tels que

1 a, b,
A"=10 1 a,
0 0 1

2. Déterminer, pour tout n € N, a,, et b, et en déduire ’expressions de A"™.

Solution.

1. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « il existe des réels a, et b, tels que

1 a, b,
A"=1(0 1 a,| »
0 0 1

Initialisation. Comme A° = I3, P(0) est vraie en prenant ay = by = 0.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Alors,

1 a, b\ /1 1 0 1 1+a, a,+b,
A"AA =10 1 a,||0 1 1|=10 1 1+ a,
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Ainsi, P(n + 1) est vraie en posant a,1 = a, + 1 et by,11 = a, + by,.
Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout n € N, A" =

1 a, b,
0 1 a,]| oulessuites (a,) et (b,) sont définies par ag = by = 0 et, pour tout n € N,
0 0 1

apt1 = a, +1et by =a, + by,

2. La suite (a,) est arithmétique de raison 1 donc, pour tout n € N, a, =ap+n x 1 =n.

Ainsi, pour tout n € N, b,,1 = n+b,. On en déduit que, pour tout n € N, b1 — b, = n.
n—1 n—1 n(n - 1) n—1

Des lors, pour tout n € N*, Z bpi1 — by = Z k= — Or, Z bri1 — by est une

k=0 k=0 k=0

somme téléscopique donc
n—1

S Bsr — b = by — by

k=0



n(n —1)

Comme by = 0, on conclut que, pour tout n € N*, b,, = . Remarquons que cette

égalité est encore vraie pour n = 0.

1 n nUZ—U
Ainsi, pour tout n e Ny A" = |0 1 n
0 0 1

Exercice 10. On consideére les matrices A = (3 2) et J = (1 1).

1.

2 3

Calculer J2, J? et J* puis émettre une conjecture sur 'expression de J" pour n € N*.

11

Démontrer cette conjecture par récurrence.

2. Exprimer A, A% et A® en fonction de I, et de J.

. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N*, A" = [, + 5n2_ LJ.

Cette égalité est-elle encore vraie pour n =07

On consideére les suites (uy,,) et (v,) définies par ug = 2, vy = 3 et, pour tout n € N,
Upy1 = Uy + 20, et Upt1 = 2Uy, + 30y,

En utilisant des matrices, déterminer, pour tout n € N, des expressions explicites de u,,
et v,, en fonction de n.

Solution.

2 2 4 4

1. Etant donné que J? = (2 2)» J? = (4 4) et J = (2 2), on peut conjecturer que,

. Considérons, pour tout n € N*, la proposition P(n) : « A" = I, +

VAR
Démontrons-le par récurrence. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) :
« Jr=2""1] .
Initialisation. 2'71J = 2°7 = J = J! donc P(1) est vraie.
Hérédité. Soit n € N*. Supposons que J" = 2" 1J.
Alors, en utilisant le fait, vu ci-dessus, que J? = 2.J, on obtient

2n—1 2n—1
pour tout n € N*, J" = ( ) =2on-1],

Jl = gy =on-tj2 —on-l x oy =29"]

donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence on conclut que, pour tout n € N*, J* = 2n~1 ],

On constate que A = I + 2J. De plus, a l'aide de la calculatrice, on obtient A? =
13 12\ 5 (63 62
(12 13> =L +12J et A° = (62 63) =1y +62J.

n

J».

1

Initialisation. Etant donné que I, + J =1+2J = A, la proposition P(1) est
vraie.

Hérédité. Soit n € N*. Supposons que P(n) vraie.



Alors, étant donné que I2 = Iy et [bJ = JI, = J et J*> = 2J,

ot —1 o —1
AT = A" A = ([2 + J) (I+2J)=12+2LJ+ JI + (5" — 1)J?
:[2+(2+ - +2(5”—1)>J
445" —=144(5" -1
A ;( iy
n—1
:[2+&J
2
5rtt—1

donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que,

ot —1

Yne N, A" =1, + J.

4. Les relations vérifiées par les suites (u,) et (v,) se traduisent, pour tout entier n € N,
par le systéme

Unp+1 = 3u, + vy,
Upa1 = 2uy, + 3u,

Unp

et, si on pose X,, = (v ), I’écriture matricielle de ce systeme est X,,.1 = AX,,.

n
Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « X,, = A" X ».

Initialisation. Comme A°X, = LX), = X;, P(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie.

Alors, X, 11 = AX,, = AA"Xy = A" X, donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout n € N, X,, = A" X,.
Grace a la question 3, on en déduit que, pour tout n € N,

n_ 5 —1 5" —1 5" —1
un:(l+ >><2+ X3 e v,= ><2+<1+ >><3
2 2 2
c’est-a-dire
B 5n+1_1 . B 5n+1+1
n= 5 e Uy, = 2 .

Exercice 11. On considere les matrices A = (_41 ;) et B = (8 g) .

1. Montrer que A et B sont inversibles et déterminer A~ et B~1.

2. Sans la calculer, en déduire que AB est inversible et déterminer son inverse.

Solution.
1 _
1. Comme det(A4) =4 x 2 — (=1) x 1 =9 # 0, A est inversible et A™! = 5 G 41)

1 _
De méme, det(B) =5 x 2 —0 x 2 =10 # 0, B est inversible et B~ = 0 <(2) 52>



2. Comme A et B sont inversibles, par propriété, AB est inversible et
1 (2 -2 1/2 —1 1 (2 —10
-1 _ 1 1 _ — _ —
(AB)™ = BA7 10(0 5>X9<1 4) 90(5 20)'

Exercice 12. Pour tout réel z, on pose R(x) = (Zi);((g ;2:5;?)
1. Identifier la matrice R(0) et montrer que, pour tous réels x et y, R(z)R(y) = R(z + y).
2. Déduire de la question précédente que :

a. pour tous réels = et y, R(z) et R(y) commutent ;

b. pour tout réel x, R(x) est inversible et il existe un réel y tel que R(z)™' = R(y).

Solution.
e ~ [cos(0) —sin(0)\ (1 0\
1. Par définition, R(0) = (Sin(()) cos(0) ) =0 1 = I.
Soit x et y deux réels. Alors,

o = (Snfs) ) (o) )
— cos () sin(y) — sin(z) cos(y))
— sin(z) sin(y) + cos(x) cos(y)
— (sin(z) cos(y) + cos(z) sm(y)))
)

cos(z) cos(y) — sin(x) sin(

et donc, d’apres les formules d’addition, R(z)R(y) = (Z?jgig; _Czlsr(l;‘x_‘_+yz)/)) -

R(z +y).
2. a. Soit z et y deux réels. D’apres la question 1., R(z)R(y) = R(z +y) = R(y + z) =
R(y)R(z) donc R(z) et R(y) commutent.
b. Soit x € R. D’apres les questions 1., R(z)R(—z) = R(x — z) = R(0) = I, donc R(x)
est inversible et R(z)™! = R(—x).

0 1 -1
Exercice 13. On considere la matrice A= | -3 4 —-3].
-1 1 0
Montrer que A? — 3A + 2[5 = 03 et en déduire que A est inversible et exprimer son inverse
en fonction de A.

-2 3 -3 0 3 -3
Solution. On a A% = | =9 10 —9| donc A% +2[; = | -9 12 —9| = 3A et ainsi
-3 3 =2 -3 3 0

A% —3A + I3 = 0.

On en déduit que A? — 3A = —1I3 donc A(A — 3I3) = —I3 donc —A(A — 313) = I3 i.e.
A(3I3 — A) = I5. Ainsi, on en déduit que A est inversible et que A~ = 313 — A.

Remarque. Attention, lorsqu’on factorise A2 — 3A a gauche par A, on obtient A(A — 31,,) et
non pas A(A — 3) qui n’a pas de sens car A est une matrice et 3 est un nombre donc, on ne
peut pas soustraire 3 a A.



Exercice 14. Déterminer si les matrices suivantes sont inversibles, et calculer leurs inverses le
cas échéant :

2 1 2 5 1 2 3 1 1
A‘<—5 —2) B_<—6 —15) C—<4 5 6) D_<i 1)
01 -1 2 1 3 1 1 1 0 1 -1
E=[1 2 -1 F=11 3 -1 G=|0 —-10 H=1]1 0 -1
31 1 3 -1 7 -2 -1 0 1 -1 1
11111
011 1 2 3 8 (1) (1) 8 01111
J=11 01 K=|-2 -4 —6 L = 000 1 M=]10 0111
110 -1 -2 -3 100 0 00011
0 00O01
Solution.
o det(A) =2 x (—=2) — (=5) x 1 =1 # 0 donc A est inversible et A™! = <_52 _21>

det(B) =2 x (—15) — (—6) x 5 = —30 4 30 = 0 donc B n’est pas inversible.
La matrice C' n’est pas carrée donc elle n’est pas inversible.

1

—1i

1

det(D) =1x1—1ixi=2%#0donc D est inversible et D™ = 3

(

1)

y—z=a

On considere le systeme (Sg) :

Ly

r+2y—2z=0>b Ly. Alors,

3r+y+z=c Ls
r+2y—z=0 L1+ Ly r+2y—z=>
(Sp) <= ty—z=a Ly+ L <= y—z=a
Jr+y+z=c —5y+4z=—-3b+c L3+« L3—3L,
r+2y—z==>b
= y—z=a
—z2=5a—-3b+1 L3+ L3+ 5L

Ainsi, rg(E) = 3 (puisqu’il y a 3 pivots) donc F est inversible.

r4+2y—z=2»5
(Sp) <= y—z=a
z=-ba+3b—1 LgF—Lg
r+2y—z==>
< Yy =—4a+3b—c L2<_L2+L3
z=-ba+3b—1
r=3a—2b+c L1FL1—2L2+L3
= y=—-4a+3b—c
z2=-ba+3b—c
3 =2 1
Ainsi, E=t=|—-4 3 -1
-5 3 -1



e Considérons le systeme (Sg) :

2 +y3z =a Ly
r+3y—z=b Ly. Alors,
3v—y+T7z=c L3

r+3y—z=>0 L1+ Ly
2r+y+3z=a L+ L,
3r—y+T7z=c

r+3y—z=>

—5y+52:a—26 Lo+ Ly —214
—10y + 102 = =3b+c¢ L3 < L3 — 3L,
r+3y—z=>
-5y +5z=a—2b

0=—-2x+b+c L3<—L3—2L2

Ainsi, rg(F') = 2 (puisqu’il y a 2 pivots) donc F' n’est pas inversible.

e Considérons le systeme (S¢g)

r+y+z=a Ly

—y =b Ly. Alors,
—2y—z=c Lj
rt+y+z=a
Yy =—b Lo+ —Ls

y—l—QZ:Za—i—C L3(-L3+2L1
r+yt+z=a
y =-b
2z=2a+b+c L3<—L3—L2

Ainsi, rg(G) = 3 (puisqu’il y a 3 pivots) donc G est inversible.

(Sg) =

N |+

Ainsi, G~ =

— O O
N[ — I N[
—_

= O

1 1
= —b—— L+ L —Ly—L
X 9 20 1 1 2 3
y:—b
= —i—lb—i-l
Z=a 5 20



e Considérons le systeme (S¢g) :

y—z=a Iy
x —z=0b Ly. Alors,
r—y+z=c Lj

T —z=b Ly Ly
y—z=a Lo Iy

r—yt+z=c

T —z=b
y—z=a

—y+222—b+c Lg(—Lg—Ll

X —z=0b L1<—>L2
y—z=a Lo Iy

rT—y+z=c

x —z=5b
y—z=a

z=a—b+c Ly <+ L+ Lo

Ainsi, rg(H) = 3 (puisqu’il y a 3 pivots) donc H est inversible.

r=a-+c L1<—L1+L3
(Sg)<:> y=2a—b+c Ly< Lo+ L3
z=a—b+c
1 0 1
Ainsi, H=' = |2 -1
1 -1 1
y+Z:a Ll
e Considérons le systeme (S;) : o +2=0b Ly. Alors,
Tty =cC L3

r 4+z=b Ly < Ly

y+z=a Lo Ly
r+y =c Lj
r +z=0

y+z=a

y—Z:—b+C LgFLg—Ll
xr +z=0

yt+z=a

—2z=—-a—b+c Ly <+ Ly — Ly

Ainsi, rg(J) = 3 (puisqu’il y a 3 pivots) donc J est inversible.



r +z=b
(Sy) = y+z=a

z=la+ib—1c Ly« —1iLs
x:—%a+%b+%c L1<—L1—L3
< y:%a—%b—l—%c L2<—L2—L3

_ 1 1y 1
zf2a—|—2b 5C

_1 1 1
2 2. 2
Ainsi, J7! = % —% %
1 1 _1
2 2 2
r+2y+3z2=a Ly
e Considérons le systeme (Sk) : § =22 —4y — 62 =b Ly. Alors,

—r—2y—3z=c Lj

r+2y+3z2=a
(SK)<:> 0=2a+b Lo Ly+2L4
O=a+c L3<—L3—|—L1

Ainsi, rg(K) = 1 (puisqu’il y a 1 seul pivot) donc K n’est pas inversible.

y=a
. . z=0
e Considérons le systeme (Sg) : N Alors,
r=d

xr = Ly L,

b L

(Sp) < ?

— Ls
Yy=a L4 A L1

z=d Ll
= Lo+ Ly

e

t= L3
z=0 L4 g LQ

r=d L1

Ly

<~

z=0 L3 — L4
= Ly L3

Ainsi, L est inversible et L= = =1L

o O = O
o= O O
— o O O
o O O



e La matrice M est échelonnée avec 5 pivots donc rg(M) =5 et ainsi M est inversible.

r+yt+z+tttu=a
y+z+t+u=>

Considérons le systeme (Sy) : z+t+u=c . Alors,
t+u=
u=e
r=a—(b—c)—(c—d)—(d—e)—e=a—0b
y=b—(c—d) —(d—e)—e=b—c
(Sm)<=<z=c—(d—e)—e=c—d
t=d—e
u=-e
1 -1 0 0 O
0o 1 -1 0 O
Ainsi, M~'=1{0 0 1 -1 0
0o 0 o0 1 -1
0 0 0 1

Exercice 15. On considere les matrices A = (—56 _34> et P = (_11 _21>

1. Justifier que P est inversible et déterminer P~!.
2. Montrer qu’il existe une matrice diagonale D telle que A = PDP~1.
3. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, A» = PD"P~!,
4. En déduire, pour tout n € N, une expression de A" en fonction de n.
Solution.
1. Comme det(P) =1x2— (=1) x (—=1) =1 # 0, P est inversible et P~ = G 1)
2. L’idée est ici de remarquer que A = PDP~! équivaut & D = P71 AP. En effet,
A=PDP '+ P 'A=P (PDP )< P 'A= (P 'P)DP™!
< P 'A=LDP '« P 'A=DpP!
<= P 'AP = (DP )P < P 'AP = D(P'P)
< P 'AP=Dl, < P'AP =D
1 2 0 2 0 . .
Or, P7'AP = 0 —1 donc D = 0 —1 est une matrice diagonale telle que A =
PDP™L.
3. Considérons, pour tout n € N, la proposition H(n) : « A" = PD"P~1 ».

Initialisation. Comme PD°P~! = PI,P~' = PP~! = [, = A° la proposition H(0) est
vraie.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que H(n) est vraie. Alors,
A = A" A = (PD"P~Y)(PDP~Y) = PD"(P~'P)DP!
= PD"LDP™' = PD"DP~' = pD""' P~
Ainsi, H(n + 1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout n € N, A" =
PD"pP~t,



4. Soit n € N. Comme D est une matrice diagonale, D" = (20 (_Ol)n> donc

(536 )6 - (G )6
- (B0 B0

Ainsi, on conclut que, pour tout n € N,

A — 2n+1 + (_1)n+1 on + (_1)n+1
- 2(_1)n _ 2n+1 2(_1)71 _9n

Exercice 16. On considere deux suites (a,,) et (b,) définies par :

pu— 1 =
Qo ot Vn € N, Ap+1 073(ln + O,5bn
b() =2 bn+1 = —0,5(1n + 1,3bn

[y

. On pose, pour tout n € N, X,, = (Z”)

2,1
b. Déterminer la matrice carrée A d’ordre 2 telle que, pour tout n € N, X, ;1 = AX,,.

a. Justifier que X; = <1’3>.

s ) (1 0 (0,8 0,5
2. On considere les matrices P = (1 1) et T = ( 0 O,8>'

a. Justifier que P est inversible et déterminer P~!
b. Calculer PT P!
c. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, A" = PT"P~!,

0,8 0,5n>

3. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, 7" = 0,8" ! ( 0 08

4. On admet que, pour tout n € N, X,, = A" X,.
a. En utilisant les résultats précédents, montrer que, pour tout n € N,

0,8 + 0,5n>

_ n—1
Xn =08 (1,6 +0,5n

b. En déduire, pour tout n € N, ’expression de a,, en fonction de n.

Solution.

bn
a. Par définition, a; = 0,3 x1+0,5x2=13et by = —-05x 14+ 1,3 x2 = 2,1 donc

1,3
)

b. Soit n € N. Alors,
. _ [ann 0,3a, + 0,50, \ _ (03 05) (ay
" by —0,5a, + 1,3b, —0,5 1,3/ \ b,

0,3 0,5
donc X, 1 = AX,, avec A = <_075 1’3>.

1. On pose, pour tout n € N, X,, = (a”>.



2. a. Commedet P =1x1-0x1=1# 0, P est inversible et P! = % (

10
-1 _
P _<_1 1).

b. On vérifie que PTP~! = <

1 0\ , < g
1 1) c’est-a-dire

0,3 0,5

-0, 1,3

c. Considérons, pour tout n € N, la proposition H(n) : « A" = PT"P~! .
Initialisation. Comme A° = [, et PT°P~! = PLLP~' = PP~! = I,, H(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. On suppose que H(n) est vraie. Alors, grace a la question
précédente,

> donc PTP~! = A.

A = A"A = (PT"PY)(PTP ") = PT"(P'P)TP™!
= PT"LTP ' =PT"TP! = PT""' P!

donc H(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout n € N, A" =

PT"P1L,
17 sps n n—1 078 O,E)TL
3. Considérons, pour tout n € N, la proposition G(n) : « T" = 0,8 0 o0s )"
0,8 0,5x0 0,8 0
e s s . 0 __ 0—1 5 5 _ 1 5 _
Initialisation. Comme 7% = I, et 0,8 ( 0 0.8 ) = 58 ( 0 (),8) I, G(0) est

vraie.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que G(n) est vraie.
Alors,

0,8 0,5n) (0,8 0,5
n+1 _ mn _ n—1 ) ) ) )
M =1r=08 (0 o,s)(o 0,8>

_ 08! 0,8* 0,8 x 0,5+ 0,51 x 0,8
- 0 0,82

— (.87 1 0782 0,8(0,5 + O,E)n)
- 0 0,82

o on (0.8 05(n+1)
=08 <0 0,8 )

donc G(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout n € N, T" =

0,8 0,5n

n—1 ) )

0,8 ( 0 08 )

4. a. On déduit des résultats précédents que, pour tout n € N,

X, =A"X, = (PT"P )X, = PT"(P'Xy).

Or, P71X, = (_11 (1)> (;) = G) donc, pour tout n € N,

ooy oo (08 050 (1) o1 (084050
TP Xy) = 0,8 (0 os ) (1) =08 08



et ainsi

woio (10 w1 (084050 (1 0 (0,8+0,5n
PT"P Xw_@ L) <08 08 =08} 08

gt 084050
Y 0,8+0,8 4 0,5n

c’est-a-dire X,, = 0,8"! (078 + O,5n>'

1,6 +0,5n

b. Pour tout n € N, X,, = <Z”> donc, pour tout n € N, a, = 0,8"71(0,8 + 0,5n)

c’est-a-dire, pour tout n € N, a,, = 0,8" + 0,5n0,8" 1.

Exercice 17. Résoudre les systemes suivants en utilisant les matrices.
dor +2y =1 —3x + oy = —2
(51) _ (52) 1,
—2r+y=-2 —r+5y=-3
Solution.

1. L’écriture matricielle de (S7) est AX = B avec A = (_42 ?>7 X = (:;) et B = (_12>
—2

1
Or, det(A) =4 x 1 — (—2) x 2 =8 # 0 donc A est inversible et A~! = 3 ; 4

)

2. L’écriture matricielle de (S3) est AX = B avec A = <_3 5), X = (;j) et B = (:2>

) on

en déduit que

oot

(Sl)ﬁAX:BﬁX:A‘lB;»X:<

Ainsi, 'unique solution de (Sy) est (g ; —%).

—1 % 3
1 7 . . o, 2(Y 5
Or, det(A) = =3 x 5 (=1) x5 = 5 # 0 donc A est inversible et A™! = 5 i s

On en déduit que On vérifie que la matrice A est inversible donc

(Sg)<:>AX:B<:>X:A_13<:>X:<;1>.

Ainsi, I'unique solution de (S3) est (4;2).

Exercice 18. Soit n € N* et U € #,,1(C) telle que ‘UU = 1. On pose S = I,, — 2U'U.
1. Montrer que 'S = S.

2. Calculer S?. En déduire que S est inversible et exprimer S~! en fonction de S.

Solution.

1. Par propriété de la transposition,

'S =41, -2U" ="', - 2"(U'U) = I, - 2"'(*"U)'U = I,, — 2U'U = S.



2. Sachant que U'U =1,

S? = (I, = 2U'U)(I,, — 2U'U) = I? — 2U'U — 2U'U + 4(*U)(U'U)
=1, —AU'U +4U("UU)'U = I,, — 4U'U + 4U'U = I,

donc S est inversible et S™! = S.

5 6 -9
Exercice 19. Dans toute la suite, M désigne la matrice M = [2 1 —3| et I3 désigne la
2 2 —4

matrice identité d’ordre 3.

1. a. Calculer M? — 3M et exprimer cette matrice a l'aide de I5.
b. En déduire que la matrice M est inversible et exprimer M ~! en fonction de M et de
Is.
5r +6y =9z+14
c. En utilisant les matrices, résoudre le systeme (S) < 2z +y = 32
r+y=2z+1

2. a. Démontrer par récurrence qu'il existe deux suites réelles (a,,) et (b,) telles que, pour
tout n € N, M™ = a,, M + b,I3. On précisera ag et by et on montrera que (a,) et (b,)
vérifient :

Vn € N {an+1 = 3an + bn

bn+1 = 4ay,
b. On note, pour tout n € N, X,, = (a”>.

bn
Déterminer la matrice A telle que, pour tout n € N, X,, .1 = AX,,.

1 4
Justifier que P est inversible et déterminer P!,
Calculer P~'AP. On note D cette matrice.
Démontrer que, pour tout n € N, A" = PD"P1,

3. a. Soit P la matrice définie par P = (1 _1>.

En déduire, pour tout n € N, les expressions de a,, et b, en fonction de n.

p o T

Déduire des questions précédentes, pour tout n € N, 'expression de M™ en fonction
de n.

<

On considere trois suites (u,), (v,) et (w,) définies par uy = 1, v9 = 0, wy = 0 et,
pour tout n € N,

Upy1 = du, + 6v, — Jw,

Upt1 = 2Uy + v, — 3wy,

Wpi1 = 2Uy + 20, — 4w,

Déterminer, pour tout n € N, les formes explicites de u,,, v, et w, en fonction de n.

Solution.

1. a. On vérifie que M? — 3M = c’est-a-dire M? — 3M = 41;.

O O =
O = O
~ O O

W

b. On en déduit que M (M — 313) =
inversible et M~! = 1(M — 313).

I3 et donc M x i(M — 313) = I3. Ainsi, M est



c. Remarquons que

or + 6y — 9z =4 br + 6y — 9z =4
(SYe2r+y—32=0 ©<2r+y—32=0

r+y—2z=1 20 + 2y — 4z =2
x
L’écriture matricielle de ce dernier systeme équivalent a (S) est M X = Bou X = |y
z
4
et B = |0]. Dés lors, comme M est inversible, (S) équivaut & X = M 'B =
2
_5
2
1(M — 3I3)B. On en déduit que (S) équivaut a X = %3
T2

Ainsi, I'unique solution de (.5) est (—% : % : —%)

. a. On considére, pour tout n € N, la proposition P(n) : « il existe deux réels a,, et b,
tels que M"™ = a, M + b,I5 ».
Initialisation. Etant donné que M® =I5 = 0 x M + 1 x I3, P(0) est vraie en posant
agp = 0 et bo =1.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Alors, il existe deux réels a,, et
b, tels que M" = a, M + b, I5.
En utilisant la question 1.a.,
M =M™ x M = (a,M + b,I3)M = a,M* + b, M
= a,(3M + 413) + b, M = (3ay, + by) M + 4a, 13
donc P(n + 1) est vraie en posant a,1 = 3a, + b, et b,11 = 4a,.
Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut qu’il existe deux suites de réels
(an) et (b,) tels que, pour tout n € N, M™ = a, M + b, I5. De plus, ces deux suites
sont définies par ag = 1, by = 1 et, pour tout n € N, a,,.1 = 3a, + b, et b, 1 = 4a,.
b. Soit n € N. Alors,

o (@) 3a, + b, _ 3 1\ (a,
T\ by 4ay, 4 0)\b,)"

Ainsi, en posant A = (Z é), pour tout n € N, X, ., = AX,,.

. a. Le déterminant de P est det P =1 x4 — (—1) x 1 =5 # 0 donc P est inversible. De
104 1
-1 _ *
plus, P~ = 5 (_1 1).

b. On vérifie que D = <é _01>

c. Considérons, pour tout n € N, la proposition Q(n) : « A" = PD"P~1 ».
Initialisation. Etant donné que PD°P~! = PP~! = [, = A% Q(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que Q(n) est vraie c’est-a-dire que A" = PD"P~1.
Remarquons que, d’apres 3.c., D = P~'AP donc A = PDP~'. Dés lors,

AL = A"A = (PD"PY(PDPY) = PD"(P~'P)DP!
= PD"[LbDP™' = PD"DP~' = pD""' P!,



Ainsi, Q(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout n € N, A" =
PD"pP~,

4 0

0 (=1)"

e )0
<) )
( 4mH 4 (=1 4n — (—=1)" )

Al 4 (=) A" 44 x (—1)"

. Comme D est diagonale, pour tout n € N, D" = ( ) et donc

Ul — ol =

On a vu que, pour tout n € N, X,,,; = AX,, donc, en raisonnant comme dans la

1) donc, pour

question 4. de I'exercice 10, pour tout n € N, X,, = A" X,. Or, X, = (0

tout n € N,

T B N A
"y 4n+1_4><(—1)n 4n_|_4><(_1)n 1 W )

On en déduit que, pour tout n € N, a,, = 4n_(5_1)n et b, = w.

. On déduit des questions 2.a. et 4.a. que, pour tout n € N, M" = WM +
WLJ, i.e.

6x 47— (—1)"  6(4" — (—1)")  —9(4" — (~1)")
VneN, M"'=_|24"—(-1)") 2x4"+3x(=1)" =3(4" - (-1)™)
2(4™ — (=)™ 2(4™ — (=)™ —3x4"4+8x (—1)"
Up, 1
. Posons, pour tout n € N, Z,, = | v, |. Alors, Zy = | 0| et, d’apres les relations de
Wy, 0

récurrence, pour tout n € N, 7,1 = M Z,. On en déduit comme précédemment que,
pour tout n € N, Z,, = M"Z, et donc, d’apres la question 4.a.

1 6 x 4" — (=1)"
VneN, M"= R 2(4™ — (=1)")
2(4" = (=1)")
Il s’ensuit que
4n — (=1 n__ (_1\n
VnEN,un:6X ( ),vn:wnzu.

Exercice 20. Soit (A4, B) € .#,,(C)? tel que I,, — AB est inversible.
Calculer (I, — BA)(I,, + B(I, — AB)™'A). Que peut-on en conclure ?

Solution. En développant :

(I, — BA)(I, + B(I, — AB)""A) = I+ B(I,, — AB)"'A — BA — BAB(I, — AB)"'A.



Or, pa définition,

I, = (I,—AB)(I,— AB)™' = I,(I,— AB)"' — AB(I,— AB)™ = (I,— AB)™' — AB(I, — AB)"

donc AB(I, — AB)™' = (I, — AB)~! — I,,. En substituant dans la premiére égalité, on obtient
(I — BAY(I, + B(I, = AB) "' A) = I, + B(I, — AB) ' A~ BA— B (I, - AB)™" — ] A

=1,+ B(I,— AB)'A— BA— B(I, — AB)"*A+ BA
=I,.
On en déduit que I,, — BA est inversible et que (I, — BA)™' =1, + B(I, — AB) ' A.
Exercice 21. Soit N € .#,(C) une matrice nilpotente c’est-a-dire une matrice telle qu’il existe

un entier p > 0 tel que NP = 0,.

1. La matrice N est-elle inversible 7
p—1

2. En considérant (I, — N) Y N* montrer que I, — N est inversible.
k=0

Solution.

1. Raisonnons par 'absurde en supposant que N est inversible. Alors, par théoreme, N?
aussi. Or, 0,, n’est pas inversible donc on aboutit & une contradiction. Ainsi, N n’est pas
inversible.

2. On remarque que

p—1 p—1 p—1 p—1 p—1 p—1
(I, =N)Y Nt =LY N'—NY N =3 NF -3 NFFL=3%" NF— NHFL
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

On reconnait une somme téléscopique donc

p—1
(I, = N)>_ N =N"— NP =,
k=0

p—1
car N° = I, et N? = 0,. Ainsi, I, — N est inversible et (I, — N)~' =Y N*.
k=0

Exercice 22. Soit n € N* et D une matrice diagonale d’ordre n dont tous les coefficients
diagonaux sont distincts.
Quelles sont les matrices qui commutent avec D 7

Solution. Notons d;; le terme d’indices i et j de la matrice D pour tout (z,7) € [1,n]>.
Comme D est diagonale, par définition, pour tout ¢ # j, d;; = 0.
Une condition nécessaire pour qu'une matrice commute avec D est qu’elle soit carrée d’ordre
n. Soit M = (m;;) une matrice carrée d’ordre n qui commute avec D. Le terme d’indice i et
n

j de DM est Z dixmpy; = d;ym; (puisque di, = 0 si k # i) et le terme d’indice ¢ et j de M D
k=1
n
est Z mipdi; = m;jd;; (puisque di; = 0 si k # j). Comme D et M commutent, DM = MD et
k=1
done, pour tout (i,7) € [1,n]?, dimi; = my;d;; c’est-a-dire my;(dy; — dj;) = 0.

Or, par hypothese, les termes diagonaux de D sont tous distincts donc si ¢ # 7, d;; — d;; # 0
et donc m;; = 0. Ainsi, M est diagonale.

Réciproquement, si M est diagonale alors on vérifie sans peine que M D et DM sont aussi
diagonales et que pour ces deux matrices le terme d’indices i et ¢ est myd; pour tout i € [[1,n]
donc MD = DM.

Ainsi, les matrices qui commutent avec D sont les matrices diagonales d’ordre n.



