¢ Corrigés des exercices du chapitre 10

Exercice 1. Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique.

1 1—1
= (2—4i)— (b —4i =(1—1)(1 — 2i = (2 +1)? = —
21 =( i) —( i) 2z =( i)( i) 2z3=1(241) 24 5 s 25 s
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=1-2—i+22=1-3—2=—1-3i

=4 +2X2xi+i2=4+4i—1=3+4i
6-8 6 8. 3 2

2 o5

T 6248 100 1000 50 25
(1—1)(3—4i) 3—4i—3i+4i2 3-T7i—4 1 7.
= = = = - — —1
32 4 42 25 25 25 25
26 = 12><1011 — '2)1011 — (_1)1011 — _1
. 3+4i 3+1.
= = — —1
T3zt 10 10
2(1—iv3) 2-2iv/3 1 V3
e = == = — —1—
SETIN 4 2 2
(1—i)2 1-2+71% 1-2-1 ,
29 = = — = —1
12 + 12 2 2
(1-ivV3)(V3—-1) V3—i—ivV3 +i2v3 V3-i-3i—3
2;10: 2 = —= = —
V312 4 4

Exercice 2. On considére les nombres complexes z; =1+ 1et 20 =2 — 3i.
Donner la forme algébrique de chacun des nombres complexes suivants :

1 z
a) z3 = 21 + 29; b) z4 = 21 23; c) z5 = —; d) zg = 1
21 Z9
1 z
e) zr = 71; f) zs =21 — 22; g) 29 = —: h)Zm:*2
29 21
Solution.
z3=1+1+42 — 3isoit 23 =3 — 2i.
2 =212 =(141)(2—-3i) =2 —3i+2i+ 3 s0it 24 =5 —1i.
1 1 1—-1 it 1 1.
2= — = = soit 25 = — — —1.
T 141 12412 °T 22
LA L+ _(1+i)(2+3i)_2+31+21—3soitz _ 1.5
0T 23 22432 13 o7 13 13

zr =1+1isoit 27 =1—1.
28 =14+1—(2—31) = —1+4isoit zg = —1 — 4i.

1 1 2—3i ) 2 3.
AN T T TR A TR T
ZO_(2—31)_2—31 2431 (2430)(141) 2+2i+3i—3
0= — —

|
1+i T11 1-1 124 (-1 2 SO 210 = 5 5
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Exercice 3. Soit n € N et z, = (2 — 2i)*. Déterminer Re(z,) et Im(z,).

Solution. On a

n

= 2-2)1" = { ((2 21’ T { (4~ 81+(21)2)2}
= [(4—s8i—42)]" = [(-80)*]" = [64i%]" = (—64)"
donc Re(z,) = (—64)" et Im(z,) = 0.
Exercice 4. Soit z € C. Démontrer que z — Z(iz 4+ 1) est un imaginaire pur.

Solution. On peut écrire z — Z(iz + 1) = z —iZz — 2 = z — z + izz = 2ilm(z) + izZ =
i(2Im(z) + 2z). Or, par définition, Im(z) € R et, par propriété, zz € R. On peut donc conclure
que z — Z(iz + 1) est un imaginaire pur.

Exercice 5. Pour tout complexe z, on pose Z = z — 2z +i.
1. Calculer Z dans les cas suivants : 2z =0; z =1ipuis z =1 —i.

2. On écrit z sous forme algébrique z = x +iy. Déterminer la forme algébrique Z en fonction
de x et y.

3. En déduire que Z est imaginaire pur si et seulement si z imaginaire pur.

Solution.

1. Siz=0alors Z =1i,si 2z =1ialors Z =1—2(—i)+1i=4ietsi z=1-—1alors
Z=1-1-2(1+i)+i=-1-2i

2. Z=x+iy—2(r+iy) +i=a+iy — 2(x —iy) +1 soit Z = —x + (3y + 1)i.

3. Z est imaginaire pur si et seulement si Re(Z) = 0 donc si et seulement si z = 0. Or,

x = Re(z) donc x = 0 si et seulement si z imaginaire pur. On a donc montré que Z est
imaginaire pur si et seulement si z est imaginaire pur.

Exercice 6. Démonter que, si z est un imaginaire pur et si n est un entier naturel impair, alors
2™ est également un imaginaire pur.

Solution. Soit z un imaginaire pur et n est un entier naturel impair. Alors, il existe un réel b
tel que z = ib et un entier naturel k tel que que n = 2k + 1. Dés lors, 2" = (ib)?k+1 = j2k+H1p2htl
Or, i1 = i2kil = (i2)"{ = (—1)ki donc 2" = (—1)kb?*T1{ ce qui prouve que 2" est imaginaire
pur car (—1)kp?**1 est réel.

Exercice 7 (5 points). Résoudre dans C les équations suivantes.

(
1. (B):(1+42i)z=1— 2iz.
F):(z+1i)(iz+1) =0.
):2z24+Z=1+2.

2. (
3. (G
4. (H): 22 4+224+1=0.
Solution.

1. Pour tout complexe z,

(B) <= 2Hi)z =i-3z2<= htHi)z =i<= 2z =

1 5
Ainsi, 'ensemble des solutions de (E) est {26 + 261}.



2. Pour tout complexe z,

(F)<=2—-21=00uiz+2—-i=0<=z=2iouiz=—-2+1

o L9 (—i
.+1<:>z:210uz:(j;21)(1)
i

= z=2iouz= <= z=2iouz=1+2i.

Ainsi, 'ensemble des solutions de (F') est {2i;1 + 2i}.

3. Si z est nombre complexe, on I’écrit sous forme algébrique z = x + iy. Alors, pour tout
complexe z,

(G)<=r+iy—2@—1iy) =3 -2i<= —or+3iy=3—2i

—x = T =3 2.
— — = z=-3— -l

o : 2,
Ainsi, 'ensemble des solutions de (G) est {—3 - 31}.

4. On procede comme pour (G) :
(H) <= (z+iy)? —2(z —iy) + 1 =0 <= 2” + 2wy —¢y* — 20 +2iy + 1 =0
=2~y — 20+ 14+i(2zy +2y) =0
{x2—y2—2x+120

2y(x +1) =0

2 —2x+1=0 4—y*=0
<~ ou

Yy = r=—1

r=1 y =2 = -2
< ou ou
<— z=1louz=—-14+2iouz=-1-—-2i

Ainsi, 'ensemble des solutions de (H) est {1;—14 2i; —1 — 2i}.

Exercice 8. Résoudre dans C les équations suivantes.
(F1) 222 —2245=0  (By)—2*+22-5=0 (E3)2°+2-1=0  (E4)32°-524+3=0
(B5) 22 +81 —182 =25  (Es) 25+2°+102=16  (E;) 22° —82+3=—2>+22

Solution.

o (F))2:2—2245=0

Le discriminant est A = (=2)? =4 x 2 x5 =4 —40 = —36 < 0 donc (E;) admet deux
solutions complexes conjuguées :
—(—2)—iv36 2—-6i 1 3, .

1 3
2 % 2 4 5 ottt =Aa=g ol

21 =

Ainsi, ’ensemble des solutions de (E7) est {% — %i; % + %1}

o (By)—22+2:—5=0



Le discriminant est A =22 —4 x (—1) x (=5) =4 — 20 = —16 < 0 donc (E,) admet deux
solutions complexes conjuguées :

—2—-iV16 -2 —4i

Ainsi, 'ensemble des solutions de (Fs) est {1 — 2i;1 + 2i}.

o (F5) 22 +2z—1=0
Le discriminant est A =12 —4x 1 x (=1) =1+4 =5 > 0 donc (E3) admet deux solutions

réelles :
~1-5 —1—\/Betz —1+v5 —1++5
_ _ L= _ .

T % 2 T Tox1 2

Ainsi, 'ensemble des solutions de (Ej3) est {_1%*/5 ; _1%‘/‘?’}

o (F,) 322 —52+3=0
Le discriminant est A = (=5)? =4 x 3 x 3 =25—36 = —11 < 0 donc (FE;) admet deux

solutions complexes conjuguées :

—(=5) —iv11 5 .
( ) =—-—1 etzQZB—I—liG .
i

T T 93 6

V11 5 /11
6

11 .

6

Ainsi, I'ensemble des solutions de (E}) est {% — V1L 4 ig}.
o (E5) 22 +81—182 =25

Méthode 1
(Bs) <= 22 — 182+ 81 —25 =0 <= 2> — 182 + 56 = 0.

Le discriminant est A = (—18)? —4 x 1 x 56 = 100 > 0 donc (E5) admet deux solutions réelles :

—(~18) — /100 18— 10 —(—18) + /100 18+ 10
7 = = —det z= = ~ 14.
2 x 1 2 2 x 1 2

Ainsi, 'ensemble des solutions de (F5) est {4;14}.

M¢éthode 2
(Bs) &= 2" —2x9%x24+97-25=0<= (2—9°-5"=0. < (2 —9-5)(2—9+5) =0

<— (z—M4)(z—4)=0<=z2—-14=00uz—4=0<«<=z=14ouz=14

Ainsi, 'ensemble des solutions de (F5) est {4;14}.
o (Eg) 25+ 2% + 10z = 16

Méthode 1
(Bg) <= 2>+ 102 +25 — 16 = 0 <= 2>+ 102 + 9 = 0.

Le discriminant est A = 10 —4 x 1 x 9 = 64 > 0 donc (Es) admet deux solutions réelles :

—10 — /64 —10—28 —1+ 64 —10+8
= = =-—9et z, = = = —1.
2x1 2x1

AT T o 9

Ainsi, ’ensemble des solutions de (Es) est {—9;—1}.
Méthode 2
(Bg) &= 2" =2x5x 245 —16=0= (2+5)" -4 =0. <= (2 +5-4)(2 +5+4) =0
— (z4+41)(249)=0<=2+1=00uz24+9=0<=z2=—-1louz=-9



Ainsi, 'ensemble des solutions de (Eg) est {—1;—9}.
o (E7) 222 —824+3=—2*+22
(By) <= 22" —82+3+2°—2:=0+= 32" - 102+ 3= 0.

Le discriminant est A = (—10)? — 4 x 3 x 3 = 64 > 0 donc (E;) admet deux solutions réelles :
(~10) =61 10-8 1 ~(-10)+ V6T _ 1048

21 = = = - et 29 = = =
2x3 6 3 2x3 2% 3

Ainsi, ’ensemble des solutions de (E7) est {% ; 3}.

Exercice 9. Etant donné un nombre complexe w, on dit qu'un nombre complexe u est une
racine carrée de w si u? = w.

1. Soit w € C. Supposons que u est une racine carrée de w.
a. Montrer que I'équation z? = w est équivalente a I'équation (z — u)(z + u) = 0.
b. En déduire que w possede au plus deux racines carrées.

2. On suppose que u est une racine carrée du nombre i et on écrit u sous forme algébrique
u=a+ibaveca € Ret beR.
a® = b?

a. Justifier que
2ab =1

1 1
b. En déduire que a € {_\/57\/5} et que a = b.

c. Déterminer ’ensemble des racines carrées de i.

Solution.
1. a. Par définition, u? = w donc

Pmwe= =t =P =0 (z —u)(z +u)
ce qui montré I’équivalence voulue.

b. On en déduit que 22

z = —u. Ainsi, ’équation z
plus deux racines carrées.

= w si et seulement si z —u=0o0ou z+u=01ie z=wuou
2 = w posseéde au plus deux solutions i.e. w posseéde au

2. On suppose que u est une racine carrée du nombre i et on écrit u sous forme algébrique
u=a+1ibaveca € Ret b € R.

a. Par définition, 22

=i donc (a + ib)! =1ii.e. a® + 2iab — b? = i. Ainsi, en égalant les
a® = b?
2ab =1

b. Il s’ensuit que |a| = |b| et, comme 2ab = 1, a et b ont méme signe donc a = b. Ainsi,
1 1 1

20> =1ie. a’>=-etdonca € ———=;—=.

2 V272

c. On conclut que les valeurs possibles pour u sont u; =

parties réelles et imaginaires a®> — b*> = 0 et 2ab = 1. On en déduit que {

1 1 1 1 .
NoRING V2R

Réciproquement, on vérifie que u? = u3 = i donc I’ensemble des racines carrées de i

iet up =



Exercice 10. Calculer les modules des nombres complexes suivants.
21 = (54+20)—4(2+31)) 2 =V3-2  z3=(142i)x5(2-3i) 2z = —2(V3—1)+4(6—i)

Solution.
21 = —3 —10i donc |z| = \/(—3)2 + (—10)2 = /109

2] = V3" + (=2)2 =7

z3 = (142i)(10 — 151) = 10— 151 +20i+30 = 40+ 5i donc | 23| = V402 + 52 = /1625 = 51/65
24 = 24—2y/3—2i donc || = /(24 — 2v/3)? + (—2)2 = /576 — 96v/3 + 12+ 4 = /592 — 96/3.

Exercice 11. On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives

Za = —D zg =3 —4i zc = —4 —3i zp = —4 + 3i.

1. Placer les points A, B, C et D dans le plan complexe.
2. Montrer que ces quatre points appartiennent a un méme cercle de centre O.

Solution.
1.

A
2. OnaOA = |zp| = 5,0B = |25| = /32 + (—4)2 = v/25 = 5,0C = |2¢| = ¢(—4)2 + (=32 =
V25 =5et OD = |zp| = /(—4)? + 32 = /25 = 5 donc les points A, B, C et D appar-
tiennent au cercle de centre O et de rayon 5.

Exercice 12. Parmi les complexes suivants, déterminer ceux qui appartiennent a U.

3 VT, 2V6 +1i vh 1
Zl—*‘i‘z ZQ_—E‘FTI Z3:T Z4_7—§1
Solution.
1\? 1\? 1
|21] = (4) + 4) :\/;7&1donczlgéU
2




Exercice 13. On considére les complexes suivants :

21 = 4i Z9 = —10

Calculer les modules des nombres complexes suivants :

24

b= —

a = 2129
21
Solution.
la| = |z1||22] =4 x 10 =40
2

=l _lal VI Va1

‘le |Zl| 4 4 2

z3l |23l 52+ (=52 5v2
ld| = |25 |2 = (5v/2)? x 10 = 500

Z9

C= —

Z3

z = V341

d =23 X 2.

Exercice 14. Montrer que les complexes suivants appartiennent a U.

T2 T2 2 ° T3 T3
Solution.
V2\? V2\: 2 L2
= — - +-=1 :
|21] < 5 Y 1T donc z; € U
2
1\? 3 3
|2] = (—2) <2> *+4—1d01’1C22€U
|z3| = |i| = 1 donc 23 € U.
5 2 5 4
|24] = <\é_> ) 5 § =1 donc z, € U.
Exercice 15.
1. Démontrer que z est un imaginaire pur si et seulement si z = —z.

2. Pour tout nombre complexe z # 1, on pose ¢ = % Démontrer que ’ensemble des

nombres complexes z # 1 tels que ¢ soit imaginaire pur est U\ {1}.

Solution.

1. On écrit z = x + iy sous forme algébrique. Alors,

=& —ly =

—(r4iy) <= r—iy=—ax—iy=<=ar=—-ax<=2=0

donc z = —z si et seulement si Re(z) = 0 i.e. si et seulement si z € iR.

2. Grace a la question précédente, pour tout z # 1,

. _ z+1 z+1 zZ4+1 z+1
c€1R<:>c:—c¢>( ):_ z - _
z—1 z—1 z—1 z—1
— Z+D)E-1)=—-(:=+1(E=-1)
= Zz—-Z+z-1=—(2Z2—2+2z—1)
= +z—z-1=— |z +2—-2+1

=2 =22 =1 |7 =1

—2z€U

On a donc bien montré que ¢ € iR si et seulement si z € U.



Exercice 16. Déterminer graphiquement un argument de chacun des nombres complexes z4,
2B, 2C, 2D, 2E €t zp.

Solution. Graphiquement, arg(zs) = g [27], arg(zp) = 7 [27], arg(zc) = 0 [27], arg(zp) =
T 3T 7r
o [27], arg(zs) = —— = [2n], arg(zr) = — [27].

Exercice 17. Placer les points A, B, C, D et E tels que

1. |za| = 2 et arg(za) = 2 [27);
2. |zg| = 3 et arg(zp) = § [27];
3. |zc| =1 et arg(zc) = —2F [2n];
4. |zp| =4 et arg(zp) = ¥ [2n];
5. |2g| =5 et arg(zg) = —7 [27];

Solution.

Exercice 18. Dans chacun des cas suivants, donner la forme algébrique de z.
1. |z| =3 et arg(z) = § [27];
2. |z| =2 et arg(z) = 7 [27];
3. |z] =1et arg(z) = -3 [27];



4. |z| = 5 et arg(z) = 3T [27];
5. |z| = 4 et arg(z) = —°F [27];

Solution.

1. z=3(cos )+181ﬂ(72T >:3(0+i):3i.

2. z=2(cos (m) +1isin(m)) =2(—1+41i0) = —2.

3. z2=1 (cos (—g) + isin (—7;)) = ; — i\f.

4. z:5(cos(zzr>+isin 32)) <—\/_— \g—> —5\2/_— i
5. z:4<cos (—57T> + isin (—)) :4<—\f—;1> = —2/3—2i.

Exercice 19. Déterminer module et argument des nombres complexes suivants.
2=1-1V3  2=-2  z3=v3+4+3i 2z =—-4—4i
Solution.
o |z =124+ (=V3)2=y1+3=2
2 =2 (% — 1?) =2 (COS( 2)+ 1sm(—7)) donc arg(z;) = —% [27].

3
e 25 est un réel négatif donc ]z2| =2 et arg(z2) = 7 [27]

o |5 =VVE +32=v3F0=v12=2V3

2z = 2¢/3 (—7+ ) = 2\/_< 7—1—1—) = 2V3 (Cos(%”)—i—isin(%”)) donc arg(zs)

2 [2n).
o sl = /(42 + (—4)2 = V2 x 22 =412

-5 2]

o

Exercice 20. Ecrire les nombres complexes suivants sous forme trigonométrique.
21=—61  2=5-5 23=-V3+3  z=-2-23

Solution.

oz1_6(cos(—f)+1sm( 2))
o | 2] /52 + (=5)2 = /52 x 2 = 5¢/2 et ainsi

=5V2 (\/_ \/—> =5V2 <\/_ — 1{) 5vV/2 (cos <—Z> + isin (—Z))
o |23/ (—v3)2 + 32 = V12 = 2/3 et ainsi

5 =2v3 <_+ g) _2\/_<COS( 3 > s <2;T>>

o 2] = /(=2)2 + (=2/3)? = V/16 = 4 et ainsi

() (B 3)

) — 42 (_§ —j§) = (cos( 3) +isin(—21 )) donc arg(z1)



Exercice 21. Placer dans le plan complexe les points A, B et C d’affixes respectives :

ZA =5 (COS <_7;) +1sin <_§>>
op =2 (cos <3g) +1sm (327T>>
<s{on(2) 00 ()

Solution.

Exercice 22. Ecrire les complexes suivants sous forme exponentielle.

a=4 b=—11 d=1+i.

Solution.
iz ir 7 —iZ
a=4e2 ;b=11e" ;c=ge'2 ;

ld| = V2 et d= \/§(§+1§> = /21,
Exercice 23. Ecrire les complexes suivants sous forme algébrique.

b = 4e'™

.2
c=b5e '3

a=3c""2 d="Te'1.

Solution.
a=-21 ;b=—-4 ;¢c=5 (Cos(—%”) —Hsin(—%”) = 5(—5 — 1@) =3
d=17 (COS(—%) + isin(—%)) = 7(§ — 1@) = %\5 _ i%.

—_

N———

Exercice 24. Ecrire sous forme exponentielle les complexes suivants

8i x L m e i ef)’
a=—= b= —be's c=4xe e xe'T d=2X—= e=|—=
e ' e % e's
Solution.
8615 (my 237 LT 3 227
a=—x — 8el(5+5) = 8ol ;b:—56_1§:5el( 47) = Bei% ;
e 4
s BT
5w
s s i — jus e 4 L
c=4xcF xof =4 xc(5HF) = 4o-id ;d=2X —= — 20l (-F+5) = 9o
e 's
]
elg i(z_z) 5 7\ D 5
e = - = (e\717 6 _(6112) =e'z ;
e's
e—i%’r 5 jlom
(S 3 1( 10#771) ;27 _j9om L.
f: — = —¢c 37 6) =e 6 —=e 2 =e 2



Exercice 25. On considére les nombres complexes z; = 2v/3 — 2i et 25 = 1 — i.
1. Déterminer la forme exponentielle de z; et celle de zs.

3
2. En déduire les forme exponentielle de z; 29, % et %
2

Solution.

1. [z = /(2v/3)2 + (~2)? = V16 = 4 et ainsi 2z, = 4 (£ - L) =407
|zo] = V12 + 12 = /2 et ainsi 2y = V2 = (? _ §1> — /e %

2. 2129 = o716 x 2e1T = 4y/2e7 G D) = 44/2e71 %
a— Ligw = 2\/§ei(’%+%) — 2\/2¢ T2

z2 \/ieilz

( lTr 3

4e” '€ i 3T
3 P & . s T
z 6 —_= jus
5= = 64e_i4l = 16e‘( ) 16¢l2
2 (\/Ee 14) 4e 4

Exercice 26. Soit 2 € R. On pose z = cos(z) + isin(z).
1. Démontrer que, pour tout n € N, 2" — Z% = 2isin(nz).

2. Déterminer une expression analogue pour z" + z%

Solution.

1. Soit n € N. En remarquant que z = ¥, d’apres les formules d'Euler,
1 " 1 : 1

2" — = (e™)" — o) =™ — G = e — e " = 2isin(na).

2. Soit n € N. De méme,

1 : 1 . 1 . .
= ()" —— =™ ——— =" L e ™ = 2cos(nx).
on (ela:)n eine

Exercice 27. Soit z et 2z’ deux complexes de module 1.

1. Justifier I'existence de deux réels 6 et « tels que z = €l et 2/ = el®.

2z’ —1
2l —z

2. Montrer que, si 2’ # z, alors est un réel.
2_ . . .

3. Montrer que 2L est un imaginaire pur.
z

Solution.

1. En notant 6 et o des arguments respectivement de z et de 2/, on a 2 = ¢ et z = €' car
|2 = 2| = 1.
2. Supposons 2z’ # z. Alors,

P | eieeia -1 ei(0+a) -1 ei(9—i—cv) - eiO

o el _ oif el _ @il - ela _ it
j0ta ( j0ta _16+a)
e 2 (e 2 —e T2
B eiHTa (ei% — e*iaTig)
2isin (GTO‘

l— /
donc ZZZ,—_; est un réel.



3. De méme,

d’apres les formules d’Euler. Ainsi, 2-1

est un imaginaire pur.

Exercice 28. Soit z € R. En utilisant les formules d’Euler, linéariser :

cos® () cos*(z) cos?(z) sin®(x).
Solution.
cos’(x) = — ) T3 e e

]' ir\3 ir\2 —ix ir/ —ixr\2 —iz\3

:§((e)+3(e)e +3e“(e™)" + (e ))
1 . . . . . .

— g (e?nx + 362123671.’17 + 36116721:1: + 6731"17)
1/ . . . _

— é (65150 + e—31x 4 3 (elx 4 e—lx))
1
=3 (2 cos(3x) + 3(2 cos(x)))
1 3

=1C cos(3x) + 1 cos(z)

elx te e 1 ix —ix 4
cos* = ( ) 16 (e +e )

1 )
— TS ( _|_4 la: 3 —1x +6( lx) ( ) +4elx( :C)S + (e—1x>4)
1 .
_ T6 (e41x +4631a) —1$+6621x —21x+4elxe 3ix + —41:1:)
1 )
— E (e4lm 4 e—41x 4 4( 2ix 4 e—21z) 4 6)
1
=16 (2 cos(4zx) + 4(2cos(2x)) + 6)
1 1 3
=3¢ cos(4x) + 3 cos(2x) + 3

. . 2 . . 9
9 . 9 B el"l? _"_e—l"lf elIE _ e—lz
cos”(x) sin“(x) = ( 5 > ( 5 )
1 ix 71x —iz\2 1 ir\2 iz  —ix —iz\2
:1((6)4-26 + (e ))x—((e)—Qee + (e ))

—4
_ 116 (e2ic 424 efQix) ( 2ic _ 9 +e*2‘z)
_ _116 <e4ix _2e%T 1 4 902 _ 4 4 97T 4 ] _ 92T 4 ef4ia:)

1
=15 (2cos(4x) — 2))

1 1
=3 cos(4x) + 3



Exercice 29. Soit x € R. exprimer sin(3z) et cos(4x) en fonction de cos(z) et de sin(x).

Solution.
Par propriété, sin(3z) = Im(e3?) =€ ((e'®)?3). Or,
(e™) = (cos(z) + isin(z))?
= cos’(z) + 3 cos?(z)(isin(z)) + 3 cos(x)(isin(x))? + (isin(x))?

= cos’(z) + 3icos®(x) sin(x) — 3 cos(x) sin®(x) — isin®(z)
donc sin(3z) = Im(e**) = 3 cos?(z) sin(z) — sin®(z).
Par propriété, cos(4z) = Im(e*®) = Re((e')?). Or,

(e")* = (cos(z) + isin(z))*
= cos*(x) + 4 cos®(z) (i sin(z)) + 6 cos®(x)(isin(x))? + 4 cos(z)(isin(z))* + (isin(z))*

= cos*() + 4i cos®(x) sin(x) — 6 cos®(x) sin®(z) — 4i cos(z) sin®(x) + sin*(z)
donc cos(4z) = Re(e''®) = cos?(x) — 6 cos?(z) sin?(x) + sin'(z).

Exercice 30. On consideére le nombre complexe w = e .

1. Vérifier les égalités suivantes :
(1 —w)(1+w+w?*+w* +w*) = 0.

2. On pose s = w + w* et t = w? + w?. Déduire de la question précédente les égalités

suivantes :

=24+t 1+s+t=0.
3. a. En isolant ¢ dans la deuxieme égalité et en remplacant ¢ par son expression dans la
premiére, montrer que s> +s —1 = 0.

b. En déduire les deux valeurs possibles pour s.
4. Montrer que s = 2cos(%) et en déduire la valeur de cos(3F).
Solution

im\ O : ‘

1. v’ = (ez?) = e?™ = 1. Dés lors, en multipliant par w?, il vient w’w? = W3 donc
w® = w? et, en division par w # 0, il vient %5 = L cest-a-dire w* = L.
Enfin, en développant

(1—w)(1+w+w*+w* +w') = 1+w+w*+w’+w —w—w?—w? —w—w® = 1-w® = 1-1 = 0.
2. En utilisant ce qui précede,
s = (w+wh)? = w® + 2ww* + (wh)? = w? +20w° +w = w + 2+ w? =2+t
et
l+s+t=1l+w+w'+w+w’=1+w+w* +w’ +w' =0
car (1 —w)(1 +w+w? + w* +w') =0 et w # 1 donc 1 +w + w? + w? + w* = 0.
3. a. On en déduit que t = =1 —s donc s* =2+ (—1—s) = 1 —s clest-a-dire s> +s—1 = 0.

b. Le discriminant de 2 + 2 — 1 est A = 1" —4 x 1 x (—=1) = 5 > 0 donc I'équation

2?2 4+ 2 — 1 = 0 posseéde deux solutions réelles : _1;‘/5 et _1;”@. On en déduit donc
que s est égal a I'une de ces deux valeurs.




1 1 2im

2im
4. Comme w* = L =w ™, s=w+w' =e5 +e 5 =2cos(¥). Deplus, 0 < & <
donc cos(%) > 0 et ainsi s > 0. Comme ’1%‘/5 < 0, on en déduit que s = ’1%‘/5 donc
21\ _ —14+V5
cos(F) = =,

Exercice 31. Soit § € R et n € N. On pose :

1. On pose :

k=0
a. Justifier que U,(0) = (e? 4 1)".

b. En factorisant par e’

, montrer que U, () = e x 2" cos™(f).
c. En déduire la valeur de V,,(0).

2. Conclure que S, (6) = 2™ cos™(0) cos(nb).

Solution.

1. a. En utilisant la formule du binéme de Newton,

c. On remarque V,,(0) = U,(—0) donc V,(0) = ™= x 27 cos™(—0) = e x 2" cos™(f)
par parité de cos.

2. On remarque

Un(0) + Vo(0) = Y 2ik0 3 ) -2ik0 _ 3 n (ezike n e-zme)
im0 \F im0 \F im0 \F
=3 (“) (2 cos(2k0)) = 25, (6)
im0 \F
donc
inf on n —ind on n ind —ind
S, (0) = U, (6) —2|- Vo (0) _ e x 2" cos (6) —1—26 X 2" cos™(0) _on cos"(&)e—;e

c’est-a-dire, d’apres les formules d’Euler,

Sy = 2" cos" () cos(nb).



