TB1 lundi 18 mai 2026

Devoir surveillé n°6
Durée : 3h

L’utilisation d’une calculatrice ou de tout document est interdite.
Toute sortie anticipée est interdite.

Exercice 1.

1. Dans chaque cas, calculer f/(x) pour x € R. On ne demande pas de justifier la dérivabilité
de f sur R.
a. frxr—axz+e” b. f:x+—— xe”
c. fiar—— (2+ cos(z))? d. f: x> In(1+e*)

2. Dans chaque cas, déterminer une primitive F' de f sur R.

2t + 22

a. froxr—ax+e° b. f:x+— 3

sin(z)

m d.f:l'l—>.’lfem

c. fixr—>

3. Dans chaque cas, déterminer, en détaillant, la limite de f(x) quand z tend vers a.

2+ 1

2y ¢=to c fixr—In(x)e*,a=0".

a. f:r—a+e’, a=—-00 b. f:x+—

Solution.

1. a. Pour tout réel z, | f'(x) =1+ e |

b. Pour tout réel z, f'(z) =1 x e” +x x e” soit | f'(z) = (v + 1)e” |

c. Pour tout réel z, f'(z) = 3x(—sin(x))x (24cos(z))? soit | f'(x) = —3sin(x)(2 + cos(x))? |

2%

T 14|

d. Pour tout réel z, | f'(x)

2
x
2. a. Une primitive f sur Rest |F : z +—> 5 + e

1 1
b. Pour tout réel z, f(z) = §x4 + §x2 donc une primitive de f sur R est la fonction
1 1
F:ovw— —2°+ —23|
15 9
) — sin(x) , /
c. Pour tout réel z, f(r) = ——————— donc, en reconnaissant une forme %, on
(2 + cos(x))? u
1 1
lut ’ imitive d Rest F:axr— — X i.e.
conclut qu’une primitive de f sur R es x (2 1 a2 cos(x))l) ie
1

F:xz—

2+ cos(z) |




1 2
d. Pour tout réel z, f(x) = 5 x 2re” donc, en reconnaissant une forme u’e", on conclut

1
qu’une primitive de f sur R est | F': x —— §e12

3. a. lim z=—ooet lim e® =0 donc, par somme, | lim z+e* = —o0|.
T—r—00 T—r—00 T—r—00

b. Pour tout réel z > 0,

?(1+5) 1+
2(1+%) 1+3

fz) =

1 2
Or, lim 14— =1et lim 14 — =1 donc, par quotient, | lim f(z)=

T—+00 ,I' r—400 J}Q r—-400
c. lim In(z) = —oco et lim e” = e’ = 1 donc, par produit, | lim f(z) = —oo|
xz—0t xz—0t x—07F

Exercice 2. On considére I’ensemble
F={(z,y,2,t) ER* |z +y+z+t=0et 2 +2y+32z+t=0}

1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de R* et en déterminer une famille généra-
trice.

2. Déterminer une base de F' et donner la dimension de F'.

3. On considére 'ensemble G = {(—a — b, —2a + 2b,a — b,2a) | (a,b) € R?}.
a. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R* et en déterminer une famille

génératrice.

b. Déterminer la dimension de G.
c. Montrer que G C F. Que peut-on en conclure ?

Solution.

1. On remarque que

F={(z,y,2,t) ER*|t=—a—y—zeto+2y+3z+ (-2 —y—2) =0}

={(z,y,2,t) ER* |t = -2 —y—zety+22=0}

(z,y,2,t) ER* |t = -2 —y — 2z et y = —2z}
(z,y,2,t) ER* |t = —x — (—22) —z et 2 = —a}

(z,y,2,t) ER* |t = —x +zet y = —22}

(z,—22,2,—x + 2) | (z,y) € R*}

(1,0,0, —1) + 2(0, —2,1,1) | (z,2) € R?*}

done, en posant v = (1,0,0,—1) et v = (0,—2,1,1), F' = Vect((u,v)). Ainsi, F est un
sous-espace vectoriel de R%.

={
=1
= {
={
=1z

2. Comme les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires, (u,v) est une famille libre et donc
(u,v) est une base de F'| On en déduit que |dim(F) = 2|.

3. a. On remarque que
G = {a(-1,-2,1,2) + b(—1,2,—1,0) | (a,b) € R*}

donc, en posant v’ = (—=1,-2,1,2) et v/ = (—1,2,—1,0), G = Vect(u/,v"). Ainsi,
G est un sous-espace vectoriel de R* et (u’,v') en est une famille génératrice|.




b. Comme les vecteurs u’ et v' ne sont pas colinéaires, (u',v’) est libre donc (u/,v") est
une base de G. Ainsi, |dim(G) = 2|.
c. Comme -1+ (=2)+14+2=0et -14+2x(—-2)+3x1+2=0, v € F et, comme
142+ (=) +0=0et —1+2x2+3x(=1)+0=0,v" € F. Dés lors, comme F est
un sous-espace vectoriel de R*, Vect((u/,v")) C F i.e. . Or, dim(G) = dim(F)

donc, par propriété, .

Exercice 3. Résoudre dans R 'équation différentielle (F) : y” —y' — 2y = e*.
On cherchera une solution particuliére sous la forme g : * — aze® avec (a,b) € R?.

Solution. L’équation homogeéne associée a (E) est y”’ —y'—2y = 0 et ’équation caractéristique
associée est (C) : 22 —z — 2 = 0. Le discriminant du trindme X? — X — 2 est A = (—1)? — 4 x
1% (=2) =9 > 0 donc (C) possede deux solutions réelles :

(1)~ /0 (1) /0
i 2% 1 et n 2% 1

Ainsi, 'ensemble des solutions de (H) est {z — Ae™® + Be** | (A, B) € R?*}.
Soit @ un réel et g : x — awe®®. La fonction ¢ est dérivable sur R comme composée et
produit de fonctions dérivables et, pour tout réel z,

J(x) = ae* + ax(2e*) = (2ax + a)e™.
De méme, ¢’ est dérivable sur R et, pour tout réel z,
g (x) = 2ae** + (2ax + a)(2e*") = (4azx + 4a)e*”

donc
J'(x) — ¢ () — 2g9(x) = (4ax + 4a)e** — (2ax + a)e** — 2awe*” = 3ae™.

1
Ainsi, pour que g soit une solution de (FE), il suffit que 3a = 1 i.e. a = 3 On en déduit que

1
x — —xe*® est une solution de (E) et donc que ensemble des solutions de (E) est

1
{a: — Ae ™ + <§x + B) e

(A, B) eR2}.

Exercice 4. Dans cet exercice, toutes les probabilités seront données sous forme de fractions
irréductibles.

On considére deux urnes U; et Us. L’'urne U; contient 1 boule rouge et 3 boules noires et
I'urne U, contient 3 boules rouges et 2 boules noires.

On s’intéresse a I'expérience suivante. On effectue un premier tirage d’une boule dans I'urne
U;. On note sa couleur et on la remet dans 'urne. On effectue ensuite une succession de tirages
d’une boule avec remise de telle sorte que :

e si, lors d’un tirage, on obtient une boule rouge alors le tirage suivant est effectué dans
I'urne Uy ;



e si, lors d’un tirage, on obtient une boule noire alors le tirage suivant est effectué dans

I'urne Us,.

Apreés chaque tirage, la boule est remise dans I'urne ou elle a été tirée.
Pour tout n € N*, on note R,, I’événement « La boule obtenue lors du n-iéme tirage est

Si la seconde boule tirée est rouge, quelle est la probabilité que la premiére boule tirée

. Déterminer la probabilité que les 3 premiéres boules tirées soient rouges.

rouge ».

1. a. Déterminer P(R,;) et P(R,).
b. Déterminer P(Ry | Ry) et P(Ry | Ry).
c. Déduire des questions précédentes la probabilité de Rs.
d.

soit également rouge ?

2. a

b.

Soit n € N*. Déterminer la probabilité que les n premiéres boules tirées soient rouges.

c. Soit n € N*. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une boule noire lors des n

premiers tirages ?

3. On pose, pour tout n € N*, p, = P(R,,).
a. En utilisant la formule des probabilités totales, démontrer que, pour tout n € N*,

1 3
n = —Pn _1_n-
Put1 = 7Pn+ £ (1= pn)
4

b. Pour tout n € N*, on pose u,, = p, — 9

Démontrer que (u,)nen+ €st une suite géométrique dont on précisera la raison et le

premier terme.

c. En déduire, pour tout n € N*, une expression explicite de u,, puis de p,, en fonction

de n.

d. Déterminer la limite de (p,) et donner une interprétation du résultat obtenu.

Solution.

1. a. Par équiprobabilité des tirages,

1 — 3

b. Si R; est réalisé alors le second tirage est effectué dans 'urne U; et, par équiprobabilité

1
des tirages, |P(Ry | Ry) = 1l Dans le cas contraire, le second tirage est effectué dans
. — 3
U, donc, de méme, |P(Ry | Ry) = i

c. Comme (R;, R;) est un systéme complet d’événements, par la formule des probabilités

totales,
— — 1 1 3 3
41
d P = |
onc | P(Ry) 0
d. Par la formule de Bayes,
P(R)P(Ry|R)) 3x; 1 80
P = — e i
(R1 | Ra) PR, ;% o x o
donc |P(R |R)—i
1 2) =771




. a. Par la formule des probabilités composées,
P(RiNRyNR3) =P(R)P(Ry | R)P(R3 | RN Ry).

Or, tant qu’on tire une boule rouge, on effectue les tirages dans 'urne U; donc

P(RiNRyNR3) = v

o]

1
X — X
4

=~ =

Ainsi, |la probabilité que les trois premiéres boules soient rouges est o1l

b. De la méme fagon

P(RiNRoN---NRy) =P(R)P(Ry | Ry) -+ P(Ry | RiNRo -+ N Rypy)

1
donc |la probabilité que les n premiéres boules tirées soient rouges est — |.

4n
c. L’événement « obtenir au moins une boule noire lors des n premiers tirages » est
le contraire de I’événement « les n premiéres boules tirées sont rouges » et ainsi

la probabilité d’obtenir au moins une boule noire lors des n premiers tirages est 1 — |

. a. Soit n € N*. Les événements R, et R, forment un systéme complet d’événements
donc, par la formule des probabilités totales,

_ _ 1 3
P(Rni1) = P(R,)P(Ruy1 | Ry) + P(Ry)P(Rugr | Ry) = pn X 1 + (1 = pn) x 5

1 3
donc [ pay1 = ~pu + =(1 = p,) |
onc | Pri1 4p+5( Pn)
b. Soit n € N*. Alors,
4 1 3 4
Up41 = Pn4+1 — 7 = 4pn+5(1_pn)_§
(1 3 3 4
“\175)PrT5
_noT
BT

T 4
~ 0\
7
—_ ",
20
Ainsi, | (u,) est une suite géométrique de raison 30t De plus son premier terme est
4 1 4 7

U1=p1—§=Z—§SOit ulz—%.




7 7 n—1
c. On en déduit que, |pour tout n € N*, u,, = —— (——) . Or, pour tout n € N*,

4 4 4 7 7\
Up = Pp — 9 donc p,, = 9 + u,. Ainsi, | pour tout n € N*, p, = 9 36 (—2_O> .

7 7 n—1
d. Comme -1 < —— < 1, lim (—— = 0 donc, par produit et somme,
10 n—+o00 20

li 1
1m n — =< |
n~>+oop 9

On en déduit qu’aprés un grand nombre de lancers, la probabilité de tirer une boule

rouge se stabilise autour de —.

Exercice 5. On considére la suite (u,) définie par ug = 0 et, pour tout n € N,

U1 = VU2 +n.

1. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, est bien définie et u,, > 0.
2. Calculer uq, uy et us.

3. a. Montrer que, pour tout n € N,
(Unt1 = Un)(Unt1 + up) = n.

b. Justifier que, pour tout n € N, w11 + u,, = 0.
c. En déduire que (u,) est croissante.

d. En utilisant le résultat de la question 3.a., démontrer par 'absurde que (u,) diverge
et en déduire la limite de (uy,).

4. a. Justifier que, pour tout n € N*, u,, > /n — 1.
b. Retrouver, par une autre méthode, le résultat de la question 3.d..

n—1
5. a. Soit n € N. En calculant de deux facons différentes Z(ui 11— up), démontrer que
k=0
i = n(n — 1)'
2

b. En déduire, pour tout n € N, une expression explicite de u,, en fonction de n.
c. Déterminer un équivalent simple de u,, quand n tend vers +oo.

Solution.

1. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « u, existe et u, = 0 ».
e Initialisation. Comme uy = 0, ug existe et ug = 0 donc P(0) est vraie.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Alors, u, existe et u2 +mn >0
donc /u2 + n existe et est positif i.e. u, 1 existe et u, 1 = 0. Ainsi, P(n + 1) est vraie.
e Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que,

pour tout n € N, u,, existe et u,, > 0 ‘




. Uy

Uz

Uus

= Uy = \/u%+O:\/02+0donc.
= UL = \/u%+1:\/02—|—1 donc.

:u2+1:\/u§+2:\/12—|—2d0nc us = V3|

. Soit n € N. Alors,

9
(Uns1 — tn) (Upg1 +n) = Uiy —ul = Ju2+n) —ul =ul+n—u

donc | (tpi1 — p) (Upi1 + uy) = n|.

. Pour tout n € N, u,, > 0 donc u,+; > 0 donc ‘un 4+ Upsi1 =0 ‘

. Soit n € N. Alors, (tp11 — Up)(Ups1+uy) =n donc (tpr1 — Up)(Ups1 +uy) = 0. Ainsi,

Upi1 — Up €b Uy + uy, sont de méme signe. Or, on a vu dans la question précédente

que Up11 + u, = 0 done uyq — uy, = 0. ‘On conclut donc que (u,) est croissante ‘

. Supposons que (u,) converge vers un réel £. Alors, u,; — ¢ donc u? , — (2.

n—-+00 n—-+o0o
2

On en déduit que uZ,; — u2 —— (* — (* = 0 ’est-a-dire, d’aprés la question 3.a.,
n—+0o00

n —— 0. C’est absurde donc | (u,,) diverge|. Comme (u,,) est croissante, on déduit
n—+00

alors du théoréme de la limite monotone que |u,, — +00|
n—-+o00

. Soit n € N*. Alors, n — 1 € N donc u,, = /u2_;+n—1. Or, v ;| > 0 donc

u? ,+n—1>mn—12>0 et, par croissance de la fonction racine carrée sur R,

\/u%,l—i-n—l)\/n—l. Ainsi, |u, > vn — 1|

. Comme 1_1&1 vn —1 = +o00, par le théoréme de comparaison, on déduit de I'inégalité
n oo
précédente que | lim wu, = 00|
n—-+oo

. Pour tout k € N, uf,, — ui = k donc

—
—_

3

) ) _"_k_(k—l)(k—1+1)_k(k—1)
(uk—i-l_uk)_ . = 5 = 5 )

b
Il

0

B
Il

D’autre part, en reconnaissant une somme téléscopique,

n—1
2 2 2 2 2
Z(Ulﬁq —U) = Upg — Uy =N,
k=0
n(n—1
car ug = 0. Ainsi, on conclut que |u? = ( 5 )
o n(n —1)
. Pour tout n € N, u,, > 0 donc on en déduit que, | pour tout n € N, u,, = — |
n(n—1 n?
. Par propriété, n(n — 1) = n> — n ~ n? donc, par quotient, % ~ et, par

. . n*
compatibilité avec les puissances, u,, ~ El i.e. comme n > 0, |u, ~

el




