TB1 lundi 12 mai 2025

Devoir surveillé n°6
Durée : 2h15

L’utilisation d’une calculatrice ou de tout document est interdite.
Toute sortie anticipée est interdite.

Exercice 1.

1. Dans chaque cas, calculer f’(z) pour € R. On ne demande pas de justifier la dérivabilité

de f sur R.
5 3 et—x
a. frxr— a2’ +2°+2x b. f:x+— 17
x+1
c. f:x+— d. f:z+—
f:x x cos(z) f:x )
2. Dans chaque cas, déterminer une primitive F' de f sur R.
a. frrr— a2’ +2°+x b. f:x+— 17
x? e?
frr— d. f:2+— ——
¢ fre zt 41 fea (ez+1)2

3. Dans chaque cas, déterminer, en détaillant, la limite de f(x) quand = tend vers a.

3

a. f:xr—zln(x), a =400 b.f:x%ﬁ,az(ﬁ c,f;x+—>x2x+1,a:—oo

Solution.
1. a. Pour tout réel z, | f'(x) = bz + 32° + 1|

b. Pour tout réel z, f(z) = 55(e“—z) donc | f'(z) = 5(e*—1)|

c. Pour tout réel z, f'(z) =1 x cos(x) + x x (—sin(x)) donc | f'(z) = cos(z) — xsin(x) |.

d. Pour tout réel z,

) = I x(e®+1)—(x+1) xe” _e'fl—zer—e”
(ex_|_1)2 (ex+1)2

1— T
i.e. f/(l') = ﬁ .

2. a. La fonction | F' : x — %$6 + ia:‘l + %xz est une primitive de f sur R.

b. Pour tout réel z, f(z) = s5(e”—x) donc la fonction | F : x — %(ex—é) est une

primitive de f sur R.



Pour tout réel z, f(z) = § x m‘fffl donc F : x — In(|z* + 1|) est une primitive de

f sur R. De plus, pour tout réel z, z* + 1 > 0 donc | F : x — In(z? 4 1) | est une
primitive de f sur R.

1
La fonction | F' : z — — 1 est une primitive de f sur R.
efl‘
lim In(z) = +oo donc, par produit, | lim f(z) = 00|
T—+00 T—>+00
x
lim In(z) = —oo donc, par quotient, | lim =0/
z—0t ( ) patd z—0t ID(JZ)
3
, . xr - z . 1 . 1
Pour tout réel z < 0, f(z) = 21+ 1) =TT Or, acgrjloo -z = 0 donc xkgloo I+ =1
3
et, ainsi, par quotient, | lim = —00|
P 4 z——o0 2 +1

Exercice 2. On considére 'ensemble F' = {(z,y,2) € R? | 3z — 2y — z = 0}.

1. Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de R? et en déterminer une famille généra-
trice.

2. Déterminer une base de F' et donner sa dimension.

3. On considére les vecteurs u = (1,2, —1) et v = (2,2,2) et on pose G = Vect(u, v).

a.
b.

C.

Montrer que G est inclus dans F'.
Déterminer la dimension de G.

Que peut-on en conclure ?

Solution.

1. On remarque que

F={(z,y,2) € R®| 2 = 3z — 2y}
={(z,y,32 = 2) | (z,y) € R?}
= {2(1,0,3) + y(0,1,-2) | (z,y) € R*}

donc, en posant e; = (1,0,3) et e; = (0,1, —2), on a F' = Vect(ey, ez). Ainsi, F' est un
sous-espace vectoriel de R? et (e1, e;) en est une famille génératrice.

2. Comme les deux vecteurs e; et ey ne sont pas colinéaires, la famille (eq, e5) est libre donc

(e1,e2) est une base de F'|.

On en déduit que |dim(F) = 2|,

3. a.

b.

Comme 3x1—-2x2—(=1)=0,u€ Fet,comme3x2—-2x2—-2=0,veF.Par
propriété, on en déduit que Vect(eq,ey) C F i.e. .

Comme les deux vecteurs u et v ne sont pas colinéaires, (u,v) est libre donc (u,v) est
une base de G et ainsi |dim(G) = 2|,

. Comme G C F et dim(F) = dim(G), par propriéteé, .



Exercice 3. Résoudre dans R I'équation différentielle (E) : ¢y — 3y = e”.
On cherchera une solution particuliére sous la forme g : z — ae” avec a € R.

Solution. L’équation homogéne associée a (E) est (H) : y' — 3y = 0. L’ensemble des solutions
de (H) est {z — C'e3*| C € R}.
Soit a e Ret h: x> ae®. Alors, h est dérivable sur R et, pour tout réel x,

h'(x) —3h(x) = ae®—3ae ™= —2ae”.

Ainsi, pour que h soit solution de (E), il suffit que —2a =1 i.e. a = —3.

On conclut que |ensemble des solutions de (E) sur R est {z — —1e"+Ce?| C € R}|

Exercice 4. Dans cet exercice, toutes les probabilités seront données sous forme de fractions
irréductibles.

Un club d’échec compte 10 membres : 6 filles et 4 garcons.

1. a. On choisit un membre du club au hasard.
Quelle est la probabilité que ce membre soit une fille ?
b. On choisit successivement 4 membres différents du club.
Quelle est la probabilité de choisir 4 filles ?
2. Pour participer a un concours, le club doit former une équipe de trois membres.
a. Combien d’équipes différentes est-il possible de former ?
b. On forme une équipe au hasard et on choisit un membre de 1’équipe au hasard comme
capitaine. On considére les événements :
e A : «’équipe est composée de 3 filles » ;
e B : «1’équipe est composée de 2 filles et 1 garcon » ;
o (' : «I'équipe est composée de 2 garcons et 1 fille » ;
e D : «l'équipe est composée de 3 garcons » ;

e F : «le capitaine de I’équipe est une fille ».
1 1 3
Montrer que P(A) = 6 P(B) = 5 et P(C) = 10
c. En utilisant la formule de probabilités totales, calculer la probabilité de E.

Solution.

1. a. Par équiprobabilité, la probabilité de choisir une fille est 1% = %

b. Notons, pour tout i € {1,2,3,4}, A; : «le i-éme membre choisi est une fille ». Alors,
par la formule des probabilités composées,

6
—X
10

5 4 3 1
—X=X= = —
9 8 7

P(AlﬂAgﬂAgﬂ/Ll) = P(Al)PAl (AQ)PAlﬁAQ (AB)PAlﬂAzﬂAg (A4) = 14

Ainsi, |la probabilité de choisir 4 filles est 1—14 .

2. a. Le nombre d’équipes qu’on peut former est

= 120.

10 _10><9><8_2><5><3><3><8
3) 3! N 6

Il y a donc ’ 120 équipes possibles|.




6 6 x5 x4 20 1
b. Comme Card(A) = ( ) L = 20, par équiprobabilité, |P(A) = 50 = & |
6 x5 60 1
De méme, Card(B ( ) ( ) 5 X 4 =60 donc |P(B) = 50 = 3 et

Card(C) = (;l) X (1) 1 2 x 6 = 36 donc |P(C) = 13—260 = % .

c. Comme les événements A, B, C' et D forment un systéme complet d’événements, par
la formule de probabilités totales,

P(E) = P(A)P(E | A) + P(B)P(E | B) + P(C)P(E | C) + P(D)P(E | D)

1 1 2 3 1
= xl+x-4+—x=-4+P(D
6x +2 3+10 3+ (D) x0
_1+1+1
6 3 10
36
" 60

donc |P(E) = g .

Exercice 5. On considére la suite (u,) définie par ug = % et, pour tout n € N|
U,
nu, +1°

Up4+1 =

1. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, existe et est strictement positif.
2. Calculer u; et uy. On donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles.
3. a. Démontrer que (u,) est décroissante.
b. En déduire que (u,) converge. On ne demande pas de déterminer la limite de (u,,).
4. a. Justifier que, pour tout n € N, u,, < 1.

2
b. Démontrer que, pour tout n € N,

1 1— 2u,
— un —
n+ 2 T (n+2)(nuy, + 1)
1

n+2
c. En utilisant un raisonnement par disjonction de cas, démontrer que, pour tout n € N,

1
n+1

et en déduire que, pour tout n € N, u, 11 <

Un <
d. En déduire la limite de (u,).

Solution.

1. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « u, existe et u, > 0.
e Initialisation. Comme uy = 3, P(0) est vraie.

e Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Alors, u, existe et u, > 0. Dés
un

lors, comme n > 0, nu,, > 0 donc nu, + 1 > 0. Ainsi, u,; = existe et, de plus,

Ny,
comme u, > 0 et nu, + 1 >0, u,.; > 0 donc P(n + 1) est vraie.

e Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout n € N, u,, existe
et est strictement positif.




1
i s Uo 3
2. Par définition, u; = Oug - 1 = % donc
1
Uy = g .
3. a. Soit n € N. Alors,
un

Upy1 — Up = m -

Or, u, >0etn >0 doncnu, +1 >

Ainsi, pour tout n € N, u,, 1

_un<

1 U : 1 2
uy = —| et ug = = = — X — donc
o+l 141273
Uy — (nuy, + 1uy, —nu?
Uy = = .
nu, + 1 nu, + 1
. —nu?
1 et —nu? < 0 donc, par quotient, ——"— < 0.
nu, + 1

0 donc

(uy,) est décroissante |.

lim wu, =0|

d’encadrement,
n—+oo

b. La suite (u,) est décroissante et minorée par 0 (d’aprés la question 1.) donc, par le
théoréme de la limite monotone, | (u,) converge |.
4. a. La suite (u,) est décroissante et ug = % donc, | pour tout n € N, u,, < % )
b. Soit n € N. Alors,
1 1 Uy, nu, +1—(n+2)u, nu,+1—nu, —2u,
— Uy, = — = =
n—+2 1 n+2 nu,+1 nu, +1 nu, + 1
; 1 1—2u,
onc —Up1 = —— |
n+ 2 1 nu, + 1
Or, pour tout n € N, u, < 1 donc 1 — 2u,, >0 et u, > 0 donc (n + 2)(nu, + 1) > 0.
Ainsi, par quotient, pour tout n € N, i Upr1 = 0 et on conclut donc que,
n
1
our tout n € N, v, < —— |
P S g2
c. Soit n € N. ) )
Sin =0 alors u, = = et =1 donc u,, < ——.
2 n+l1 n+1
Sin > 0 alors n —1 > 0 donc, d’aprés la question précédente,
- 1
Uy = Uy —_
(=S (1) 42
_ 1
Le. U, < ——.
n+1
1
Ainsi, on conclut que, |pour tout n € N, u,, < ——|
n+1
1
d. Ainsi, pour tout n € N, 0 < v,, < ——. Or, lim = 0 dongc, par le théoréme
n+1 n—+oo N +



