TB1 lundi 6 mai 2024

Devoir surveillé n°6
Durée : 3h

L’utilisation d’une calculatrice ou de tout document est interdite.
Toute sortie anticipée est interdite.

Exercice 1.

1. Dans chaque cas, calculer f'(z) pour z € D. On ne demande pas de justifier la dérivabilité

de f sur D.
223 + 322
a. fror—a®+42° - 5243, D=R b.f:xH%,D:R
. r+1
c. f:xr—zxln(z), D=R] d.f:x»—>x2+2, =R
e. [x—e™@ DR f.f:z—In VE) p=Rr
’ x+1)’ +
2. Dans chaque cas, déterminer une primitive F' de f sur I.
5 i+ 1
a. frxr—2’4+x+4, I=R b. f:x+— 9 , I =R
c. fixr—3e* I=R d. f:x+— 2x , =R
¢+ 1

1 1 1
e. frxr— ——— I =]-2;400] f.f:x— — I:]——;—i—oo{

(x42)% Var +1 4

3. Dans chaque cas, déterminer un équivalent simple de wu,, lorsque n tend vers +oo.

2n

— 3 _
1. Up = 3n°+2n—1 2. Uy = m

1 .
3. u, =nln <1 + —2> 4. u, = e sin(3) 1
n

Solution.

1. a. Pour tout réel z, | f'(x) = 322 + 8z — 5|,

_6x2—|—6x,

b. Pour tout réel x, f'(x) o e %x2 + %a“ .

1
c. Pour tout réel x > 0,f'(x) =1 x In(z) + & x — ie. | f'(x) =In(x) + 1|
T

o Ix(®+2)—(r+1) x 2 ,o L —at = 2w+ 2
= CEDE Le. | f'(z) = W

d. Pour tout réel x, f'(x)

e. Pour tout réel z, | f'(x) = (1 + cos(x)) e @) |




f. Pour tout réel x,
£(@) = In(a/Z) — In(z + 1) = In(z) + %ln(x) (e 4+1) = gln(x) “ne + 1)

donc

T+ 3

ie. | fl(x) = et D)

2. a. Une primitive de f sur [ est | F': z +—— %+x2—2+4x.

b. Uneprimitivedefsur]estF::cl—>%(%4—:6) soit F:xn—>%+%.

c. Pour tout réel x, f'(x) = % x 2e2% donc une primitive de f sur I est | F : x — Se

d. Pour tout réel z, f(z) = §x 2% donc une primitive de f sur [ est| F' : x — In(z? + 1) |

e. Une primitive de f sur [ est | F : x —— —m :

4
2v4x+1

f. Pour tout réel z > —1, f(z) = 3 x donc une primitive de f sur I est

F:x>—>%\/4x+1.
3. a. Comme (u,) est polynomiale, .

2 2
~ = donc |u, ~ 3= |

2n

b. De méme, u,, ~ 35

c. Etant donné que lirf - = 0, par théoréme, In(1 + %) ~ -5 donc, par produit,
n—-+0oo

1 1 o 1
unwnxn2~netam51 Up ~ |

d. Comme lim % =0 et limsin(z) = sin(0) = 0, par composition, lim sin(<) = 0.
n—-+00

n——+o00 z—0
Ainsi, par théoréme, e*™&)—1 ~ sm(%). Or, comme lim % = 0, par théoréme,

n—-+oo

1

sin(1) ~ L et donc, par transitivité, | u, ~ = |
n n n

Exercice 2. On considére le polynéme P = 2X3 +3X? — 11X — 6.
1. Montrer que 2 est une racine de P.
2. Factoriser le polynome P.

3. Résoudre dans R I’équation P(x) = 0 d’inconnue z.

Solution.
1. P(2) =2x 22 +3%x22—11—6=16+ 12— 22 — 6 = 0 donc |2 est une racine de P|

2. Comme P est de degré 3 et comme 2 est racine de P, il existe des réels a, b et ¢ tels que

P=(X—-2)(aX?+bX +¢). Or,

(X—2)(aX?+bX +c) = aX*+bX*+cX —2aX?—2bX —2c = aX*+(b—2a) X*+(c—2b) X —2c



donc, par unicité des coefficients d’un polynéme

a=2
b—2 =3 =2
— a:
donc b=7
c—2b=—-11
c=3
—2c=—6

Ainsi, |P = (X —2)(2X2 +7X +3) |

3. D’apres la question précédente, pour tout réel z,

Plr)=0<= (2 —-2)22° +T2+3)=0<=2—-2=00u 22>+ T2 +3 =0

D’une part,  —2 = 0 si et seulement si z = 2. D’autre part, le discriminant de 22?4+ 7x+3
est A =72 —4x2x3=25>0 donc I'éqaution 22% + 7z + 3 = 0 posséde deux solutions

réelles :
=T —=V25

xr =

2 % 2 T 9x2 2

Ainsi, |'ensemble des solutions de P(z) = 0 est {2;—-3; —3

Exercice 3. On considére I'équation différentielle (E) : y” — 2y’ + 10y = 9te ~2.
1. Résoudre Iéquation différentielle (H) : y” — 2y + 10y = 0.
2. Déterminer une solution particuliére de (E) sous la forme t — (at+0b)e =% ou (a,b) € R

3. Déterminer I'ensemble des solutions de (£).

Solution.

1. L’équation caractéristique associée a (H) est (C') : 2% — 2z + 10 = 0. Le discriminant de
2?2 — 2+ 10 est 6 = (—2)? —4 x 1 x 10 = —36 < 0 donc I’équation (C') posseéde deux
solutions complexes conjuguées :

—(—=2) —iv/36
2x1

T = =1-3i et ro =71 =14 31.

Par théoréme, on en déduit que ’ensemble des solutions de (H) est

{t — e’(Acos(3t) + Bsin(3t)) | (A, B) € R?}|

2. Soit (a,b) € R* et g : t — (at + b)e . La fonction g est dérivable sur R comme
composée et produit de fonctions dérivables et, pour tout réel t,

gdt)=ae +(at +b)(—2e %) = (—2at +a — 2b) e .
De méme, ¢' est dérivable sur R et, pour tout ¢ € R,
g'(t) = (—2a) e *'+(—2at + a — 2b)(—2e ') = (4at — 4a + 4b) e ~*.
On en déduit que, pour tout réel ¢,

g'(t) —24'(t) + 10g(t) = (4at — 4a + 4b) e 2 —2(—2at + a — 2b) e *'+10(at + b) e ~*
= (18at — 6a + 18b) e

Ainsi, pour que g soit solution de (£), il suffit que 18a =9 et 180 — 6a = 0 i.e. a = % et

b= Déslors, |g:t— (3t + 5)e 2 est une solution de (E) |




3. Par théoréme, on en déduit que 'ensemble des solutions de (E) est

2 6

{t — (lt + 1) e ?'+e’(Acos(3t) + Bsin(3t)) | (A, B) € R*}|.

Exercice 4. Dans cet exercice, tous les résultats doivent étre donnés sous forme de fractions

irréductibles.

Dans tout 'exercice, on considére une urne contenant 4 boules rouges et 6 boules noires.

1. Dans cette question, on suppose qu’on tire simultanément 3 boules dans 'urne.

a. Déterminer la probabilité d’obtenir 3 boules rouges.

b. Déterminer la probabilité d’obtenir 3 boules noires.

c. Déterminer la probabilité d’obtenir 3 boules de la méme couleur.

d. Déterminer la probabilité d’obtenir 1 boule rouge et 2 boules noires.

2. Dans cette question, on suppose qu’on effectue successivement et sans remise 2 tirages
d’une boule dans 'urne.. On note R; 'événement « Obtenir une boule rouge au premier
tirage » et Ry ’événement « Obtenir une boule rouge au second tirage ».

a. Déterminer P(R;) et P(R;).

b. Déterminer P(R, | Ry) et P(R, | Ry).

c. Calculer P(Ry).

d. Sachant que la seconde boule tirée est rouge, quelle est la probabilité d’avoir obtenu
une boule blanche au premier tirage ?

Solution.

1. On modélise I'expérience par I’équiprobabilité sur I’ensemble des (130) = 10X3?X8 = 10X69X8 =
120 tirages possibles.

4
a. Notons A : « Tirer 3 boules rouges ». Alors, P(A) = % = s ie |P(A) = 5|
¢ 6x4
b. Notons B : « Tirer 3 boules noires ». Alors, P(B) = % = =45 e |P(B) =¢|
c. On cherche la probabilité de AU B. Or, A et B sont incompatibles donc P(AU B) =
P(A)+P(B) = 55 + ¢ = 35 soit | P(AUB) = 1|
- - (1))
d. Notons C' : « Tirer un boule rouge et 2 boules noires ». Alors, P(C) = 5% =
6x5
—4X12§ = 2% soit [P(C) = 5|
2. a. Par ¢quiprobabilité des tirages, P(R;) = 15 soit | P(R;) = 2| De méme, P(R;) =
soit | P(R;) = 2|,
b. Par équiprobabilité, P(Ry | Ry) = 3i.e.|P(Ry | Ry) = 1 |et, de méme, | P(Ry | Ry) = 5 |.
c. Comme R; et R; forment un systéme complet d’événements, d’aprés la formule de

probabilités totales,

P(Ry) = P(R)P(Ry | B1) + P(R)P(Ry | By) =

soit

P(R,) = 2|.

(G0 )

X

L3 418
9

3
= X
) 45

Wl



d.

D’aprés la formule de Bayes,

Ol

X
Q| W~
X
N | Ut

alpo| X
] =

donc |P(R; | Ry) = 2|

Exercice 5. On considére la suite (u,) définie par ug = % et, pour tout n € N, w11 = /Uy.

1. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, existe et est positif.

2. Calculer u; et uy. On donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles.

3. a.
b.

C.

. a.

. Démontrer que, pour tout n € N, 1 —wu,1q =

Démontrer par récurrence que (u,) est majorée par 1.
Déduire de la question précédente que (u,) est croissante.
Conclure que (u,,) est convergente et déterminer sa limite.
Justifier que (u,) est minorée par 1.

1
1+

En déduire que, pour tout n € N, 1 — ;41 < %(1 — Up)-

(1 —up).

. . 15 4\"
Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, 1 — u,, < 16 X (5) .

. Utiliser ce qui précéde pour retrouver la limite de (u,) par une méthode différente de

celle de la question 3.c..

Solution.

1.

Notons, pour tout n € N, P(n) : « u, existe et u, = 0 ».

Initialisation. Par définition, ug existe et vaut & > 0 donc P(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Alors, u,, existe et est positif donc
/U, est bien définie i.e. u,; existe. De plus, \/u, > 0 donc u, 1 > 0. Ainsi, P(n + 1)
est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, ‘pour tout n € N, u,, existe et est positif ‘

YOS UV -1 — 1 V1 -1
C U= 16—m1.e.u1—4etu2— 1= 5 le U2 =g
. a.

Considérons, pour tout n € N, la proposition Q(n) : « u, < 1».

Initialisation. Par définition, uy = % < 1 donc Q(0) est vraie.

Héreédité. Soit n € N. Supposons que Q(n) est vraie. Alors, 0 < u,, < 1 donc, par
croissance de la fonction racine carrée sur [0; +oo[, \/u, < V1ie. upy < 1. Ainsi,
Q(n + 1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout entier n € N,

u, < 11ie.|(u,) est majorée par 1. |.

Soit n € N. Alors, 11—ty = /Up—Uy = /Un(1—/Up) = Upr1(1—=1p41). Or, d’apres
la question 1., u, 1 = 0 et, d’aprés la question 3.a., u, 1 < 1 donc 1 —u,; > 0. Par

produit, on en déduit que u, 1 — u, > 0. Ainsi, | (u,) est croissante |

La suite (u,) est croissante et majorée par 1 donc, d’aprés le théoréme de la limite

monotone, | (u,) converge vers un réel £ < 1.

D’une part, on a lim wu,,; = lim w, = ¢. D’autre part, lim wu, = /¢ > % (car
n—-+0o n—-+4o0o n—-+00

(uy,) est minorée par %) et lim+/z = V0 donc, par composition, lim /u, = V7 i.e.
z— n——+00



1ir£ Un+1 = VL. Par unicité de la limite de (t,41), on en déduit que ¢ = v/¢. Comme
n—

> 16,\/_7£Odon(: en divisant par v/¢, il vient /£ =1 i.e. £ = 1.

AlIlSl, on conclut que | lim wu, = 1|
n—-+o0o

. Comme la suite (uy,) est croissante, (u,) est minorée par son premier terme donc

(uy) est minorée par 7= |

. Soit n € N. Alors,

(- Vi) + Vi) 1= i

1l —up1 =1—-Vu, = =

1+ /u, 1+ /u,

donc |1 —uy 1 = 1 —u,)|

Syl
/i
. Soit n € N. D’apreés la question 3.c., u, < 1—16 donc, par croissance de la fonction

racine carrée sur [0; 400, \/t, = % Le. \/u, = l Deés lors 1+ u, > 5 donc, par

Comme (u,) est majorée

décroissance de la fonction inverse sur |0 ; 400, 1+ f < 5

up) < (1 —uy) ie., dapres la

par 1, 1 — u, > 0 donc on en déduit que 1+\ﬁ(l

question précédente, 1 — g < %(1 — Up) |

. Considérons, pour tout n € N, la proposition R(n): «1—wu, < i—g X (%)”
Initialisation. Par définition, 1 —ug =1— 15 = 12 = et 10 X (3)° = 12 x 1 = 12 donc
R(0) est vraie.

Héreédité. Soit n € N. Supposons que R(n) est vraie. Alors, 1 —u, < 15 X (£)"
donc, en multipliant par + > 0, on en déduit que (1 —u,) < 1 x (3)"™. Or, par
la question précédente, 1 — u, 1 < %(1 — uy,) donc 1 — w4 g 1—2 X (%)"“. Ainsi,
R(n+ 1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout entier n € N,

ﬁ—wgﬁx@wy

16 5
. Comme (u,) est majorée par 1, pour tout n € N, 1 — un > 0. Ainsi, d’aprés la
question précédente, pour tout n € N, 0 < 1 — u,, < 1 16 (%)” Or, ‘%‘ < 1 donc
lim (3)" = 0. Par le théoréme d’encadrement, on en déduit que lim 1 —wu, =0 et
n——+0o n——+00

donc| lim wu, =1|
n—-+00




