TB1 lundi 9 mars 2026

Devoir surveillé n°5
Durée : 3h

L’utilisation d’une calculatrice ou de tout document est interdite.
Toute sortie anticipée est interdite.

Exercice 1.

1. Dans chacun des cas suivants, déterminer, en détaillant, la limite de f(z) quand x tend

vers a.
a. f(r) = -2+ 5x, a = +oo b. f(z) = lngg)’ a=0"
c. f(x)= :;111, a =400 d. f(z) = vz(1 —In(x)), a = +o0

2. Dans chaque cas, on admet que f est dérivable sur I. Calculer f'(x) pour tout z € I. On
simplifiera au maximum les résultats lorsque cela est possible.

a. frxr—e—x, [ =R b. f:zr—aln(z) —z, I =]0;+0c0]

c. f:xr— I=R d.f:xl—>e%,I:R*

e
er + 1’

3. Dans chaque cas, déterminer une primitive de f sur 'intervalle I.

4
1
a.f:x»%%, I=R b. f: 2 sin(z)e®®@ =R
e’ In(x) .
C.f:$'—>m,[:R d.fﬁl’|—> ,I:RJF

4. On considére les deux nombres complexes z; = 1 +1 et 29 = 3 — 4i. Déterminer la forme
algébrique des nombres suivants en détaillant les calculs nécessaires.

1 z
a) z3 = 21 + 22 b) z4 = z129 C) z5 = — d)zﬁz—1
<1 22
e) z1 =7 f) 28 =21 — 2 g) 2= — h) z0= | —
<2 21
Solution.
1. a. Pour tout réel z, f(x) = 2(—x +5). Or, liI_IFl r = 400 et liI_P —x + 5 = —oo dong,
T—>r+00 T—>r+00
i li = —00|
par produit, I_l)l}rloof(x) 00
b. lim In(z) = —occ et lim z? = 0" donc, par quotient, | lim f(z) = —oco|.
z—07F z—07F z—0t
, (1 - ) -5 .
c. Pour tout réel z, f(z) = &5 = . Or, lim e” = +oo et donc, par
e?(e® + %) x(e”+ %) z—r+00
1 1 1
quotient, lim — = 0. Dés lors, par sommes, lim 1+— =1et lim e+ — = 400
z—+o0 e¥ r—+00 et T—+00 et

donc, finalement, par quotient, | lim f(z) =0
r—r+00

d. D’une part, lim /r = +oco et, d’autre part, lim In(x) = +o0o donc, par différence,
T—+00

T—-+00

hrf 1 —In(x) = —oo et finalement, par produit, | lim f(x) = —o0|.
T—>+00 T—r—00




2. a. Pour tout réel z, | f'(z) = e* — 1|

1
b. Pour tout réel x > 0, f'(z) = 1 xIn(x)+2xx ——1=In(z)+1—1 donc ‘ f'(z) = In(z) ‘
T

) e’ x (e +1)—e” xe” e +4e’ —e* | e’

c. Pour tout réel z, f'(x) = @+ 172 = (e + 172 soit | f'(x) = &+ 172
. 1

d. Pour tout réel x # 0, f'(x) = e

1/1 1 1 1 1
3. a. Uneprimitivede f sur Rest F': © — 1 (—x5 + =22 + x) soit| F' i o — —a% + 22 + —x

5 2 20 8 8
b. Pour tout réel z, f(z) = — (- Sin(x)ecos("”)) donc une primitive de f sur R est

F:qp— —eos@) |

1 1 1
c. Une primitive de la fonction fsurRest F: v — ——X———ie. | F iz r— ———«——|
3 (e*+5)3 3(e* +5)3
1
d. Pour tout z € R%, f(x) = —In(z) donc une primitive de la fonction f sur R est
N
u'(z)u(x)

1
F:x»—>§ln(x)2.

4. a. z3=1+i+(3—4i) donc|[z =4-3i|
b. zy=(1+1)(3—4i)=3—4i+3i+4 donc |z =7—1|

1 i 11,
C. 25:1+i:12+12d0nc 2525—51.

1+i (1+i)(3+4i) 3+4i+3i—4 1 7.

d. = pr— e d —_— - -

T34 324 (42 25 one % = Top T og!

e. 27y =

+1 donc .

I
f. 2z3=(1+1)— (3—4i)=—2+51 donc |z =—2—5i]
1

g Zg=—== L :3_4i donc 29:i—ii.
3—4i 3441 32+42 25 25
he 2 — (3—4i> _ @ _ 3441 (3+4i)(d+i)  3+3i+4i-4 donc
141 1+1i 1—1i 12+ (—1)2 2
1 7.
ZlO—_§+§1

—»

Exercice 2. Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, v)
On pose zg = 8 et, pour tout n € N,

1+iV3

Zn+1 = 1 Zn-

On note, pour tout n € N, A,, le point d’affixe z,.

1. Déterminer la forme algébrique de z1, 25 et z3.

1+iV3
4

L . ) nr
b. En déduire, en raisonnant par récurrence, que, pour tout n € N, z, = 2,1%36‘ 3.

2. a. Ecrire sous forme exponentielle.

3. Pour tout n € N, on note u,, la distance OA,,. Justifier que (u,,) est une suite géométrique
dont on précisera la raison.

Solution.



1. Par définition,

C1+iV3

x 8i.e. |2 =2+ 2iV3|:

® 7|1 = )
4
14+iv3 1+iv3)? 1+2iv3—-3
o - +4“F><(2+21\/§):< +;f) _ 1T 1{ e[z = —1+iv3]:
14+i1v3 ) 1+1v3)(—1+1v3 -1-3.
o VR iy - EVICLEWS) A8, e

1+1\/_

2. a. Posons z = 1 . Alors,
1 /3 1’ (v3)
A=+ =4 (3) + (%
4 4 4 4
Des lors,
1{1 3 1
~3 (Tl?) =5 (cos (5) +isin (3))
1 .
et done |z = —e'3 |
2

b. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « z, = 5:5€'5 ».
Initialisation. D’une part, zg = 8 et, d’autre part, 20%36“)% = 2%3 x 1 =2%=8 donc
P(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Alors,

1+iV3

o . 1 % 1 i"‘Tﬂ . ]_ 1 1<§+%) o 1 i(n-;l)ﬂ
R R A T M U T = Qw3

donc P11 est vraie.

™

. . . L n
Conclusion. Par le principe de récurrence, | pour tout n € N, z, = 2,} s€e'’3

3. Par définition, pour tout n € N,

OA, = |z,| =

1 n+1-3 1 1 n—3 1
Ainsi, pour tout n € N, u, 1 = (5) =3 X (5) = iun donc on conclut que

(uy,) est une suite géométrique de raison o

Exercice 3.

1. a. Déterminer le signe du trinéme P = X2 — 5X + 4.

b. En déduire que I'ensemble des solutions sur R de I'inéquation e** — 5e% +4 > 0 est

]—00;0] U [In(4) ; +o0].
9

2. On considére la fonction f définie sur R par f(x) = G + z. On admet que f est

dérivable sur R.

a. Déterminer les limites de f en —oo et en +oc.
e? — 5 + 4

(24e7)2
c. En utilisant le résultat de la question 1.b., déterminer les variations de f sur R.

b. Démontrer que, pour tout réel z, f'(x) =

d. Dresser le tableau de variation de f sur R.



e. La fonction f admet-elle des extremums locaux ? Admet-elle des extremums globaux
sur R?

f. On note % la courbe de f dans un repére orthonormé (O 1,7).

Déterminer les abscisses des points en lesquels la tangente & % est horizontale.

Solution.

1. a. Le discriminant de P est A = (—=5)*—4 x 1 x4 =9 > (0 donc ce trindme posséde deux

—(=5) — V9 —(=5 9
racines réelles : x; :uzl et xgzuzél. Comme a =1 > 0,
2x1 2x1

on en déduit que P > 0 sur |—oo;1] U [4;+oo] et P < 0 sur [1;4].
b. On peut remarquer que, pour tout réel z,

¥ —5e" +4>0+= P(e”) >0
donc, par la question précédente,

e —5e"+4>0<=e"<loue" 24 <= <In(l)ouz >In(4) — 2 <0ouz >In(4).

Ainsi, | ensemble des solutions de e** — 5e* +4 > 0 sur R est |—o0; 0] U [In(4) ; +-00] |

2. a. Comme lim e® = 400, lim 24 e” = +o0 dong, par quotient, lim = 0. Ainsi,
T—>+00 T——+00 2 + et
par somme, | lim f(x) = +oo|.
r—r+00
. : . . 9 9 .. .
Comme lim e* =0, lim 24 e* = 2 donc, par quotient, lim = —. Ainsi,
T——00 T——00 z——00 2 + e% 2
par somme, | lim f(z) = —o0|.
T—r—00
b. Pour tout réel z,
e’ —9e® + (1 +e%)? —9e® + 4 + 4e® + e**
f(z) =9 x —— 5 | t1= ( 5 ): 5
(24 ev) (24 ev) (24 ev)
d () e?® — 5e® +4
onc r)=——
(2 + ev)?

c. Pour tout réel z, (2+e%)? > 0 donc le signe de f’(z) est le signe de e** —5e” +4. On dé-
duit alors de la question 1.b. que f'(x) > 0si et seulement si x € |—o0;0]U[In(4) ; +00]
donc on conclut que f est croissante sur |—o00;0], décroissante sur [0;In(4)] et
croissante sur [In(4) ; +ool.

d. On aboutit au tableau de variation suivant :

x —00 0 In(4) +00
signe
3 +00
Variation
de f
— 00 2 +1n(4)

e. D’apreés le tableau de variation, ‘ f admet un maximum local en 0 valant 3| et elle

admet | un minimum local en In(4) valant 3 + In(4) |

En revanche, comme lim f(z) = +ooet lim f(z) = —oo, f n'a pas d’extremum
T—r+00 T——00

global sur R.



f. La courbe ¥ admet une tangente horizontale au point d’abscisse a si et seulement si
f'(a) = 0. Or, par I’étude précédente, f'(a) = 0 si et seulement si a = 0 ou a = In(4).

Ainsi, | 4 admet des tangentes horizontales aux points d’abscisses 0 et In(4) |.

1 -1 -1
Exercice 4. On considére la matrice A= |1 -1 -2
2 -1 1
1. Démontrer que A est inversible et déterminer A=,
r—y—z=1
2. En utilisant des matrices, résoudre le systéme (S) : ¢  —y — 22 = —1  d’inconnue
20 —y+ 2 =2
(z,y,2) € R3.
Solution.

1. Soit (a,b,c) € R3. On considére le systéme

r—y—z=a I,
(TYSz—y—22=0b Ly
2c —y+z=c Lg

Alors,
r—y—z=a Ly r—y—z=a Ly
(T)ﬁ —z=b—a Lo+ Ly— 11 <= y+3z=c—2a Lo < Lg
y+3z=c—2a L3+ L3—2L, —z=b—a L34 Lo

Le systéme ainsi échelonné posséde 3 pivots donc il est de rang 3. Ainsi, A est une matrice
carrée d’ordre 3 qui est de rang 3 donc \A est inversible \ De plus,

(2 —y=a+ (a—b)

(T) <= sy=c—2a—3(a—10)
(z=a—b

(2 =2a — b+ (—5a+3b+c)
= (y=-5a+3b+c
(z=a—"b

(2= —3a+2b+c

= <{y=-5ba+3b+c

(z=a—"b
-3 2 1
donc|A7'=1-5 3 1
1 -10
x
2. L’écriture matricielle du systéme (S) est AX = Bavec X = |y | et B= (1 —1 2).
z
Comme A est inversible, (S) admet une unique solution donnée par
-3 2 1 1 -3
X=A"B=|-5 3 1||-1]=]|-6
1 -10 2 2

Ainsi, |'unique solution de (5) est (=3, —6,2) |.




Exercice 5. On considére la matrice M définie par M = <(23 ;)

1. On consideére la matrice C' = (130) et 'équation (E) : X = M X + C d’inconnue X une

matrice de taille 2 x 1.
a. Déterminer la matrice NV telle que (E) soit équivalente & NX = C.
b. Justifier que N est inversible et déterminer N 1.

c. En déduire que 'unique solution de (E) est la matrice V = (:;)

2. On considére les suites (a,) et (b,) définies par ay = 10, by = 20 et, pour tout n € N,

Qpr1 = 2a, + b, + 3
b1 = 6a, + 3b, + 10

Qnp

bn

a. Justifier que, pour tout n € N, X,,.1 = M X, + C' et, en déduire que, pour tout n € N,
Y11 = MY,. (On rappelle que V.= MV 4+ C.)

_11 00
_ 2 3 _
b. OnposeP—(1 1) etD—(O 5).

Vérifier que P est inversible et que M = PDP~*.

c. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, M" = PD"P~1

d. On admet que, pour tout n € N*, Y,, = M"Y,.
Déterminer, pour tout n € N*| Y, en fonction de n puis en déduire, pour tout n € N*,
les valeurs de a,, et b,, en fonction de n.

On pose, pour tout n € N, X, = ( ) et Y, =X,—-V.

Solution.
1. a. L’équation (E) équivaut & X — M X = C c’est-a-dire (Is—M)X = C donc N = I,— M

: -1 -1
ie. | N = (—6 _2> .
b. Comme det(N) = (—1) x (=2) — (—=1) x (—=6) = —4 # 0, la matrice N est inversible

1 /-2 1
-1 _ -
est | N7 = 4(6 _1>.

/-2 1 3 —1
. . , . R o -1 o - o
c. Ainsi, (E) équivaut a X = N7'C' = ~1 ( 6 _1) (10) = (_2> et on conclut que

I'unique solution de (E) est bien V' = (:;) .

2. a. Soit n € N. Alors,

v (1) 2a, +b, +3 \ [ 2a,+b, n 3y (21 an n 3
" byt ) \6a, +3b,4+10) — \6a, + 3b, 10/ \6 3)\b, 10

c’est-a-dire ’Xnﬂ =MX,+C ‘

On en déduit que Y41 = X,,1.1 —V = MX,, + C —V donc, comme V = MV + C,

Yo = MX, +C = (MV +C) = M(X, = V) ie. |V = MY, |

b. Comme det(P) = —1 x 1 —1x 5 = —2 # 0, la matrice P est inversible. De plus,

3
) donc

D
Il
R

wie |
ulloy
(S [V TN}

_1 1N\ /o 0\ /-6 2 L IN/0 o0 2 1
ror (1 1)(05 ( ) (1 1><6 3> (6 3>




c. Considérons, pour tout n € N, la proposition H(n) : « M™ = PD"P~1 ».
Initialisation. Comme M° = I, et PD°P~! = P[,bP~' = PP~' = [, H(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que H(n) est vraie. Alors

M™' = M"M = (PD"P~")(PDP™') = PD"(P~'P)DP!
= PD"[bD™' = PD"DP~" = pD""' P!

donc H(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, | pour tout n € N, M = PD"P~!|

0 0
0 5"

d. Comme D est diagonale, pour tout n € N*, D" = (0 0> - (

0 5
)5 ) (5 )
0 5 =
0 0
6 x 5"t 3 x5t
~(2x5mt 5t
~\6 x5t 3 x5l
On en déduit que, pour tout n € N*,
s [2x 5t Tl 10 — (—1)
Yo =M™ = (6 x 5t 3 x 5”1) (20 —(-2)

_(2x5mt gt 11
T \6 x5t 3 x sl )\ 22

. 44 x 5n1
ie.|Y, = (132 y 5n1) .

Or, pour tout n € N, Y,, = X,, — V donc
44 x 51 -1 44 x 5nt—1
An=Yot V= (132 x 5n—1) - <—2> - (132 x 511 — 2)

On conclut que, |pour tout n € N*, a, =44 x 5" —1et b, = 132 x 5771 — 2|,

) . Dés lors,

pour tout n € N*,

=Wl =l
(S [C S]]




