TB1 lundi 19 février 2024

Devoir surveillé n°5
Durée : 3h

L’utilisation d’une calculatrice ou de tout document est interdite.
Toute sortie anticipée est interdite.

Exercice 1.

1. Dans chacun des cas suivants, déterminer, en détaillant, la limite de f(z) quand z tend

vers a.
1
a. f(r) =e"+2° a=—oc0 b. f(z) = —— +1In(z), a=0"
T
fa) =5 a=s d. Jw)=re*—a, a=+
c. f(z) = g a=+00 fx)=ze"—x, a =+

2. Dans chaque cas, on admet que f est dérivable sur I. Calculer f'(x) pour tout x € I. On
simplifiera au maximum les résultats.

a. fror——2® —/x, [ =]0;+o0] b. f:x+— xsin(z), I =R
1 (x—1)e”
frrr— ————, [=R d. f:o2+—~—"— T=R
¢ [z (cos(z?) +2)%’ fw er+1 7
3. On considére les deux nombres complexes z; = 1 4+1 et 29 = —2 4 3i. Déterminer la

forme algébrique des nombres suivants en détaillant les calculs nécessaires :

1 z
8)23221+ZQ b)Z4:2,'122 C)Z5:— d)ZﬁZ_l
21 Z9
e)27221 f)Zszzl—Zz g)z9:: h)ZloZ —
22 21
1 0 —1 010
4. On considére les matrices A= 12 0 1 et B=1|1 0 1
01 O 010

Calculer A — 2B, AB, BA et B2.

Solution.
1. a. lim e*=0et lim z? = +oo donc, par somme, | lim f(x) = 400/
T—r—00 Tr—r—00 T—r—00
. 1 : :
b. lim —— = —oo et lim In(z) = —oo donc, par somme, | lim f(z) = —o0|.
z—0t X z—0t T—r—00
, P(l-%) 1-5 , . L
c. Pour tout réel x > 0, f(z) = — = —. Or, d'une part, lim 1-— =1
ZL‘2(1 + F) 1+ s T—+00 2

et, d’autre part, lim 1+ — =1 donc, par quotient, | lim f(z)=1|
T—r—+00 €T T—r—+00

d. Pour tout réel z, f(x) = z(e®—1). Or, 111:{1 e”—1 = 400 donc, par produit,
T—>+00

lim f(z)=4o0|

r—r-+00

1
2. a. Pour tout z > 0, | f'(z) = 32* — —=|

2Vx

b. Pour tout réel z, f'(z) = 1 X sin(z) + = x cos(z) donc | f'(x) = sin(x) + x cos(x) |




6z sin(x?)

3% 2z x (—sin(2?))
(cos(z?) +2)* |

(cos(x2) + 2)* soit | f'(x) =

c. Pour tout réel z, f'(z) =

d. Pour tout réel z,

(1 xe®+(x—1)e?)(e®+1) — (z—1)e*xe® wze®(e®+1)— (v —1)(e?)?

fi(@) = (e"+1)2 - (e"+1)2
~eflz(e” 1) — (x —1)e?] _ elretr —re +e”
(ex+1)2 (ex+1)2
donc | f'(z) = %

3. a. z3=1+i+(—2+3i)donc|z =—1+4i|

b. zg=(1+i)(-2+3i)=—2+3i—2i—3 donc |z = =5 +1|

1 1—1 1 1.
C. Z5:1+i:12+12 donc 2525—51.
1+i (1+i)(—2—-3i) —2-3i-2i+3 1 5
d. = e = d [
0T T3 (—2)2 + 32 13 onels T a3 gt
e. 27:1+idonc.
f. zg=(1+1)— (—2+31)=3=21 donc |z =3+2i|
1 1 -2+ 31 d 2 . 3.
. RgEm /= = onc | 2g = ——— —1
& T =TT 2-31 (221 (32 T 13 13
—2+3i —2+31 -2-3i (-2-3i)(1+i) -2-2i-3i+3
h. Zloz E—— = = = - = =
1+i 1+1i 1—i 124+ (—1)2 2
1 5,
donc 210:5—51.
1 -2 -1 0 00 2 0 1 1 01
4. |A-2B=10 0 —1|,|AB=|0 3 0]||BA=[11 —1]let|B =10 2 0
0 -1 0 1 01 2 0 1 1 01

Exercice 2. Pour tout nombre complexe z, on pose Z = 2% + z(z + 2).

1. On suppose que la forme algébrique de z est z = a +1b.
Montrer que Re(Z) = 2a® + 2a et Im(Z) = 2ab — 2b.

2. a. Montrer que si z est imaginaire pur alors Z est imaginaire pur.
b. La réciproque est-elle vraie?

3. Déterminer I'ensemble des complexes z tels que Z est réel.

4. Existe-t-il un complexe z tel que Re(Z) = —17

5. Existe-t-il un complexe z tel que Re(Z) < 07

Solution.
1. On a

Z = (a+ib)*+ (a —ib)(a+ib+2) =a® + 2iab — b* + a* +iab+2a —iba + b* — 2ib
= 2a* + 2a +i(2ab — 2b)

donc |Re(Z) = 2a* + 2a et Im(Z) = 2ab — 2b|.
2. a. SiinRalorsa:OdoncRe(Z):2><02+2><O:Oetdonc.




b. La réciproque est fausse. En effet, si 2 = —1 alors a = —1 donc Re(Z) = 2(—1)? +
2(—1) =0 et ainsi ’ Z est imaginaire pur mais 2z ne ’est pas ‘

3. On a

ZeR<—=Im(Z)=0<=2(a—1)=0«<=b=0oua=1

donc |’'ensemble des z tels que Z est réel est RU{1 +1b|b e R} |
4. On a

Re(Z) = —1 <= 2a* +2a = —1 <= 2a> +2a + 1 = 0.

Or, le discriminant du trindéme 2X2+4+2X 41 est A = 22—4x2x1 = —4 < 0 donc ce trinome
n’a pas de racine réelle. Ainsi, |il n’existe pas de complexe z tel que Re(Z) = —1|.

a = —% donc Re(Z) = 2(—%)2 —+ 2(—%) = —% < 0. AiHSi, on conclut

5. Pour z = —%,

qu’/il existe un complexe z tel que Re(Z) < 0.

V3

1
Exercice 3. On considére le nombre complexe j = —3 + 17.

. Montrer que j2 = j.
. Montrer que j € U.

1
2
3. Ecrire j sous forme exponentielle.
4

. Calculer sous forme algébrique ;3 puis j2%4.
Solution.
2
1 3 1 1 3 3 1 3 =
1. Onaj* = <—§+i§> 21_2X5X1§_12_5_i\§ done | j* = j|.

2
, N (V3 13 :

: 27 .. (27 T pen
3. j = cos 3 +isin 3 donc|j =e”s |

3 )
N . 27 2w X3 ,
4. Dés lors, j3 = <eB 3 > = eB8757 = 827 Jonc =1l

5. En remarquant que 2024 = 3 x 674 4 2, on en déduit que

RO BROTERZ (3674 o 2 (6T T
1 3
donc | j20%* = —— —i£ :
2 2
-1
Exercice 4. On considére la fonction f définie sur R\ {2} par f(z) = ’ 5
x pa—

1. Déterminer les limites de f en —oo, +o00, 2% et 27. Donner une interprétation graphique
de ces limites.

2. On admet que f est dérivable sur R\ {2}. Calculer, pour réel = # 2, f'(z) et en déduire
les variations de f.

3. Dresser le tableau de variation complet de f.

Solution.



1. Etude au voisinage de 400 et —oo.
Pour tout réel x # 0,

Cx(l-3) 1-1

T R

Or, lim 1-— % =1let lim 1-— % = 1 donc, par quotient, | lim f(z)=1]|.

T—r+400 T—+00 T—+00

De méme, lim 1 — % =let lim 1-— % = 1 donc, par quotient, | lim f(x)=1|
T——00 T——00 T——00

On déduit de ces deux limites que 47 admet une asymptote horizontale d’équation y = 1
aux voisinages de —oo et de +o00.
Etude au voisinage de 2.

lir%x—l =1let liH%I‘—Q:O. De plus, six > 2 alorsx—2 > 0etsiz < 2alorsz—2 < 0.
T—r T—r

Par quotient, on en déduit que | lim f(z) = +oo et lim f(z) = —oco|.
x—2F x—2~

Ainsi, la droite d’équation x = 2 est asymptote verticale a €.
2. Pour tout réel x # 2,

o Ix(@=2)—(z-1)x1 2-2-2+1
flo)= w2 N

—1
(z—2)?|
Ainsi, pour tout réel x # 2, f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur chacun des
deux intervalles |[—o00; 2] et |2; +o0].

soit | f'(x) =

3. On aboutit au tableau de variation suivant :

T —00 2 +00

1 +0o0

Variation de f

Exercice 5. Dans cet exercice, on admet que les fonctions f et g sont dérivables sur ]0; +ool.
1. Soit g la fonction définie sur |0 ; +oo[ par g(x) = zln(xz) + = — 1.
a. Montrer que, pour tout réel x > 0, ¢'(z) = In(x) + 2.

b. Etudier, pour tout réel z, le signe de ¢'(x) en fonction de x et en déduire les variations
de g sur |0; +o0].

c. Déterminer la limite de g en 4-o00.

d. On admet que hH(l) g(x) = —1. Dresser le tableau de variation complet de g.
T—
e. Calculer ¢g(1) puis déterminer, pour tout réel x > 0, le signe de g(z) en fonction de z.
2. On considére la fonction f définie sur |0;+o00| par f(z) = (z — 1) In(x).
a. Déterminer les limites de f en 0 et en +oo.
b. Démontrer que, pour tout réel z > 0, f'(z) = M
x

c. Déterminer les variations de f sur ]0; +oo].

Solution.



1. a. Comme lim In(z) = 400, par produit, lim zIn(z) = +oco. De plus, lim =z —1=
T——+00 T—r+00 T—+00

400 donc, par somme, |lim g = +o00|.
“+00

b. Pour tout réel z > 0,
1
g(x)=1xIn(z)+zx - +1
T

ie. |¢(x) =In(z)+ 2|

c. Ainsi, pour tout z > 0,

Jd(x)>0<=h(z)+2>0<=In(z) > 21>

donc |¢'(z) > 0six € [e?;+oo[ et ¢'(z) < 0six€]—o0;e7?|

’]

et croissante sur [e™%; +ool |.

On en déduit que | g est décroissante sur |—oo;e™

d. On déduit des questions précédentes le tableau de variation suivant.

z 0 e 2 +00

-1 +00
Variation de g \ /
—e2-1

e. Ona g(1) = 1In(1) + 1 — 1 = 0. D’aprés le tableau g est négative sur |0;e™2]. De
plus, sur [e7?; +o00[ g est croissante et s’annule en 1 donc g change de signe en 1 et
en 1 seulement.

On conclut donc que |g(z) < 0siz €]0;1] et g(x) > 0six € [1;+00[|

2. a. limz — 1= —1et limIn(xz) = —oo donc, par produit, | lim f(z) = +oo |
z—0 z—0 z—0

lim z—1=+ooet lim In(z) = +oo donc, par produit, | lim f(z) = +oo|
T—+00 z—+00 T—+00

b. Pour tout x > 0,

f/(x):1><ln(x)—|—(x—1)x1:1n<m>+$_1:xln(gv)—|—x_1

T x T
donc, on a bien, | pour tout réel z > 0, f'(z) = M )
x
c. Pour tout x > 0, f/(x) est du signe de g(x) donc f'(x) <0siz €]0;1] et f'(z) >0

six € [1;400].

Ainsi, | f est décroissante sur |0; 1] et est croissante sur [1;+o0[|.

0o -1 1
Exercice 6. Dans toute la suite, on considére la matrice A= | 1 2 -1
-1 -1 2
1. a. Exprimer A? — 3A en fonction de .
b. En déduire que A est inversible et exprimer A~! en fonction de A et de I5.

2. On considére les suites (r,,) et (s,) définies par 7o = 0 et so = 1 et, pour tout entier
naturel n,

T+l = 3Tn + Sp
Sp+1 = —2Tn

En utilisant la question 1.a, démontrer par récurrence que, pour n € N, A" =r, A+ s, 13.



n

3. On note, pour tout n € N, C,, = (r").

Déterminer la matrice B telle que, pour tout n € N, C,,; = BC,,.

On admet que, pour tout n € N, C,, = B"Cj. (On pourra utiliser sans démonstration ce
résultat dans la suite.)

1 1 10
4. OnnoteP:(_2 _1) etD:<O 2>.

a. Justifier que P est inversible et déterminer P!,
b. Calculer PDP~!.

5. a. Démontrer, par récurrence, que, pour tout n € N, B = PD"P~1,
ontl 1 2n—1
92 _ 2n+1 2 _ 2n>
6. Déduire des questions précédentes, pour tout entier naturel n, une expression explicite
de r,, et s, en fonction de n.

b. En déduire que, pour tout n € N, B" = (

. Déterminer, pour tout entier naturel n, une expression n fonction de n
7. Déte er, pour tout entier naturel n, une expression de A™ en fonction de n, A et I3
puis une expression explicite de A™ en fonction de n seulement.

8. Justifier que, pour tout n € N, A" est inversible et montrer qu’il existe deux réels ¢,, et
d,, que l'on explicitera en fonction de n, tels que (A")™! = ¢, A + d, 3.

Solution.
-2 0 0

1. a. Ontrouve A2—34A=| 0 -2 0 | ie |A%?—34=-2I;|
0 0 -2

b. Ainsi, A(A — 3I3) = —2I3 donc A x [—3(A —3I3)] = I3 donc A est inversible et
At = —1(A — 313) soit encore |A™t = 1A+ 315,

2. Consdisérons, pour tout n € N, la proposition, B, : « A" =r, A+ s, I3 ».
Initialisation. Etant donné que A° = I5 et que oA+ s¢ls = 0A+ 115 = I5, la proposition
B, est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que P, est vraie. Alors,

A= A" x A = (rpA + s,13) X A =1, A* + 5, A.
Or, d’aprés la question 1.a, A2 — 34 = —2I5 donc A% = 3A — 215 et ainsi
A" =1, (3A = 2I3) + s, A = (3 + 8p) A — 21 [ = 1y A+ S

donc P, est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, |pour tout n € N, A" =r, A+ s, 13|

3. Soit n € N. Alors,
Cfrnr\  (Bratsy) 3 1 Tn\
o= (50) = () = (G o)< (5) = e

3 1
en posant | B = (_2 0) .

4. a. Le déterminant de P est det(P) =1 x (—=1) — (=2) x 1 =1 # 0 donc P est inversible

1 /-1 -1 -1 -1
-1 _ : -1 _
et P —1(2 1)1.e.P —(2 1).

b. Les calculs donnent | PDP~! = B|




5. a. Considérons, pour tout n € N, la proposition Q,, : « B® = PD"P~! ».
Initialisation. Comme B° = I3 et PD°P~! = P[;P~! = PP~! = I, la proposition
Qo est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que (), est vraie pour un certain n € N.
Alors, d’apres la question 4.b,

B""' = B" x B = (PD"P~')(PDP"') = PD"(P~'P)DP™"
= PD"[;DP~" = PD"DP~' = PD""' P~}

donc )41 est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que|pour tout n € N, B" = PD"P~1|,

1 0
0 2"

g (L LN [t 0N (-1 -1\ _ (1 20\ (-1 -1
“\=2 —1J\o 2»)\2 1) (2 -2/ 2 1
C[—1+2x2n —142n
“\l2-2mx2 2-2m

b. Soit n € N. Alors, comme D est diagonale, D" = ( ) et donc

c’est-a-~dire |pour tout n € N, B" = (2 _ontl 9 _on

ontl 1 on 1)

6. Soit n € N. Alors, puisque 7o = 0 et sg = 1,

"o . ol 1 2n 1\ [0\ _ (2" —1
(o) =en=meo= (el 70) ()= (B2)

Ainsi, ‘pour toutneN,r,=2"—-1lets,=2-2" ‘

7. 1l s’ensuit que, |pour tout n € N, A" = (2" —1)A + (2 —2")[5 | i.e.

2 —on —(2" —1) om — 1
Ar= [ 2n—1 2@2"—1)+(2-2") —(2" —1)
—(2n — 1) —(2" —1) 22" — 1) + (2 - 27)

2—2" 1—-2" 2" —1
donc, |pour tout n e N, A" = 2" -1 2" 1-2"
1—-2 1-2" 2"




