TB1 lundi 5 janvier 2025

Devoir surveillé n°4
Durée : 3h

L’utilisation d’une calculatrice ou de tout document est interdite.
Toute sortie anticipée est interdite.

Exercice 1.

1. Effectuer les calculs suivants. On donnera les résultats sous forme d’entiers ou de fractions
irréductibles.

1 1 1 3% x 52 !
A=-+-+- pB=°"" C=> 2" D=> (6k+1)
k=3

3 5 10 - 15x9
2. Donner les valeurs des nombres suivants.

11 2
E = cos 5_7r F =sin el G = tan aill H:1—25in2<1>.
6 4 3 12

3. Soit n € N*. Simplifier au maximum les écritures des nombres suivants

() =0 exlr 20

4. Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes.
A(z) = 22(6—3x) B(z) = (3z+1)? C(x) = (z+1)(z+2)(z+3) D(z) = (z+1)°
5. Factoriser les expressions suivantes.

A(:E) =1 + 6x + 93:2 B(:B) — % — e3x C(ZB) — x2ez . erm D($> _ e49C _16.

T+Yy+z=2
6. Résoudre le systeme (S): ¢ 3z + 2y + 2 = 2
2r+y—z=-3
Solution.
10 6 3 19
LoA= 4 4 2 it | A= — |
30 30 T30 % 30
33 x 52 33 x52 52
B= - — 2 soit [B =5
3x5x32  3x5 5801
7 2 ‘
1 — 28 1—23 1—-256 1-8
C=)Y 2PN ok — — = — = 255 — 7 soit | C' = 248 |.
N e o=
100 100
100 x 101
Par linéarité, D = 6 k + 1=6x —— + 100 = 3 x 100 x 101 + 100 soit
2 2
D = 30400 |.
2.E=COS<7T—Z>:—COS(Z>CIOHCE:—ﬁ.
6 6 2

ol

. 8w+ 3w . 3 . s . (T .
F—sm( 1 )—51n<27r+z)—sm<7r—z>—sm<z>801t F =

Gztan(w—%) :—tan<%> donc |G = —V/3|.

<[

Par les formules de duplication, H = cos <2 X %) = cos (%) soit | H =




3. 1

k

20% 19

5 =10x19 done [T =190/
car7>3.

K = Z (Z) 3%1"% donc, par la formule du binéme de Newton, K = (3 + 1)" soit

=0
n

K- (Z)lkln—k - (g) —(14+1)" —1 donc[K =27 = 1]
k=

0
4. A(z) = 12z — 62 soit
B = (3x)* +2 x 3z x 1+ 1% soit

A(z)

622 + 122 |.

B(z) = 92% + 6z + 1|.

Clr) = (22 +2x+2+2)(x+3) = (2 + 32+ 2)(z +3) = 2 + 322 + 322 + 9z + 22 + 6

soit

Clx) =2+ 62> + 11z + 6.

En utilisant la formule du binéme de Newton et le triangle de Pascal,

D(z) = (**)? — 4% donc

6. On échelonne le systéme par la méthode du pivot de Gauss :

Ainsi,

(+1)P° =2 +5xa" x14+10x 2 x 12+ 15 x2® x P +5 x 2 x 11+ 1°

(x+1)° = 2° + 52* + 1023 + 102* + 5z + 1|,

)
)
)

) =12+2x 1 x 3z + (3z)* donc

=e(1 — %)

A(x) = (14 3x)?|

?(1% — (e®)?) donc

B(z) =¢e"(1 —e")(1 +¢e") |

T+T

=x X ze® — xe donc

C(x) = xe"(x — ") |.

D(z) =

(621‘

—4)(e* +4)|.

r+y+z=2

(S) 3z +2y+2=2

Ly
Ly <—

2r+y—z=-3 Ls

\

I'ensemble des solutions de (S) est {(1,—2,3)} |

(t4+y+2=2 L
—y—222—4 LQ(—L2—3L1
(—y—32=—-T7 Lz<+ L3—-2L,
(x+y+z:2 Ly
—y—2z=-4 Ly

% =-3 Ly <+ L3 — Lo
(2 +y+3=2 I,
—y—6=—4
(2 =3

(2 —-2+4+3=2 I,
y= -2

(2 =3

(.Tzl Ll
y=-2

z=3



Exercice 2. Le but de l'exercice est d’étudier la suite (u,) définie par

2u, + 3

ug = 0 et, pour tout n € N, « = )
0 y P y Un+1 I

1. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, > 0.

2. Calculer uy et up. (On donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles.)
Uy — 1

Up + 3

a. Justifier que le nombre ¢,, est bien défini pour tout n € N.

3. On pose, pour tout n € N, t,, =

b. Démontrer que (t,) est une suite géométrique.
c. En déduire, pour tout n € N, 'expression de t, puis celle de u,, en fonction n.

Solution.

1. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « u, = 0 ».
Initialisation. Comme uy =0 > 0, P(0) est vraie.
Héreédité. Soit n € N. On suppose que P(n) est vraie. Alors, u,, > 0 donc 2u,, +3 > 0

2u, + 3 ) o .
et u, +4 > 0 donc, par quotient, U—L > 0i.e.uyyq = 0. Ainsi, P(n + 1) est vraie.
Unp
Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, ‘pour tout n € N, u, >0}
0 2Xug+3 2x0+3 d 3
LU = = onc |u; = —|.
P w44 044 'y
2xu +3 2x34+3 B 18 4 18
Uy = = — =49 = X = le |up=—|

3. a. On a vu que, pour tout n € N, u,, > 0 donc u,, + 3 # 0 et ainsi on en déduit que
t,, est défini pour tout n € N|.

b. Soit n € N. Alors,

1 2un+3 1 2un+3—(un+4)
thar = Untl = 1 “unt4 _ Unt4
n 2un+3 20, +3+3(upn+4
tpyr + 1 Py + 3 %
_un—l>< up+4  u, —1 _1Xun—1
Cup+4 7 5u, +15 5(up,+3) 5 w, +3
= tn

NS o1
donc | (t,,) est une suite géométrique de raison 5l

ug — 1 1 1 1\"
c. Comme ty = 0 = ——, on en déduit que, pour tout n € N, ¢, = —= x { = | ie.

1
3 x5

n— 1
4 3 donc t,,(u,+3) = u, —1 donc t,u,+3t, = u,—1

U/n
donc t,u, —u, = —3t, — 1 donc u,(t, — 1) = —3t,, — 1. Or, pour tout n € N, 5™ > 1,

pour tout n € N, ¢, =

De plus, pour tout n € N, t,, =

1
3x 5" > 3 donc, par décroissance de la fonction inverser sur R , ¢, < 3 En particulier,
—3t,—1 3t,+1

tout n e N, ¢, #1d n = =
pour tout n , t, # 1 donc u Pa— -

. Ainsi, on conclut que, pour

tout n € N,
1
Lo 3xam) Al Te ks 343k
! 1+ = Lyt 3x5r 3xHr41

3 x hn



3(5" — 1)

Ainsi, | pour tout n € N, v,, = ——=|.
P 3xH+1

T —1
Exercice 3. On considére la fonction f:z —— In (e )

1.

5.
6.

e +1

Justifier que I'ensemble de définition de f est R7.
2. Calculer f(In(2)).

. On considére la fonction homographique A : x —

a.

r—1
r+1

Déterminer 'ensemble de définition de h.

b. Ecrire h sous forme réduite.

C.

. a.

b.

Déterminer les variations de h sur son ensemble de définition.
e’ —1 2
En utilisant la question 3., montrer que, pour tout réel x, =1- .
e+ 1 e® 41

En déduire que, pour tout z € R*, f(z) < 0.

En utilisant les variations de h, montrer que f est strictement croissante sur R .

Démontrer que f réalise une bijection de R* sur R* et déterminer f~'.

Solution.

1.

e
Pour tout réel z, e* > 0 donc € +1 > 0. En particulier, e* +1 # 0 donc

tout réel x. Cependant, f(x) existe si et seulement si

xT

existe pour
. e?r+1

> 0 i.e., comme e*+1 > 0, si
e?+1

et seulement si e* — 1 > 0. Or,

Ainsi, on conclut que | Dy = R |.

. f(In(2)) = In (M—_l) ~In @%) ~In (%) soit [ f(In(2)) = — In(3)]

. a.

b

e —1>0<c=e">1l<=e">e <2 >0.

eln(2) +1
f(z) existe si et seulement si z + 1 # 0 i.e. x # —1. Ainsi, | D, =R\ {—-1}|
Pour tout réel z # —1,

M@_I+1—1—1_x+1+-4 _1+—Q
a x+1 o+l x+1 r+1

donc la forme réduite de h est : | pour tout réel z, h(z) =1+ Py

x — E—
Comme g = —2 < 0, la fonction A est strictement croissante sur chacun des deux
intervalles |—oo; —1[ et |—1; +o0l.

Pour tout réel z, ¢ > 0 donc e” # —1 et ainsi h(e”) = 1 + c’est-a-dire

71 2
¢ 1

et +1

et +1 e + 1/

2
Pour tout réel x, e*+1 > 0 donc 7 > () et ainsi 1 — < 1. Or, la fonction In

et + et + 1

2 r—1
est strictement croissante sur R* donc In (1 — —) <In(1) ie. In (e ) < 0.
e$

et +1 +1

Ainsi, | pour tout réel z, f(z) < 0].

. Il résulte de la question précédente que, pour tout réel x, f(x) = In(h(e®)). Soit a et b

deux réels tels que 0 < a < b. Alors, comme la fonction exp est strictement croissante
sur R, ¥ < e® < el ie. 1 < e < e’. Ensuite, comme h est strictement croissante sur
|]—1;+00[, h(1) < h(e?) < h(e’) i.e. 0 < h(e?) < h(e’). Enfin, comme In est strictement
croissante sur R*, on conclut que In(h(e”)) < In(h(e”)) i.e. f(a) < f(b). On a donc

démontré que | f est strictement croissante sur R7_|.




6. Soit x € R* et y € R*. Alors,

e’ —1 e —1
= —qy=1 = oY =
y = f(z) Y n( ) ¢ =2

e’ + 1
e+ 1) =e"— 1= e+’ =e" -1
=l —e"=—e! —1l<=e"(eY-1)=—e'—1

L —ev—1 Lo+l
e = — <> =
y#0 e —1 1 —eY
eV +1 .
Or, comme y < 0, eV < 1 donc 1 —e¥ > 0. De plus, ey—|—1>0donc1 y>O. Ainsi,
—e

y:f(x)<:>x:1n<iy+1).

On en déduit que | f réalise une bijection de R* sur R* | et que

R — R*

(ea”—i—l)
r +— In
1—e”

Exercice 4. On considére un jeu de 10 cartes numérotées de 1 a 10. On tire successivement et
avec remise 3 cartes dans ce jeu.

1. a.
b
C.
d

e.

Combien y a-t-il de tirages possibles ?

. Combien de tirages contiennent au moins 1 nombre pair ?

Combien de tirages contiennent 2 nombres pairs et 1 nombre impair dans cet ordre ?

. Combien de tirages contiennent 2 nombres pairs et 1 nombre impair dans un ordre

quelconque ?
Combien de tirages contiennent au plus 1 nombre impair ?

2. Reprendre les questions précédentes en supposant les tirages successifs et sans remise.

3. Reprendre les questions 1.a., 1.b., 1.d. et 1.e. en supposant qu’on tire simultanément 3
cartes dans le jeu.

Solution.

1. a.

b.

Un tirage avec remise est une 3-liste avec répétition : il y a donc 10% = 1000 tirages
possibles.

Il y a 5 = 125 tirages qui ne contiennent que des nombres impairs donc il y a
1000 — 125 = 875 tirages contenant au moins 1 nombre pair.

. Iy a 5% x5 =125 tirages contenant 2 nombres pairs puis 1 nombre impair dans cet

ordre.

De la méme fagon, il y a 5 x 5 x5 = 125 tirages contenant 1 nombre pair puis 1 nombre
impair puis 1 nombre pair et 5 x 52 = 125 tirages contenant 1 nombre impair puis 2
nombres pairs. Ainsi, par le principe additif, il y a 3 x 125 = 375 tirages contenant 2
nombres pairs et 1 nombre impair.

Il y a 5 = 125 tirages ne contenant aucun nombre impair et 375 tirages contenant
exactement 1 nombre impair (d’aprés la question précédente). Par le principe additif,
il y a donc 375 4 125 = 500 tirages contenant au plus 1 nombre impair.

. S’il n’y a pas remise, il s’agit de 3-arrangements. Il y a donc 10 x 9 x 8 = 720 tirages

possibles.

Ilyabx4x3 =60 tirages qui ne contiennent pas de nombre pair donc il y a
720 — 60 = 660 tirages contenant au moins 1 nombre pair.



. Ilyabx4x5=100 tirages contenant 2 nombres pairs puis 1 nombre impair dans
cet ordre.

. De méme, il y a 5 x 5 x 4 = 100 tirages constitués d’'un nombre pair puis un nombre
impair puis un nombre pair et 5 x 5 x 4 = 100 tirages constitués d’'un nombre impair
suivi de 2 nombre pairs. Ainsi, il y a au total 3 x 100 = 300 tirages contenant 2
nombres pairs et 1 nombre impair.

. llyabx4x3=060 tirages qui ne contiennent pas de nombre impairs et, d’apres la
question précédente, 300 tirages qui contiennent exactement 1 nombre impair. Ainsi,
par le principe additif, il y a 300 4+ 60 = 360 tirages qui contiennent au plus 1 nombre
impaire.

10 10 x 9 x 8
. Siles tirages sont simultanés, il s’agit de combinaisons. Il y a donc ( 5 ) =5 =
10 x 9 x 8

Ix2x1

4
.Ilya<5 _ (5 _5x

=10 x 3 x 4 = 120 tirages possibles.

3 5 5 = 10 tirages qui ne contiennent pas de nombres pairs

donc il y a 120 — 10 = 110 tirages contenant au moins un nombre pair.

5 5 5x4
. Par le principe multiplicatif, il y a (1) X (2) =5 X >2< = 50 tirages contenant 2

nombres pairs et un nombre impair.

. Il'y a 10 tirages ne contenant que des nombres pairs et 50 tirages contenant exactement
1 nombre impair donc, par le principe additif, il y a 50 + 10 = 60 tirages contenant
au plus un nombre impair.



