TB1 lundi 9 décembre 2024

Devoir surveillé n°3
Durée : 1h30

L’utilisation d’une calculatrice ou de tout document est interdite.
Toute sortie anticipée est interdite.

Exercice 1. Effectuer les calculs suivants. On donnera les résultats sous forme d’entiers ou de
fractions irréductibles.

10

A:Z% B=>) (k+3) C:Z(l‘z) D =Y 2k

k=1 k=1 k=0 k=1
Solution.
A_1+1+1+1_12+6+4+3 P
1727371 12 DY
10 10 10 x 11
Par linéarité, B=Y k+ Y 3= 5 +3%x10=5x 11+ 30 soit [ B = 85|
k=1 k=1

Par propriété, C' = 25 donc |C' = 32|

10

10 x 11 x 21
Par linéarité, D = 2> k% = 2 x %zmx 11 x 7 soit [ D = 770
k=1

Exercice 2. Calculer les nombres suivants.

2024 1 2 21 1
A= 0 B = 0 C = cos [ 22 D = cos | 2L E =sin Lo .
1 8 3 4 6
Solution.
Par propriété, | A = 2024 |.
10 10 x 9
Par propriété, B = (2> = 2X soit .

1
Par propriété, C' = cos (ﬂ' — g) = — cos <g> donc |C' = —5t
20+1
Par propriété, D = cos u = COS (57r + f) = oS (’/T + Z) = — oS (E> donc
4 4 4 4
p- V2
2
18+1
Par propriété, £ = —sin M = —sin (37r + Z) = —sin (7r + f) = sin (Z) donc
6 6 6 6
1
E=—|
2

Exercice 3. On considére la suite (a,) définie par : ag = 4 et, pour tout n € N, a,,1 = 3a, — 4.
1. Calculer a; et as.
2. On considére la suite (b,) définie par : pour tout n € N, b, = a,, — 2.

a. Démontrer que (b,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier
terme.

b. Déterminer, pour tout n € N, une expression de b, en fonction de n et en déduire,
pour tout n € N, une expression de a,, en fonction de n.

3. Démontrer que, pour tout n € N, Z ap = 3"+ 2n 4 1.
k=0



Solution.
1. Par définition, a; = agy; = 3ag — 4 =3 x 4 — 4 donc et ap =a141 =301 —4 =

3><8—4soit.

2. a. Soit n € N. Alors,

b1 = api1 —2=3a, —4—2=3a, —6=3(a, —2) = 3b,

donc | (b,) est une suite géométrique de raison 3|. De plus, son premier terme est
bp=4-2=2|

b. On en déduit que, ‘pour tout n € N, b, =2 x 3"|. Or, pour tout n € N, b, = a,, — 2

donc a,, = b, + 2 et ainsi, ‘pour tout neN, a, =2 x 3"+ 2‘.

3. Soit n € N. Par linéarité de la somme,

iakzi(w3k+2)=2§:3k+2ﬂ:2=22ﬂ:3’“+2x (n+1).
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Or, comme 3 # 0,

zn:?)k_l_gn—l—l 1_3n+1_3n+1_1
k=0

1-3 -2 2
donc
- 3rt—1
Doar=2x 0 +2n+1)=3"" —1+42m+2

soit Zak =3y on 41|
k=0

Exercice 4. On considére ’application

f: R\{-3} — Rg\i_l}

—
v 3+
1. Calculer I'image de —2 par f.
2. Déterminer le(s) antécédent(s) de 2 par f.
3. Démontrer que f est bijective et déterminer f~1.
Solution.
, 2—(-2) 4 |
1. I’ de —2 t f(—2) = ———= = — soit —2)=4|
image de par f est f(—2) 35 () 1 soit | f(—2)
2. Pour tout réel z # —3,
2—ux 4
flz) =2 = =2<=2-10=20341r) <= 21 =0642r <= —4=3r <= —- ==1.
3+x T#-3 3

Ainsi, | 'unique antécédent de 2 par f est —3t

3. Soit y € R\ {—1}. Alors, pour tout z € R\ {—3},

=y — =y <—=2—1=1y(3 —=2—zr=3
fl@)=y 512 V52 =yl +2) x =3y +uzy
= 2-3y=axy+r<=2-3y=ux(l+vy)
2—3y_x

—
y#—1 1 +vy



2
De plus, si Ty —3 alors 2 — 3y = —=3(1 +y) = —3 — 3y donc 2 = —3 ce qui est

y3
— oY

—3.
14y 7

absurde donc

T yy dans R\ {—3}

Ainsi, tout réel y € R\ {—1} admet un unique antécédent = =

par f donc ’f est bijective‘ et, de plus,

f7hr R\1} — R\ {-=3}
2— 3z
T —

1+z

T+2y—2z=-6
Exercice 5. Echelonner puis résoudre le systéme (S){ 3z —y + z = 8
20 +5y+3z2=1

Solution.

r4+2y—z=-6 1L, (at—|—2y—z:—6 Ly
2x+5y+32=1 L3 y+5Z:13 L3<—L3—2L1

\
(x—|—2y—z:—6 Ly
<~ y+5Z:13 L2<—>L3

\
(x+2y—z:—6 Ly
— y+5z=13 Ly
\ 392 =107 L3 < L3+ 7L

(242 —3=—-6 L,
—Qy+5x3=13 Ly

2 =3 Ly < Ly + 7Ly
(2 +2x(=2)=-3 L,

= ly=-2 L,
2=3 Ly < Ly + 7L,
(2 =1 Ly

—qy=-2 Lo
z=3 Ly < L3+ 7L,

Ainsi, |'unique solution de (5) est (1,—2,3)]|.

n—1
2km
Exercice 6. Pour tout entier n > 2, on pose S,, = Z sin (—)
n
k=1
1. Calculer SQ, Sg et 54.
2. Quelle conjecture peut-on faire a partir des résultats précédents ?

3. Soit un entier n > 2.

a. En utilisant les formules d’addition, montrer que, pour k € [1,n — 1],

/TN . 2k 2kr w 2k w
251n<5>sm T = Cos T_ﬁ — COS T+E .



b. En déduire que 2sin (E> S, = cos <E> — cos (277 — E).
n

n n
c. Conclure.

Solution.
. 2x1m
1. Sy =sin ( 5 ) = sin(m) donc .
. (2x1x 2 x 27 21 4 NERERVE]
ngsm( 3 )+81n( ):sm(—)%—sm(?):?—?donc
S — 4 2x1nw n 2 X 2w 2x3m\ . <z>+ () + 3_7T B
4, = sin 1 sin 1 sin 1 = sin 5 sin(7) + sin 5 )=

1+O—1donc.

2. On peut conjecturer que, pour tout entier n > 2, S,, = 0.

3. a. Grace au formule d’addition,
cos (2 - Z) —cos (BT 2 — con (25 ) o (2 i (2 Y ()
o (25 () ()
= cos (27 ) cos () sin (227 ) sin ()
e () () o () ()

/T L 2km 2kr 0w 2kr w
donc 2s1n<5>sm - = CoS - — oS T+E .

b. Par linéarité, on en déduit que

On reconnait alors une somme téléscopique donc

9 in (E) S — cos <M B E) o (M B z)
n

n n n n
(27T 77) (2717? 71')
=cos|———| —cos| — — —
n o n n n
soit finalement |2 sin (E> S,, = cos (Z) — COS (27? — z) .
n n n

c. On en déduit, par propriétés du cosinus, que

2 sin (Z) S,, = cos <E> — COS <—z> = COoS <E> — COS (E> =0.
n n n n n
T T T
T < T done 2si (—) 0.0 It d S, = 0]
- 5 onc 2 sin - > n conclut donc que

De plus, comme n > 2, 0 <



