TB1 lundi 4 décembre 2023

Devoir surveillé n°3
Durée : 1h30

L’utilisation d’une calculatrice ou de tout document est interdite.
Toute sortie anticipée est interdite.

Exercice 1. Effectuer les calculs suivants. On donnera les résultats sous forme d’entiers ou de
fractions irréductibles.

11 10 5 20 10
A=2—4 B:ZQ C:ZQk D:Zk E:Zk2.
2 3 k=0 k=0 k=1 k=1
Solution.
ET I
A:%_%:gzéxidonc.
B =2x 11 donc |B = 22|,

1—26 1—64 —63
Comme2;«é1,C:1 7 = T = 1donc.
20 20+ 1 20 x 21
D= X(2+)= >2< — 10 x 21 done [ D = 210]

1010 F1)(2x10+1)  10x11x21

E = 5 5 —5><11><7d0nc.

Exercice 2. Calculer les nombres suivants.

10 9 . 3T 20m . 177
A—(2> B—(7) C-sm(z) D—COS<T) E—sm<—7).
SOIU?OOT() 1) 10x9
4= - ) _ 72 tone [A=45]

-1
32(3)29@2 )= 2% done [B=130)

Czsin(w—%)zsin(%) donc C:\/—i.

2
18 2 2 2
D = cos (%) = coSs (3 X 2T + %) = coS (%) = CoS (7r — g) = — coS (g) donc

D=1
2
—18
EF = sin<+ﬂ> = sin<—37r+%> = sin(—2><27r+7r+%> = sin<7r+g> =
— sin sin (E> donc | F = —1 )
6 2

Exercice 3.
1. Résoudre dans R 'équation (E) : 2X? 4+ 3X — 2 = 0 d’inconnue X.
2. Résoudre dans |— ;7] 'équation (F) : 2sin?(z) + 3sin(z) — 2 = 0.
3. Résoudre dans |— ;7] Pinéquation (1) : 2sin*(x) + 3sin(z) — 2 < 0.

Solution.



1. Le discriminant de 2X? 4+ 3X —2 est A = 3% — 4 x 2 x (—2) = 25 donc (E) posséde deux
solutions :
325 -8 342 2

1
X1: =—=-2 et X2: = == —.
2x2 4 2x2 4 2

1
L’ensemble des solutions de (F) est {—2 ; 5}

2. D’apres le résultat de la question 1.

(F) <= sin(z) = —2 ou sin(z) = %

Or, pour tout réel z, sin(z) > —1 donc sin(z) # —2. Ainsi, pour tout x € |—7; 7],

— T 5m
I=—o0oux=—.
6 6

N | —

(F) <= sin(x) =

)
L’ensemble des solutions de (F') est {% ; %}

3. D’aprés le résultat de la question 1., comme a = 2 > 0, 2X2 +3X — 2 < 0 si et seulement

1
si X e } —2;—5 [ donc, pour tout z € |—7; 7,

(I) <= -2 <sin(z) <

| —

Or, pour tout réel z, sin(z) > —1 donc, pour tout = € |—7; 7],

(I) <= sin(z) <

N | —

On conclut que




Exercice 4. On considére ’application

frR\(Z — R\

T

x— 2

1. Calculer I'image de 3 par f.
2. Déterminer le(s) antécédent(s) de 3 par f.

3. Démontrer que f est bijective et déterminer 1.

Solution.

1. f(3):%:%donc f(3) =2\

2. On résout f(x) =3 dans R\ {2} :

rz—1

fla) =3 =1

)
:3<:>x—1:3(x—2)(:>x—1:3w—6(:>5:2$<:>x:5.

5
Ainsi, |[I'unique antécédent de 3 par f est o1

3. Soit un réel y # 1. Pour tout réel x # 2,

1
yzf(:z:)(z)y:z_Qﬁy(x—Q)zx—l{z}yx—Qy:x—l
2y — 1
Syr—r=2y—l<=zy—1)=2y—1l<=a= :
y#1 y—1
2y —1 :
De plus, pour tout y # 1, si 1 =2alors 2y — 1 =2(y — 1) donc 2y — 1 =2y — 2 i.e.
1
—1 = —2, ce qui est absurde donc 1 #£ 2

2y — 1
Y 7 € R\ {2} donc

Ainsi, tout élément y € R\ {1} admet un unique antécédent = =

’ f est bijective | et

7o RA{1} — R\{2}
20 —1

T

r—1

Exercice 5.

n
n
1. Démontrer que, pour tout n € N, Z (k) = 2"
k=0

2. Soit n € N*. On considére la somme S,, = Z k (Z)
k=1

a. En utilisant la définition du coefficient binomial & 1’aide des factorielles, démontrer

-1
que, pour tout n € N* et tout k € [1,n], k(Z) = n<n >

kE—1
“~ (n—1
b. En déduire que S,, = nz (Z 1).
k=1

c. A l'aide d’un changement d’indice, conclure que S,, = n2"!.



Solution.

1. Soit n € N. Alors, Z <Z)
k=0

n
Newton. Ainsi, | pour tout n € N, (k> =2"|
k=0

(Z) 1¥1"7% = (1 4+ 1)" par la formule du binéme de
k=0

2. a. Soit n € N* et k € [1,n]. Alors,

n n! n!
k<k> = X S i = R
B n! B n(n —1)! (n—1)!
G-k GE-UD(mn-D—-G-0) " G-Dn-1—k_-1)

n n—1
donc k(k) —n(k_ 1) )

- —1
b. D’aprés la question précédente, S,, = Z n (Z )
k=1

) et donc, par linéarité de la somme,

c. Par le changement d’indice j = k — 1, on déduit de la question précédente que

n—1 n—1
-1 -1
S, = nz <n ) > Or, par la question 1., Z <n , > = 2"~ donc on conclut que
- J

=0 N 7

S, =n2"1|

n
Exercice 6. Pour tout x € R et tout n € N, on pose S, (z) = Z sin(kzx).
k=0

1. Calculer Sy(%) et S3(3).

2. Soit n € N et z un réel tel que x = 0 [27]. Calculer S, ().

3. a. Démontrer que, pour tous réels a et b,

cos(a — b) — cos(a + b)

sin(a) sin(b) = 5

b. Soit = un réel tel que x # 0 [27r]. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N,

_ sin(

Sp(z) =

Solution.

1. Sy(3) =sin(0 x §) +sin(l x ) +sin(2 x 3) =0+ ? + \/75 done | S2(Z) = V3|

S3(5) = sin(0 x §) +sin(l x §) +sin(2 x §) +sin(3 x §) = 04+ 1+ 0+ (—1) donc
Sy(3)=0]

2. Comme = = 0 [27], pour tout entier k, kz = 0 [27] donc sin(kx) = 0. Par suite, S, (z) = 0.

3. a. Soit a et b deux réels. Alors,

cos(a —b) —cos(a+b)  cos(a)cos(b) + sin(a) sin(b) — (cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
2 2
_ cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) — cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
2

_2 sin(a) sin(b)
2



cos(a — b) — cos(a + b)
5 :

donc |sin(a) sin(b) =

sin("50%) sin (%

. Considérons, pour tout n € N, la proposition P, : « S,(z) = n(Z) ».
sin(Z
2
e Initialisation. D’une part, Sy(z) = sin(0 x z) = sin(0) = 0 et, d’autre part,
sin((ogl) ) sin(%) _ sin(g) sin(0)

sin(3) - sin(%)

e Hérédité. Soit n € N. Supposons que P, est vraie. Alors, S, (z) =

= sin(0) = 0 donc Fy est vraie.

(+)

sin (=

in(*y)

)

IR \_/

sm(
donc

Spt1(x) = Z sin(kz) + sin((n + 1)z) = S, (z) + sin((n + 1)z)

_ sin(5 >Sm(ﬂ)+81n((n+l)x)

5 ) sin(%5F) +sin((n 4 1)) sin(5)
sin()

Ainsi, par le résultat de la question a.,

COS((”EI)”” —mmy_ cos(@ + ) + cos((n+ 1)z — %) —cos((n + 1)z + %)

Snia(r) = 2sin(Z)

cos(§) — COS(W) + cos( e

cos(5) — cos(

Par ailleurs, toujours d’aprés le résultat de la question a.,

N 2
coS (%) — cos <(2"J2r3)x>
2

(n+2)x (n+1)x (n+2)x (n+1)x
S (n+2)z\ . ((n+ Dz COS( z 2 >_COS( 5 T3 )
SIN | ——— | SIn
2 2

sin (42

sin(3)

e Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout

sin({127)

donc S, 4 1(x) =

et ainsi P, est vraie.

(nt

sin(+*

n() |

VneN, S,=

)s
5)

sm(




