Corrigé du devoir surveillé n°2

Exercice 1. Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes d’inconnue z.

(Ey): Tz =0 (E9): (5—x)(2x+6)=0 (F3): 62 —2° =0 (Ey):2°+52—6=0

Sbr —4
(I): bz —3<0 (12):3i+1<0 (I3): Bz +1)* > (2—2)° (I):2* =22 +3>0
Solution.7 0
(E1)<:>7x:?<:>a::0

L’ensemble des solutions de (Fy) est {0} |.

(Eg)<:>5—x:00u2x+6:0<:>5:x0ux:—g<:>x:5oux:—3
L’ensemble des solutions de (FEs) est {5;—3}|.

(B3) <= 2?(6—1)=0<=2"=00ub—2z=0<=x=00uz=56
L’ensemble des solutions de (F3) est {0;6} |

Le discriminant de 2% + 5z — 6 est A =52 — 4 x 1 X (—=6) = 49 > 0 donc I'équation (E;)

admet deux solutions réelles : z; = % V149 = _5% ”149 =1.

L’ensemble des solutions de (Ey) est {—6;1}|.

—6 et 9 =

Par propriété, |1’ensemble des solutions de (/;) est }—oo : %[ .

Pour (I3), on utilise un tableau de signe :

z —00 —% % 400
signe de bxr —4 — — 0 +
signe de 3z 4 1 - 0 + +
signe de giﬁ + — 0 +
Ainsi, | Pensemble des solutions de () est | —1;1].
(I) = Bz +1)*—-(2—2)*>0
— [Bzx+1)—2—-2))[Bz+1)+(2—2)] >0
— (4 —1)(2x+3)>0
On peut alors dresser un tableau de signe :
L —0 -3 i +o0
signe de 4 — 1 — — 0 +
signe de 2z + 3 — 0 + +
signe de (4z — 1)(2x + 3) + 0 - 0 +
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Ainsi, |’ensemble des solutions de (I3) est } —00; —; [ U } 1 +00 [

Le discriminant de 2% — 2x + 3 est A = (—=2)2 =4 x 1 x 3 = —8 < 0 donc, comme a = 1 > 0,
pour tout réel z, x? — 2z + 3 > 0. Ainsi, on conclut que |’ensemble des solutions de () est R.

Exercice 2. Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes d’inconnue x.
(Ey) @ |z| =4 (Es) :|lx—3]=2 (L):|p—2z| <7 (L) : |22 — 5] = 3.

Solution.
(B)) <= z=40uz=—4
L’ensemble des solutions de (E;) est {4;—4}.

(By) <= zr—-3=20uaxr—3=-2<=zc=5oux=1
L’ensemble des solutions de (E») est {5;1}.

()= —T<b-20<T4=-12< 2w <2 2>1> 5 -1 <w <6

L’ensemble des solutions de (I;) est |—1;6].

(12)<:>2x—5230u2:£—5<—3<:>2x28ou2$<2<§>x>40ux<1

L’ensemble des solutions de (1) est |[—oco; 1] U [4; 400].

Exercice 3. Pour tout réel z, on pose P(z) = 62* + 72® — 272% + 172 — 3.
1. Démontrer que, pour tout réel z, P(z) = (222 — 3x + 1)(32% + 8z — 3).
2. Résoudre dans R I'équation P(z) = 0 d’inconnue z.
3. Déterminer, pour tout réel z, le signe de P(z) en fonction de z.

Solution.
1. Soit x € R. Alors,

(2% — 37 + 1)(32* + 8z — 3) = 62* + 162° — 62° — 92° — 242* + 9z + 32° + 8z — 3
= 62t + 72 — 2727 + 172 — 3
= P(z).

Ainsi, | pour tout réel z, P(z) = 6x* + 7a® — 272% + 172 — 3|,

2. On déduit de la question précédente que, pour tout réel x,
P(z)=0<+<= 22> -3r+1=0o0u32”>+8x —3=0.

Le discriminant de 222 — 3z + 1 est A = (=3)? =4 x 2 x 1 =1 > 0 donc ce trindme
posséde deux racines réelle distinctes :

—(-3)—Vv1 1 —(=3)+v1 _

r=———== et Tg=—""""""—=2
2% 2 2 2 %2

Le discriminant de 322 + 8z — 3 est A = 8% — 4 x 3 x (—=3) = 100 > 0 donc ce trindme
posséde deux racines réelle distinctes :
~ —8—+v100 ~ —8+v100 1

n=T5yg  — 3 et =T 3

1 1
On conclut donc que |1’ensemble des solutions de P(x) = 0 est {5 12:—3; g} :




3.

Pour déterminer le signe de P(z) en fonction du réel z, on peut utiliser un tableau de
signe,

z —00 -3 % % 2 +00
signe de 22° — 3z + 1 + + + 0 — 0 +
signe de 322 + 8x — 3 + 0 - 0 + + +
signe de P(x) + 0 - 0 + 0 - 0 +

Ainsi, on conclut que | P(x) > 0 pour tout z € |—o0; —3] U E : %} U[2;+00[| et que

1 1
P(z) < 0 pour tout x € [—3;5] U {5;2} .

Exercice 4. On s’intéresse a U'inéquation (/) : |22 — 4] < |3 — z|.

1.
2.

3.
4.

Déterminer le signe de 2z — 4 puis le signe de 3 — x en fonction du réel x.

Justifier que, si z € |3;+o0], (I) se réécrit 2z — 4 < x — 3 et en déduire que (I) n’a pas
de solution dans |3 ; +oo.

En raisonnant de méme, résoudre (/) sur [2; 3] puis sur [—o00;2].

Déduire des questions précédentes I'ensemble des solutions de (I) sur R.

Solution.

1.

2.

Par propriété, 2z —4 > 0siz € [2;400] et 2r—4 < 0six € |—00;2[. De méme, 3—z > 0
siz €]—00;3] et 3—ax <0sizeld;+o0l

Six € ]3;+00] alors 2z —4 > 0 donc |22 —4| = 2x —4 et 3 — 2z < 0 donc |3 —z| =
—(3 —x) = x — 3. Ainsi, dans ce cas, (I) se réécrit 2x — 4 < x — 3 donc, pour tout = > 3,

()<= 2r—4d<zr-3<=zx<l1

ce qui est impossible car x > 3. Ainsi, | (/) n’a pas de solution dans |3 ;400 |.

Sixz e [2;3]alors 2x —4 > 0donc |20 —4| =2r —4 et 3—2 > 0donc |3—z| =3 —x.
Ainsi, dans ce cas, (I) se réécrit 2z — 4 < 3 — x donc, pour tout = € [2; 3],

7
([)e=2r—-4<3—r<<=u<T<=r<<
3>0 3

3

Siz € |—00;2[alors 20 —4 < 0Odonc 20 —4| = —(20 —4) =4 —2zxet3—2 >0
donc |3 — x| = 3 — z. Ainsi, dans ce cas, (I) se réécrit 4 — 2x < 3 — x donc, pour tout

7 7
Comme 2 < 3 < 3, on en déduit que |'ensemble des solutions(I) sur [2; 3] est [2 = [ :

()<= d-2e<3—-—os<=1<z

donc |I’ensemble des solutions(/) sur |—oo;2[ est |1;2]|.
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4. Par disjonction de cas, on conclut que I’ensemble des solutions de [ sur R est |1 ;2]U [2 ; 3 [

7
donc | ’ensemble des solutions de (/) sur R est } 1; 3 [ :

Exercice 5.

1. a. Démontrer que, pour tous réels = et y,

(% +9°).

DN | —

Y <

b. Dans quels cas l'inégalité précédente est-elle une égalité ?

2. a. Déduire de la question 1.a. que, pour tous réels a, b et c,

ab + be + ac < a® + b + 2.

b. Dans quels cas l'inégalité précédente est-elle une égalité ?

Solution.

1. a. Soit x et y deux réels. Alors,

1 2 2_2 - 2
§(x2+y2)_my_$+y2 l’y:(l“ 2y) 20

1
car le carré d’un réel est positif. Ainsi, | pour tous réels x et y, §(x2 +9y?) = xy |

b. L’inégalité précédente est une égalité si et seulement si (z—y)? = 0i.e. z—y = 0 soit en-

. . , 1 2 2 . .
core x = y. Ainsi, | pour tous réels x et y, 5(1‘ +y?) = xy si et seulement si x =y |.

2. a. D’apres la question 1.a., pour tous réels a, b et c,

_2a% 4207 4 2¢7

2 2 2
p— b .
5 a”+ 0" +c

ab+bc+ ac <

1 1
(a® + %) + 5(62 + )+ §(a2 + %)

DO | —

Ainsi, | pour tous réels a, b et ¢, ab + bc + ac < a® + b* + 2.

b. L’inégalité précédente et une égalité si et seulement si chacune des trois inégalités

1
. : 2 )
question 1.b., si et seulement sia=0b,b=cet a=c.

1 1
ab < §(a2 +0%), be < =(b* + ) et ac < §(a2 + ¢?) est une égalité donc, d’apres la

Ainsi, ‘l’inégalité de la question 2.a. est une égalité si et seulement sia =0=c|




1 1 1
Exercice 6. Soit  un réel. Comparer A = m et B = T2 a5

Solution. Afin de comparer A et B, calculons A — B :

1 1 1
A-B= (24 22)2 B (1—1—1:2 _2+x2>
1 1 1
(24222 1+x2+2+x2
L4+a2? — (2+2%) + (14 27)(2+ 2?)
(14 22)(2 + 22)?
1+a2%— (4+42° + 2%) + 24 22 + 227 + 2*
(14 22)(2 + 22)?
1422 —4—42% —2* + 2+ 322 + 22
(1+2%)(2+ 2?)?
-1
(14 22)(2 + 22)?

Or, 1 +2%>0et 2+ 2%)?>0donc A — B < 0 et on conclut que.



