TB1 mars 2025

Devoir a la maison n°9
A rendre le mercredi 25 mars 2026

Dans toute la suite, m désigne un réel.

1. On considére le polynéome P = X2 +mX + 1.
a. Calculer le discriminant de P en fonction de m. On donnera le résultat sous forme
factorisée.
b. En discutant selon les valeurs de m, déterminer les solutions dans C de ’équation
P(z) = 0.

2. On considere le polynéme () défini par
Q=X —3mX?+ (6m* —2)X — 6m* + 3m + 1.

a. Montrer que 1 est une racine de (). (On ne cherchera pas a déterminer s’il s’agit d’une
racine simple ou multiple.)

b. Factoriser () en un produit d’un polynéme de degré 1 et un polyndéme de degré 2.

3. On considere I’équation différentielle
(Ep) : " +my +y =2+ 4z +6m> — 6m? —5m + 1.

a. Déterminer, selon les valeurs de m, I’ensemble des solutions de I’équation homogene
associée a (E,,). On pourra utiliser les résultats de la question 1.b..

b. Montrer que la fonction @ est une solution particuliere de (E,,).
c. En déduire, selon les valeurs de m, I’ensemble des solutions de (E,,).
d. Déterminer la solution f de (E2) telle que f(0) = f/(0) = 0.



Solution.
1. a. Le discriminant de P est A=m? —4x 1 x1=m?—4soit |A=(m—2)(m+2)|
b. Le trindme (X —2)(X +2) = X?—4 s’annule en 2 et en —2 et son coefficient dominant

est positif donc ce trindme est strictement positif sur |—oo ; —2[U]2; +o0], strictement
négatif sur |—2;2[ et nul en 2 et en —2. Ainsi, on en déduit que :

e si m € ]—00;—2[U]2;+00[ alors I'équation P(x) = 0 posseéde dans C deux
solutions réelles :
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e si m € {—2,2} alors 'équation P(x) = 0 posséde dans C une unique solution
réelle :
—m m
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e sim € |—2;2[ alors 'équation P(x) = 0 possede dans C deux solutions complexes
conjugueées :
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Ainsi, I'ensemble des solutions de P(z) = 0 dans C est
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2. a. On constate que

Q(1) = 1°=3xx 12+ (6m*—2) x 1 —6m*+3m+1 = 1-3+6m>—2—6m>+3m-+1 =0

donc ‘ 1 est une racine de ) ‘

b. On en déduit qu'il existe un polynome g de degré 2 tel que @ = (X — 1)g. Autrement
dit, il existe des réels a, b et ¢ avec a # 0 tels que Q = (X — 1)(aX? +bX + ¢). Or,

(X =1)(aX?+bX +¢) = aX?+bX?+cX —aX?—bX —c = aX?+(b—a) X*+(c—b) X —c

donc
a=1
9 b—a=—-3m
Q=(X—-1)(aX*"4+bX +c¢) <=
c—b=6m?>—2
—c=—6m?+3m+1
a=1
< <{b=1—-3m
c=6m?>—3m—1
donc

Q=(X-D(X?*+(1-3m)X +6m>—3m—1)|




3. a. L’équation homogene associée a (E,,) est (H,,) : ¥’ +my +y = 0 et Péquation
caractéristique associée est 22 + mx + 1 = 0 i.e. P(x) = 0. Ainsi, on déduit de la
question 1.a. que I'ensemble des solutions des (H,,) est

{x — AT T T Be e | (A,B) € RQ} sim € ]—o00;—2[U]2;+00]

v+ (Az+ B)e 37 | (4, B) € R?} sim € {-2,2}
7 7 _
{a: — e 2 <Acos (m24x> + Bsin <mz4x)> | (A,B) € R2} sim e |—=2;2]

b. Pour tout réel z, Q'(z) = 32> — 6mz + (6m? — 2) et Q" (x) = 62 — 6m donc

et

Q" (z) + mQ' () + Q(x) = 6z — 6m + m(32* — 6ma + (6m* — 2)) + 2* — 3ma?
+ (6m* — 2)x — 6m?* +3m + 1
= 6z — 6m + 3ma® — 6m’*z + 6m> — 2m + 2> — 3ma?
+ 6m*r — 20 — 6m* +3m + 1
=2 + 42+ 6m* — 6m* —5m +1

donc | @ est une solution particuliere de (E,,) |

c. On en déduit que I'ensemble des solutions sur R de (E,,) est

m+vm2— —m4vVm2—
{xn—>Q(x)+Ae_ PETE L Be e ®

|(A,B)€]R2} sim € ]—o0;—2[U]2;400]

{#— Q(z) + (Az + B)e 5" | (A, B) € R?} sim € {-2,2}

{:c — Q(r) +e 2 (Acos <m;_4:c> + Bsin <m;_4x>> | (A,B) € R2} sim e |-2;2]

d. Une solution de (E») est de la forme f : x — 23 — 62% + 220 — 17 + (Ax + B)e™@
avec (A, B) € R% Ainsi, pour tout réel z,

f'(z) = 32" =120+ 22+ Ae "+ (Az+ B)(—e *) = 32° — 120+ 22(—Azx+(A—B))e *

fo=0  _ [-17+B=0 . B=1
F(0)=0 2+A—B=0 A=-5

Ainsi, la solution f de (Es) telle que f(0) =0 et f/(0) =0 est

donc

o 2% —62° 4+ 220 — 17+ (=5 + 17)e " |




