TB1 avril 2025

Devoir a la maison n°9
A rendre le mercredi 23 avril 2025

Exercice 1.

1. a. Résoudre sur R ’équation différentielle (E;) : y' — 2y = cos(t). On cherchera une
solution particuliere sous la forme ¢ +— a cos(t) + bsin(t).

b. Déterminer 'unique solution f de (£;) telle que f(0) = 0.

2. a. Résoudre sur R I'équation différentielle (FEy) : y” — 2y’ + 5y = 5t%. On cherchera une
solution particuliere sous la forme d’un polynéme du second degré.

b. Déterminer 1'unique solution g de (Es) telle que g(0) = ¢'(0) = 0.
Solution.

1. a. L’équation homogene associée a (Fy) est (H;) : ¢y — 2y = 0. L’ensemble des solution
de (H,) est {t — Ce*' | C' € R}.
Soit a et b deux réels et h : t — acos(t) + bsin(t). Alors, h est dérivable sur R
comme somme de fonctions dérivables et, pour tout réel ¢, h'(t) = —asin(t) + bcos(t)
donc

B (t)—2h(t) = (—asin(t)+bcos(t))—2(a cos(t)+bsin(t) = (b—2a) cos(t)—(a+2b) sin(t).

Ainsi, pour que h soit solution de (E7, il suffit que
b—2a=1
a+2b=0.

b—2a=1 b—2(—2b) =1 b
< <
a-+2b=0. a=—2b a

Ainsi, h: t — —2 cos(t) + £ sin(t) est une solution de (Ey).

Par théoréme, on conclut que I’ensemble des solutions de (F7) est

I
U=

2
5

2 1
{t — —z cos(t) + R sin(t) + Ce*

CQR}

b. Soit C'e€ Ret f:t— —2cos(t) + ;sin(t) + Ce*. Alors,
2 2
ﬂm:0¢¢—g+020¢¢025.

Ainsi, I'unique solution f de (£;) telle que f(0) =0 est

2 1 2
fit— ~E cos(t) + = sin(t) + gezt .




2. a. L’équation homogene associée a (Fs) est (Hs) : y”" — 2y + 5y = 0 et I'équation
caractéristique associée est (Cy) : 2% — 2z + 5 = 0.

Le discriminant de X? —2X +5est A = (=2)? =4 x 1 x5 = —14 < 0 donc

—(—2) —iV16

2x1

=1-—-2iet

(Cs) possede deux solutions complexes conjuguées : z; =
To =T =14 2i.
Ainsi, ’ensemble des solutions de (Hs) est

{t— e’ (Acos(2t) + Bsin(2t)) | (4, B) € R?}|

Soit (a,b,c) € R® et h : t — at® + bt + c. Alors, h est dérivable sur R et, pour
tout réel ¢, b'(t) = 2at + b et h"(t) = 2a donc

B'(t) — 2K (t) + 5h(t) = 2a — 2(2at + b) + 5(at® + bt + ¢)
= 2a — 4at — 2b + bat® + 5bt + 5
= (5a)t* + (—4a + 5b)t + (2a — 2b + 5¢).

Ainsi, pour que h soit solution de (Hj), il suffit que ba = 5, —4a + 5b = 0 et
2a —2b+5c =01ie a = 1,b:§etc:—% donch:tl—>t2+%t—%es‘cune
solution de (Fy).

On conclut alors que I’ensemble des solutions de (E3) est

[t iét - 225 4 o (Acos(2t) + Bsin(2t)) ‘ (4,B) € B2}

b. Soit A et B deux réels et g : t — t — t?+ 1t — = +e' (Acos(2t) + Bsin(2t)). Alors,
pour tout réel ¢,

4
g (t)=2t+ = + e’ (Acos(2t) + Bsin(2t)) + e’ (—2Asin(2t) + 2B cos(2t))
donc g(0) = —% + Aet ¢'(0) = £ + A+ 2B. Ainsi,

g(0)=0 PN A-2=0 PN A=2
g(0) =0 2+A+2B=0 B=-1

25

Ainsi, I'unique solution g de (Es) telle que g(0) = ¢’(0) = 0 est

P B VS t(2 (2 — L g (Qt))
. -1 — — e — COS — — S1n .
g 5 25 25 25

Exercice 2. On consideére une urne contenant initialement une boule rouge et une boule noire.
On effectue des tirages successifs dans cette urne de la maniére suivante : apres chaque tirage,
on remet la boule tirée dans I'urne accompagnée de deux boules de la méme couleur. Ainsi, si au
premier tirage on tire une boule rouge, on la remet dans I'urne avec deux autres boules rouges,
de sorte qu’au moment du deuxieme tirage, I’'urne contient quatre boules : trois rouges et une
noire.

Pour tout n € N*, on note R, I’événement « Tirer une boule rouge au n-ieme tirage ».



1. a.
b.

C.

Déterminer les probabilités des événements Ry et R;.
En utilisant la formule des probabilités totales, déterminer la probabilité de Rs.

Si on a tiré une boule rouge au second tirage, quelle est la probabilité d’avoir tiré une
boule noire au premier tirage ?

2. Pour tout n € N*, on note A,, 'évenement : « les n premieres boules tirées sont rouges ».

a.
b.
c.

d.

Exprimer, pour tout entier n > 2, la probabilité de A,, sachant A,,_;.
Exprimer, pour tout n € N*, 'événement A,, a I'aide des événements Ry, Ro, ..., R,.
Déterminer la probabilité que les 4 premieres boules tirées soient rouges.
(2n)!
4n(nl)?’

Montrer que, pour tout n € N* la probabilité de A,, est égale a

Solution.

1. a.

Initialement, I'urne contient une boule de chaque couleur donc, par équiprobabilité
des tirages, |P(Ry) = P(Ry) = 3.

Comme (R, Ry) forment un systéme complet d’événements, d’apres la formule des
probabilités totales,

P(Ry) = P(R)P(Ry | ’1) + P(R)P(Ry | R1) =

DO | —
e~ w
DO | —
e~ =

donc |P(Ry) = ; :

Par la formule de Bayes,

D=
o= X

P(R)P(R; | Ry)

ie |P(R; | Ry) =1

. Soit un entier n > 2. Si A,,_1 est réalisé, les n — 1 premiers tirages n’ont donné que des

boules rouges de sorte que l'urne contient 2 + 2(n — 1) = 2n boules dont 1 4 2(n — 1)
2n —1
2n |

sont rouges. Par équiprobabilité, |P(A, | A,_1) =

n
Par définition, pour tout n € N*, | A4,, = ﬂ R;|
i=1

Ainsi, Ay = R N Ry N Ry N Ry done, d’apres la formule des probabilités composées,

5 7
X = X =

6 8

P(As) = P(Ry)P(Ry | R\)P(Ry | Ry N Ry)P(Ry | Ry N Ry N Ry)
w3
1

i.e. P(A4)




d. De la méme fagon, pour tout n € N*,

5) 2n —1

7><...><

6 2n

XHX-oXx(2n—1)x2Xx4XxX6x---X2n
(2Xx4%x6x---x2n)?

1x2%x3x4x---%x2n

(2x1)x(2x2)x(2x3)x---(2xmn))?

(2n)!
(27 x n!)2
o (2n)!
BACOETIE
donc |P(A4,) = 4&2{3;2

Exercice 3. On considere la suite (u,,) définie par

Un,

\/1+u,21.

up = 1 et, pour tout n € N, w4 =

1. Calculer la valeur exacte de u;.

2. On considere la fonction f: 2z +— définie sur [0 1].

x
V1+ 22

1
a. Démontrer que, pour tout z € [0;1], f'(z) =

(1+22)V1+a?

b. En déduire le tableau de variation de f sur [0;1].

3. a. En utilisant les résultats de la question précédente, démontrer par récurrence que,
pour tout n € N, 0 < upqq < u,, < 1.

b. En déduire que la suite (u,) est convergente. On note ¢ sa limite.
c. Déterminer la valeur de ¢.

1
4. On définit la suite (v,) par : pour tout n € N, v, = —.
un

a. Démontrer que (v,,) est une suite arithmétique de raison 1 dont on précisera le premier
terme.
b. Déterminer, pour tout n € N, 'expression de v,, en fonction de n et en déduire que,

vn+1

pour tout n € N, u,, =

1
c. Montrer que u,, ~ —.

NG

Solution.

Uop

1
1+ ud _ﬁ

oIt

1. vy = soit |uy; =




. La fonction f est dérivable sur [0; 1] comme composée de fonctions dérivables et, pour
tout x € [0;1],

2
/ 7\° _ .2
1xV1+a22—2a 20 ( 1+$) : 2 2
Fla) = 2v1+a? _ V1422 I e
)’ (1+2?) V1+a22(1+ a2
1+ 2

1
(1+22)y/1+ 22|

. On déduit de la question précédente que, pour tout x € [0;1], f'(x) > 0 donc f est
strictement croissante sur [0;1]. On aboutit donc au tableau suivant.

donc | f'(x) =

T 0 1

Signe

de f'(x) i
2

Variation \2_

de f /

0
. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « 0 < up41 < u, < 1y,
2
Initialisation. Comme uy = 1 et u; = 5 ona bien 0 < u; < up < 1 donc P(0)
est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie.
Alors, 0 < u,41 < u, < 1 donc, comme la fonction f est strictement croissante sur

V2

[0;1], f(0) < flups1) < flun) < f(1)ie. 0 < upio < Uppy < \é_ Comme 5 <1,
on a également 0 < U190 < Upyq < 1.
Ainsi, P(n + 1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, ‘pour tout n e N, 0 < upyy <uy, <1 ‘

. On déduit de la question précédente que la suite (u,,) est décroissante et minorée par

0 donc, d’apres le théoreme de la limite monotone, | (u,) est convergente |.

. Comme lim wu, = /¢, on a également hm Ups1 = L. Par ailleurs, comme lim w, =

n—+00 n—+o00
¢, par produit et somme, lim 1+ un = 1 + 2. Or, comme 1+ £2 >0, lim x =
n—+00 x—>1+£2
2 2 : : un :
V1+ 0% et enfin, comme /14 ¢? # 0, par quotient, nLHJPOO T \/1+€2 ie.
n1—1>r—ir-100 Unt1 = VI+E®

Par unicité de la limite de (u,1), on en déduit que ¢ = HZQ Ainsi, (/1402 =1

donc (/1462 —1) =0 donc ¢ =0 ou 1+ ¢? = 1. Or, si v/1+ (2 =1 alors, en
élevant au carré, 1 + 2 = 1 donc ¢? = 0 et ainsi £ = 0. Ainsi, on conclut que .




4. a. Soit n € N. Alors,

1 1 1 1 1 1 14u 1
U’VL —”Unzi—i:——izi—i: _——
U Iy
\1+u2 n
1 2 1
u

Ainsi, | (v,) est une suite arithmétique de raison 1| Son premier terme est vg = — =
o
r .

b. Il s’ensuit que, pour tout n € N, v, = v9g +n x 1 = n + 1. De plus, pour tout

1
n € N, v, = — donc u? = — et, comme u, est positif d’apres la question 4.a.,
u? Up
1 1 . 1
Up = 1| — = i.e. |pour tout n € N, u,, = )
Up, n+1 n—+1

" _1 1. o
c. Par propriété, n+1 ~ndonc (n+1)"2 ~n~2 ie. ~ —. Ainsi, |u, ~

3
s~




