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Exercice 1. On étudie la vente d’un certain type de produit sur internet sur trois sites A, B et
C et on fait les constatations suivantes :

e si un client choisit le site A pour un achat, il choisit indifféremment A, B ou C pour
I’achat suivant,

e si un client fait un achat sur le site B, il fait ’achat suivant sur le méme site B,

e si un client fait un achat sur le site C, il choisira pour I’achat suivant le site A avec une

probabilité é, le site B avec une probabilité % et le site C avec une probabilité %

Au départ le client choisit au hasard I'un des trois sites de fagon équiprobable.

Pour n € N*, on note A,, : « le client effectue son n-ieme achat sur le site A », B,, : « le client
effectue son n-ieme achat sur le site B » et C,, : « le client effectue son n-iéme achat sur le site
C ». Pour tout n € N*, on désigne par p,, g, et r, les probabilités respectives des évenements
A,, B, et C,.

1. Quelles sont les valeurs de pq, g1 et 717
2. En utilisant la formule de probabilités totales, calculer po, go et 7.

3. Sachant que le client effectue son deuxiéme achat sur le site A, quel est le plus probable :
qu’il ait effectué son premier achat sur le site A, sur le site B ou sur le site C?

Solution.

1. Comme le premier site est choisi de fagon équiprobable, |py = ¢ =11 = % )

2. Comme les évenements Ay, By et (] forment un systéme complet d’évéenements, d’apres
la formule des probabilités totales,

pe =P(Ay) =P(A))P(Ay | Ay) + P(B1)P(Ay | By) + P(C)P(As | CY)

_1X1+1X0+1X1
3733 3712

soit [ py = % :

De méme,

soit | o = % et

ro = P(CQ) = P(Al)P(CQ | Al) + P(Bl)P(OQ | Bl) + P(Cl)P(OQ | Ol)
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3. D’apres la formule de Bayes,

et

P(A1>P<A2 | Al) Lyl 4

(4] 42) P(Ay) 2 5
P(Bl)P<A2 | Bl) L 0

P(B | Ay) = _ 3 0

P(COP(Ay |[C)  gxqg5 1

P(C) | Ay) = S RaR PR

(G ]42) P(A,) 5

Ainsi, si le client effectue son deuxieme achat sur le site A, le plus probable est qu’il ait
effectué son premier achat également sur le site A.

Exercice 2.

1. On considere la fonction g : * — x — In(1 + z?) définie sur R.

a.

b.

C.

(z — 1)
14 a2
En déduire que g est strictement croissante sur R.

Démontrer que, pour tout réel x, ¢'(x) =

Calculer ¢g(0) et en déduire I’ensemble des solutions de 1'équation g(z) = 0.

2. On considere la suite (u,) définie par ug = 1 et, pour tout n € N, u,,1 = In(1 + u2).

a.
b.

C.

Justifier que la suite (u,,) est bien définie.
Calculer la valeur exacte de uy.

Justifier que, pour tout n € N, u,, > 0.

d. Démontrer par récurrence que (u,) est décroissante.

e. Justifier que (u,) est convergente puis déterminer sa limite. (On pourra utiliser les
résultats de la question 1.).
Solution.
1. a. La fonction g est dérivable sur R comme composée et somme de fonctions dérivables
et, pour tout réel z,
() =1 21 1+22—2r 22-22+1
€Tr) = — = =
g 14 a2 14 a2 14 2?2
(z —1)°
donc | ¢'(x) = ———~
g'(x) 1+ 22
b. Pour tout réel x, ¢’(x) > 0 et, de plus, ¢’(z) ne s’annule que pour x = 1. Ainsi, ¢’ est po-
sitive et ne s’annule qu'un nombre fini de fois donc ’ g est strictement croissante sur R |.
c. 9(0) =0—1In(1+ 0% = —1In(1) = 0. Comme g est strictement croissante sur R, g est
injective sur R donc I’équation g(z) = 0 admet au plus une solution. On en déduit
que |I’ensemble des solutions de I’équation g(x) = 0 est {0} |.
2. a. Pour tout n € N, u2 > 0 donc 1+ u2 > 0 et donc In(1 + u?2) est bien défini. Ainsi, on
conclut que | (u,,) est bien définie |.
b. u; =In(1+ u2) = In(1 + 1?) donc |u; = In(2) |




c. Procédons par disjonction de cas :
1" cas Sin=0alorsu, =1 > 0.

2tme cas Sin > 0 alors u, = In(1 +u2_,) et, comme 1+ u2 | > 1, par croissance de
la fonction In sur J0; 4-o0[, In(14u2, ) > 0 i.e. u, > 0.

On conclut que, |pour tout n € N, u,, >0 ‘

d. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « upy1 < Uy
Initialisation. Comme In(2) ~ 0,69, u; < uy donc P(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Alors, u,; < u, donc, comme
ces deux nombres sont positifs d’aprés la question 3., u?,; < u? par croissance de
la fonction carré sur [0;+oo[. Par suite, 1 +u2 ; < 1+ u2 et, par croissance de la
fonction In sur J0; +oof, In(1 4+ w2 ;) < In(1 + u2) ie. Unyo < Uppr. Alnsi, P(n + 1)
est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout n € N, u,, 11 < u,

i.e. |(uy) est décroissante |.

e. La suite (u,) est décroissance et minorée par 0 donc, par le théoreme de la limite

monotone, | (u,) converge vers un réel £ |.

De plus, d'une part, lim wu,,; = /¢ et, d’autre part, comme lim w, = ¢, par produit
n—-+4o0o — 400

n

et somme, lim 1+ w2 =1+ (% Or, comme 1+ (* > 0, Im,_,1, ¢ In(x) = In(1 + ¢?)

n——+00
donc, par composition, 2111 In(1+u?) =1In(1+ £?) i.e. EIJP Uy = In(1 + £3).

Par unicité de la limite de (u,1), on en déduit que £ = In(1+ ¢2). Dés lors, £ —In(1 +
(*) = 0i.e. g(f) = 0 donc, d’apres le résultat de la question 1.c., £ = 0.

Ainsi, on conclut que| lim w, =0]|
n—-+o0o

Exercice 3. Une urne contient 5 boules rouges et 5 boules blanches. On effectue k tirages avec
remise d'une boule dans 'urne ou k& € N*.

On considere les évenements Aj, : « On obtient au moins une boule de chaque couleur » et
By : « On obtient au plus une boule blanche ».

1.

2.

. E+1
Démontrer que P(A4;) =1 — = et que P(By) = T
. o . Ck+1
Démontrer que Ay et By sont indépendants si et seulement si 1 = 1.
. . PP n+1
. On considere la suite (u,) définie par : pour tout n € N*, u,, = T
a. Calculer les 4 premiers termes de (u,,). On donnera les résultats sous forme de fractions

irréductibles.

b. Démontrer que (u,,) est décroissante.

. Déduire des questions précédentes qu’il existe une unique valeur de k, que I’on déterminera,

telle que Ay et By soient indépendants.

Solution.

1.

On modélise la situation par ’équiprobabilité sur I’ensemble des 2 tirages possibles.

La probabilité de (', : « n’obtenir que des boules blanches » est alors 2% et celle de Dy, :
« n’obtenir que des boules noires » est également 2% car il n’y a qu'un seul tirage qui
réalise chacun des ces évenements. Or, A, = Cy U Dy, et cette union est disjointe donc

P(A) =2 X & = 5. Dés lors, |P(A) = 1 — 5k |




En notant E} : « obtenir exactement une boule blanche », on peut écrire B, = D, U E},

et cette union est disjointe donc P(By) = P(Dy) + P(Ej). On a déja vu que P(Dy) = T

k
De plus, il y a <1> = k tirages qui contiennent exactement une boule blanche donc

P(Ey) = % Ainsi, P(By) = & + & ie. |[P(By) = 52|

. L’événement Ay N By est 'événement E) donc P(Ap N By) = 2%

Ainsi, A, et By sont indépendants si et seulement si 2% = (1 — 21371) % Or,

k 1 \k+1 kE+1 k+1
= (1 - 2“) k= (1 - 2“) (b+1) = b = b= T e s = 1,
o o . Ck+1
Ainsi, | A;, et By sont indépendants si et seulement si Pr= 1|
2 3 3 4 5 5
. a. Pardéﬁnition,u1:@:2,112:?:5,u3:?:1etu4:?:§.

b. Pour tout n € N*, n+1 > 0 et 2! > 0 donc u,, > 0. De plus, pour tout n € N*,

Unpr  n+2 27! n+2  2n4+2-n

Up, 2n n+1 2(n+1) 2n + 2 2n + 2

donc | (u,) est décroissante |.

5
. Comme uy = = et (u,) est décroissante, pour tout n > 4, u,, < 1. De plus, uy > 1, ug > 1
et u3 = 1 donc on conclut que, pour tout n € N*, u,, = 1 si et seulement si n = 3.
Finalement, grace a la question 2., on conclut que 'unique entier k tel que Ay et Bj

soient indépendants est .



