TB1 mars 2024

Corrigé du devoir a la maison n°8

Exercice 1. Le but de I'exercice est de déterminer tous les polynémes P vérifiant ’équation :
(E) : P?=P"”P

ou P’ est le polynome dérivé de P et P” est le polynome dérivé de P’.
1. Montrer que les polynémes constants sont solutions de (E).
2. Existe-t-il des polynomes de degré 1 solutions de (E)?
3. Soit P un polynéme de degré n > 2 solution de (F).

a. Démontrer que n = 2.
Ainsi, P est un polynéme du second degré donc il existe des réels a, b et ¢ avec a # 0
tels que P = aX? +bX +c.

b. Montrer que a, b et ¢ vérifient le systéme

4a® = 4a
4ab = 4a*b
b? = 4a’c

c. En déduire la forme du polynéme P.
4. Réciproquement, montrer que tous les polynomes de la forme précédente sont solutions
de (E).

5. Donner I'ensemble des solutions de (E).

Solution.

1. Soit P une polynéme constant. Alors, P’ =0 et P” =0 donc P? =0 et P"2P =0P =0
et ainsi P> = P"?P. D¢s lors, | les polyndmes constants sont solutions de (F) |.

2. Soit P un polynome de degré 1. Alors, il existe deux réels a et b tels que P = aX + b
et a # 0. Dés lors, P’ = a et P” = 0 donc P? = a # 0 et P"?P = 0P = 0 et ainsi
P £ P"P. On conclut qu’

3. a. Comme P est solution de (E), P? = P"*P donc deg(P"?) = deg(P"?P). Or, par
théoreme, deg(P?) = 2deg(P') = 2(n — 1) = 2n — 2 et deg(P"™P) = 2deg(P") +
deg(P) = 2(n — 2) +n = 3n — 4. Ainsi, 2n — 2 = 3n — 4 donc [n = 2|

b. D’autre part, P? = (2aX + b)* = 4a®*X? + 4abX + b* et P?P = (2a)*(aX? +
bX +¢) = 4a®>X? + 4a*bX + 4a*c. Comme P est solution de (E), P = P"*P donc
462 X? 4+ 4abX + b? = 4a®X? + 4a®bX + 4a’c. Par unicité de coefficients, on en déduit

un polynéme de degré 1 n’est pas solution de (E) ‘

que
4a? = 4a
4ab = 4a?b
b = 4a’c

c. Comme 4a? = 4a3, 4a®—4a® = 0 donc 4a*(1—a) = 0. Or,a # O donc 1—a = O i.e.a = 1.
b2
Par suite, 4b = 4b et b*> = 4c donc | P est de la forme P = X2 + bX + 1 oubeR|
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b
4. SoitbGRetP:XQ—I—bX—i—Z.Alors, P'=2X +bet P"=2donc P? = (2X +1)? =

2

b
4X2 +4bX +b% et PP =2 <X2 +bX + 4) = 4X? 4 4z +b% donc P? = P P. Ainsi,

P est solution de (E) |

X
5. On conclut que |’ensemble des solutions est Ry[X] U {X 24+ bX + >

2

bE]R}.

Exercice 2. On souhaite déterminer toutes les fonctions f : R — R deux fois dérivables telles

que

Ve e R, f"(x)+ f(—x) =z

1. Résoudre 'équation différentielle (F4) : y” —y = x. On cherchera une solution particuliere
sous la forme d’une fonction affine.

2. On suppose que [ est une solution du probleme étudié et on note g la fonction définie
sur R par g(z) = f(z) + f(—=).

a.

b.

Démontrer que g est solution de 1'équation (F3) : ¢y +y = 0.

En déduire I'existence de deux réels A et B tels que
Ve eR, g(z)= Acos(z)+ Bsin(x).

Montrer que g est une fonction paire puis, en considérant g(7) et g(—7%), en déduire
que B = 0.

Montrer que f est solution de I"équation (E3) : v —y = —Acos(z) + x.

e. Soit C' et D deux réels et h : x —— C cos(x) + Dsin(z). Déterminer C' et D tels que,

f.

pour tout z € R, h"(z) — h(z) = —Acos(z).

En déduire la forme de f.

3. Réciproquement, déterminer I’ensemble des solutions du probleme.

Solution.

1. L’équation homogene associée a (F1) est (Hy) : y” —y = 0 et ’"équation caractéristique
associée est (C1) : 22 — 1 = 0. Les solutions de (C}) sont 1 et —1 donc, par théoréme,

'ensemble des solutions de (H;) est {x — Ae® + Be™® | (A, B) € R?*}|

2. a.

La fonction g est dérivable sur R comme somme et composée de fonctions dérivables
et, pour tout réel =, ¢'(x) = f'(x) — f'(—z). De méme, ¢’ est dérivable sur R et, pour
tout réel z, ¢"(x) = f"(x) — (—=f"(—x)) = f"(z) + f"(—=). Ainsi, pour tout réel x,

9" (@) + g(x) = f"(@) + [(—2) + f(z) + f(=2) = [ (z) + f(—2) + f"(—2) + [ (2).

Or, comme f est solution de probleme, pour tout réel z, f”(x) + f(—x) = z et donc,
pour tout réel z, f"(—z)+ f(—(—x)) = —x ie. f"(—z)+ f(x) = —x. Ainsi, pour tout
réel z, ¢"(z) + g(x) = x + (—2x) = 0 donc | g est bien solution de (E3) |.

. L’équation caractéristique associée a (Fy) est (Cy) : 22 + 1 = 0. Cette équation

possede deux solutions complexes conjuguées : ¢ et —i. Par théoréme, I’ensemble
des solutions de (Fy) est donc {x — e"*(Acos(z) + Bsin(z)) | (A, B) € R?} i.e.
{z — Acos(z) + Bsin(z) | (4, B) € R?}.

Ainsi, |il existe (A4, B) € R? tel que, pour tout réel z, g(z) = Acos(x) + Bsin(x) |.




c. Pour tout réel , —z € Ret g(—z) = f(—z)+ f(—(—2z)) = f(—z)+ f(z) = g(z) donc

st i

On en déduit que g(5) = g(—75) i.e. Acos(5) + Bsin(3) = Acos(—5) + Bsin(—7)

donc B = —B et ainsi .

d. Ainsi, il existe A € R tel que, pour tout réel z, g(z) = Acos(z) i.e. f(z)+ f(—z) =
Acos(z). Deés lors, pour tout réel z, f(—z) = —f(z) + Acos(z) donc, comme, pour
tout réel =, f"(x) + f(—x) = z, f"(x) + (—f(z) + Acos(z)) = x soit finalement,
" (x) — f(z) = —Acos(z) + .

On conclut donc que | f est solution de (Ej3) |.

e. La fonction h est deux fois dérivables sur R et, pour tout réel z, h'(x) = —C'sin(x) et
h'(z) = —C cos(x)

Vo € R, h"(x) — h(z) = —C cos(x) — C cos(x) = —2C cos(x).

A
Ainsi, pour que h convienne, il suffit que —2C = A ie. |C = 3t

f. Par le principe de superposition, on déduit des questions 1. et 2.e. que la fonction

T g cos(x) — x est une solution de (F3). De plus, I'équation homogene associée a

(E3) est (Hyp) qu’on a résolu dans la question 1. donc les solutions de (F3) sont les

fonctions de la forme z — 5 cos(z) — x + Ee® 4+ Fe ™.

A
Ainsi, | il existe des constantes A, E et F' telles que f : x> 3 cos(x) —x + Fe® + Fe™™ |,

A
. Réciproquement, soit A, E et F des réels et [ : z +— £} cos(x) —x + Fe” + Fe~™. Alors,
f est deux fois dérivables sur R et, pour tout réel x, f'(z) = 5 sin(z) — 14 Ee® — Fe™®

A
et f"(z) = b cos(z) + Ee®” + Fe~*. Ainsi, pour tout réel x,

f(@) + f(=a) = _1;1 cos(r) + Fe” + Fe " + <1§ cos(—x) — (=) + Fe ™ + Fe(x)>

A A
=3 cos(z) + Ee® + Fe ™ + 5 cos(z) + x + Ee ™ + Fe”
=z+(E+F)e*+e™)

Ainsi, f est solution du probléeme si et seulement si, pour tout réel z, (EF+F)(e*+e*) = 0.
En particulier, pour = 0, on obtient (F + F) x 2= 0donc £+ F =01ie. F = —F. De
plus, dans ce cas, le calcul précédent montre que, pour tout réel =, f(z) + f(—x) =z
donc f est solution du probleme. On conclut que les solutions du probleme sont les

fonctions de la forme x — 5 cos(z) —x + Ee® — Ee™™ ou (A, E) € R%

On peut remarquer, de plus, que lorsque A prend toutes les valeurs réelles, % aussi (car

la fonction affine  —— —3 est une bijection de R dans R). Ainsi, finalement, (en posant
A= % et u = E), P'ensemble des solutions du probleme est

{x > Acos(x) —x + p(e® —e ™) | (A, u) € R?}|




