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On considére le nombre complexe w = —2 + 2iv/3.
Le but de ce qui suit est de déterminer, de deux facons différentes, les racines carrées
complexes de w c’est-a-dire de déterminer tous les nombres complexes z tels que 2% = w.

1. 1** méthode : en utilisant la forme algébrique
Soit a et b deux réels et z = a + ib. On suppose que 2% = w.

a.
b.
c.

Montrer que a? — b?> = —2 et que ab = /3.
Calculer le module de w et en déduire que a® + b = 4.
Résoudre dans R? le systéme suivant

<${x‘y:‘2

r+y=4

Déduire de la question précédente qu’il y a 4 valeurs possibles pour le couple (a, b) et
déterminer ces 4 valeurs.

. En utilisant la question a., justifier que 2 des 4 valeurs précédentes sont en fait a

éliminer et en déduire les seuls deux valeurs possibles pour z.

Réciproquement, vérifier que les deux valeurs précédentes sont bien des racines carrées
complexes de w.

2. 29¢ méthode : en utilisant une forme exponentielle
Soit 7 et @ deux réels tels que 7 > 0. Soit z = rel’. On suppose que 2% = w.

a.

b.

Déterminer une forme exponentielle de w.

2
En déduire que 72 = 4 et que 20 = ?ﬁ [27].

c. En déduire la valeur de r et les valeurs possibles pour § modulo 27.

d. Retrouver alors le résultat de la question 1.



Solution.

1. 1*® méthode : en utilisant la forme algébrique

a. Calculons 22 :

2* = (a+1b)* = a® + 2aib + (ib)* = a* +1i(2ab) — b* = a* — b* +i(2ab).
Or, par hypothése, 22 = w donc, en égalant parties réelles et parties imaginaires, on
en déduit que a? —b? = —2 et que 2ab = 2v/3 i.e. [a? — b = —2 et ab = V/3|.

b. Par définition, |w| = \/(—2)2 +(2v3)2 = VA +12 = /16 donc | |w| = 4|.
Par ailleurs, 22 = w donc |2%| = |w| = 4. Or, |2%| = |2|* = a® 4 b* donc |a® + b* = 4|
c. Pour tous réels = et y,

—y=-2 L —y=-2 L

$—|—y:4 L2 2y:6 L2<—L2—L1
rT—3=-2
e
y=3
Tr =
<
Ainsi, | I'ensemble des solutions de (S5) est {(1,3)} |
d. Comme a? —b? = =2 et a® +1? = 4, (a?,b*) est une solution de (S) donc a® =1 et
b2 = 3. Or, a? = 1 équivaut a Va2 = V1 ie. zbsa =1 soit a = —1 ou a = 1 et, de
méme, b = 3 équivaut a V2 = V3 i.e. ,bshb = /3 soit a = —v/3 ou a = /3. Ainsi,

les 4 valeurs possibles pour (a,b) sont (—1, —v/3), (—1,/3), (1, —v/3) et (1,v/3)|.
e. On a vu en question a. que ab = v/3 donc @ et b sont de méme signe, ce qui permet
d’éliminer les couples (—1,v/3) et 1, —/3).
Ainsi, |les valeurs possibles pour z sont 1+ iv/3 et 1 —iv/3|.
f. Réciproquement,

(1+iv3)? =124+ 2ivV3+ (iV3)2 =1+2V3-3=—1+2iV3=w

et

(—1-iV3)2 = (—(1+iv3)) = (1+iV3)?=w

donc |les deux racines carrées complexes de z sont 1 +1v/3 et —1 — iv/3]|.

2. 2de méthode : en utilisant une forme exponentielle

a. On a vu en question 1.b. que |w| = 4. On écrit alors

4 4 2 2

27
donce |w = 4e'3 |

b. Par ailleurs, w = 22 = (rew)2 = 26?9 donc, comme 72 > 0, on déduit de la question

e

précédente que |72 =4 et 20 = 27] |




c. Ainsi, V2 = v/4 donc |r| = 2 et, comme r > 0, on conclut que . De plus,
4
0 =1 [r]ie. 0= g [271) ou 0 = g + 7 [27]. Ainsi, 0 = % 127] ou 8 = — [2n].
d. On déduit de la question précédente que

3
2= 2% :2(cos (g) +isin (%)) —9 <%+1§> —1+iV3

j4m 4 - 47 1 \/g .
z =23 =2 (COS <?) + 1sin (?)) =2 (—5—17> = —1—1\/5.

On retrouve ainsi bien les deux valeurs possibles 1 + iv3et —1 —iV3 et, comme on
I’a vu en question 1.f., ces deux valeurs sont bien des racines carrées complexes de w.

Ainsi, on retrouve |les racines carrées complexes de w sont 1 + iv3et —1—iV3|.

ou




