TB1 novembre 2024

Devoir a la maison n°4
A rendre le vendredi 29 novembre 2024

Exercice 1. — On considére la suite (u,,) définie par ug = 8 et, pour tout entier naturel n,
1 1
Upt1 = gun + 37

1. Calculer u; et us.

2. La suite (u,) est-elle arithmétique ? Est-elle géométrique ?

oo . 5
3. On définit la suite (v,) par : pour tout n € N, v,, = u,, — % 3T
a. Démontrer que (v,,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier

terme.
1 5

2><5”+2><3"—1'

b. En déduire que, pour tout n € N, u,, =

n
4. Pour tout n € N, on pose S, = Z U
k=0
a. Calculer Sy, S; et .95.

b. Exprimer, pour tout n € N, .S,, en fonction de n.

Solution.
1 1 1 13
1. ug =upyy = 5 +@ 5><8—|—1donc u1=€.
1 " 1 1 13 1 13 41 d 64
Uy = U — ==X =4 == — onc |us = — |.
2T T S T e T s X Ty T3 T 95 T 3 775
13 27 64 13 131
2. Comme uy — ug = 3—8——€etu2 u1:7—5—32—7—5,u2—u17&u1—u0donc

(u,) n’est pas arithmétique|.

13 64
N Ut = 13 1 13 U2 - 64 5 64 U2 U1
D e e - R Q. e e
€ meme, comine Yo 3 5 3 40 (§] w 1?)3 75 13 195 # o onc

(u,) n’est pas géométrique |.

3. a. Soit n € N. Alors,

5 1 n 1 5 1 n 2 5%
Up, = Up — T o 7 — —Un ol £ 27) -
i S RV T e 3" 2x3" 5 2x 31 2x3n
1 3 1 3 1 1
= 7U/TL —_——_— = —un e ——— 7un N —
5 2x3" 5 2x3m1x3 5§ 2 x 3n—1

5 (0 5555)
T\ T g g

1
donc v, 11 = gvn.



1
On en déduit que |(v,) est une suite géométrique de raison 5 De plus, le premier

terme de (v,,) est

5 g 5 g 5x3 16 15

Vo = Uy — ———————— — —_——_— = e N —

07 0 g 301 2 x 31 2 2 2
. 1
ie. Uo:§-

Ainsi tout n € N 1><(1>n 1><1n ! O tout n € N
. si, pour to y = — -] ==X == . Or, po 0 ,
insi, pour tout n , U 5 3 5 X tn = 53 r, pour tout n

5 5
Uy = U donc u,, = v,

e P

1 n 5
2x5Hn 2 x3n-lf

On conclut donc que, |pour tout n € N, u,, =

.Sy = zo:uk:ug donc.

k=0
! 13 53
Si =Y uy=up+u =8+ — donc|S; = —|
P 5 5
2 13 64 859
SQIkZ:OUkIUQ—i‘Ul—FUQIS—F?—F%dOIlC 52:775

. Soit n € N. Alors,

a1 5)_”<115 1)
S”kz:%“’“z<2><5k+2x3k—1 BV R =

k=0

donc, par linéarité,

121 5. 1
D DE= R e
2k:05’f 2k:03’f1
De plus,
n n k n+1
IEE S ) IO =
k::05 k=0 5 1_3 5 4 ort
_v 5 1 5 1
4 47 5x5" 4 4x5n
et
G| "o1x3 "1 1— (3" 1— zopr
> => =3) — =3x 3 =3 x 3t
P e A s s = 3" 1_% %
—3><3><{1— 1]—9{_ 1 }_9_ 3
N 2 ntl] 9 3ntl 2 2 x 3ntl
S S B
o 2 Jn+1-2 9 2 x 3n—1
Ainsi,
PSSR S 0 B S SR S
" 214 4xb5r) 212 2x3+1] 8 8xh5r 4 4x3nl
soit finalement
95 1 5
S, = — — — .
8 8§ x hn 4 x 3n—1




Exercice 2. — Pour tout n € N, on pose

= zi: < ) cos” et Sy = kzi: (Z) sin?(k).

1. Soit n € N. Démontrer que C,, + S, = 2".
2. Soit n € N. Démontrer que C,, — Z ( ) cos(2k).

3. On admet que, pour tout n € N|

n

> (Z) cos(2k) = 2" cos(n) cos™(1).

k=0

En déduire, pour tout n € N, des expressions de C,, et S, en fonction de n.
Solution.

1. Par linéarité,

Co+Sp=>_ " cos?(k) + " sin®(k) = > " [cos?(k) + sin®(k)] .
2\ i k 2
Or, pour tout entier k, cos?(k) + sin?(k) = 1 donc

Cn+Sn:an<Z> :i(z)m Eo(141)"

k=0

donc |C, + S, =2" ‘

2. De méme,

Cp— Sp = zi: (Z) cos?(k) — (Z) sin? zi: (n) [cos?(k) — sin®(k)] .

Or, pour tout entier k, cos?(k) — sin?(k) = cos(2k) donc |C,, — S, = ) (Z) cos(2k) |
k=0

3. Soit n € N. D’apres les questions précédentes, C,,+ 5, = 2" et C,, —S,, = 2" cos(n ) s™(1).
Des lors, C, = 2"cos(n)cos"(1) + S,, donc (2" cos(n)cos™(1) + S,) + S, = 2" ie.
2" cos(n) cos™(1) 4285, = 2" et ainsi 25,, = 2" —2" cos(n) cos™ (1) = 2"(1 —cos(n) cos”(l)).

1
On en déduit que S,, = 52"(1 — cos(n) cos™(1)) soit

S, = 2""1(1 — cos(n) cos™(—1)) |

Il s’ensuit que

Cp=2"—8,=2"—2""11—cos(n)cos™(—1)) = 2" x 2 — 2"71(1 — cos(n) cos"(—1))
=2""1[2— (1 —cos(n)cos™(—1))] = 2" 1 [2 — 1 + cos(n) cos™ (—1)]

soit, finalement,

C, =2""1(1 4+ cos(n) cos"(—1)) |




