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A rendre le vendredi 24 novembre 2023

Pour tout réel z, on pose Py(x) = 1 et, pour tout entier naturel non nul,

Pz)=z(xz—-1)(x—2)---(z —n+1).

Ainsi, pour tout réel z, Pi(x) =z, Py(z) = z(z — 1) et Ps(z) = z(z — 1)(z — 2).

1.
2.

3.

Calculer Ps(3) et P4(2). On donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles.
Soit n € N*. Calculer P,(0).

Soit ¢ et m deux entiers naturels. Montrer que (

m) P,(m)

= (On distinguera les cas
q q:
g<metqg>m.)

Soit n € N. Exprimer P, (—1) en fonction de nl.

. Soit n € N.

a. Montrer que, pour tout réel x,
Poi(z+1)=(z+1) x P,(2) et Poi1(z) = Py(x) x (x —n).
b. En déduire, pour tout réel z,
(n+1)Fu(z) = Pui(z + 1) = Py ().

c. Soit d € N. Utiliser le résultat précédent pour montrer que

ZPd(k) = dj— 1Pd+1(n + 1)

. Soit n € N et d € [0,n].

, "k "k
a. Justifier que;(d)—z<d).

k=0
b. Utiliser le résultat des questions précédentes pour montrer que

> ()= (i)



Solution.
1. Par définition, P3(%) =

2
Deméme, Py(3) =3x (3 -1)x (2 -2)x (2 -3) =2 x5 x(—3) % (—2) donc| P, (2

2. Commen >1, P,(0)=0x (0—1)x (0—=2) x -+ x (0—=n+1) donc | P,(0) =0
3. Distinguons deux cas. Si ¢ < m alors, par définition,

(m) ml_mlm—1) . (m—g+1) _ Pm)

q q'(m —q)! q! q!

Si ¢ > m, alors P,(m) =m(m —1)(m —2)---(m — ¢+ 1) = 0 car 'un des facteurs du
P
produit est ¢ — ¢ = 0. Or, dans ce cas, (m) = 0 donc (m) = M.
q q

q!
P,
Ainsi, dans tous les cas, (m) = o(m) .
q m/!

4. Par définition,

Pn(_l)

(~1)(=1 = (-1 =2) (=1 =n+1) = (~1)(=2)(=3) -+ (-n)
() x1x(=1)x2x(=1)x3x---x(=1)xn
()" x1x2x3x---xn

donc | P,(—1) = (—=1)" x n!|.
5. a. Soit z € R. Alors,

Poijz+)=@+)(z+1-1)(z+1-2)---(z+1—-(n+1)+1)
=(x+Dz(x—1)---(z—n+1)
= (x+1) x Py(x)

et

Poi(z)=az(z—1)(z—-2)--(z—(n+1)+1)=z(@@—-1)(x—2)---(x —n)
=z(z—1)(x—=2)---(z—n+1)(x—n)
= P,(z) X (x —n)

Ainsi, on a bien | P, (z+ 1) = (x + 1)P,(z) et Poyi(x) = Py(z) X (x —n) |.

b. On déduit de la question précédente que, pour tout réel x,

Poi(@+1) = P (2) = (x + 1) Pa(z) — (z — n)Pa()
=(r+1—(x—n))P,(x)
=(x+1—2x+4+n)P,(z)

cest-a-dire | P,y 1(x + 1) — Poyi(z) = (n+ 1) Py () |

c. On déduit de la question précédente que

1
sump_oPa(k) = i+ [Pas1(k+1) — Py (k)]
k=0



donc, par linéarité,

[Pay1(k +1) — Py (K)] .

k=0

On reconnait alors une somme téléscopique donc

S Bulk) = = [Paa(n 1) = Pasa(0)].

Or, d’apreés la question 2., P;1(0) =0 (car d 4+ 1 > 1) donc

n

1
Py(k) = P, 1)
> i) = gpPen(n+1)

k
. Pour tout entier k € [0,d — 1], (d) =0 car d > k donc

. On déduit des questions 3. et 5.c que

Pd+1(n + 1)
(d+ 1)!

k=d k=0

donc, d’aprés la question 3.,

ol

U

(o)

(

n+1
d+1

)|




