TB1 octobre 2025

Devoir a la maison n°2
A rendre le mercredi 15 octobre 2025

1. Pour tout réel z, on pose P(z) = 2% — 2z — 3.

a. Résoudre dans R I'équation P(z) = 3 d’inconnue z. On simplifiera 'expression des
solutions de sorte a ne plus avoir de dénominateur

b. Résoudre dans R 'équation |P(z)| = 3 d’inconnue z.

c. Etudier, pour tout = € R, le signe de P(z) en fonction de z et en déduire 'ensemble
A des réels x tels que P(z) > 0 et 'ensemble B des réels x tels que P(z) < 0.

2. a. Démontrer que, pour tous réels a et b,
la| = |b| <= a =boua = —b.

b. On considére sur R I'équation (F) : |—22% + 9x — 7| = |2 — 22 — 3| d’inconnue .
Déduire de la question précédente que, pour tout réel x,

(E) =32 —1lz+4=00uz’ -7z +10=0

puis résoudre (E) sur R.
3. On considére sur R Pinéquation (I) : [—22? 4+ 9z — 7| < |2% — 22z — 3| d’inconnue z.

a. Démontrer que, pour tout = € A,

(I) <=2 —Tr+10<0et 0 < 32> — 11z + 4.

11+\/ﬁ_5[
6 |

b. En déduire que I’ensemble des solutions de ([) sur A est

c. Résoudre de méme (/) sur B.
d. En déduire I'ensemble des solutions de (/) sur R.



Correction.

1. a. Pour tout réel x,
Px)=56+=2"-2r—-3-3=0<=2"—22—6=0.

Le discriminant de 22 — 22 —6 = 0 est A = (—2)* —4 x (—6) = 28 > 0 donc I'équation
2% — 22 — 6 = 0 posséde deux solutions réelles

—(—2)—\/%:2—2\/7:1_\/7 o x2:_<_2)+m:2+2\/7:1+\/7,

2x1 2 2x1 2

I =

Ainsi, |I'ensemble des solutions de P(x) = 3 sur R est {1 — /7,1 ++/T}|

b. Pour tout réel z,

|P(z)| =3 <= P(z) =3 ou P(x) = -3.

On a vu que I'ensemble des solutions de P(z) = 3 est {1 — /7,1 ++/7}.
Déterminons 'ensemble des solutions de P(z) = —3. Pour tout réel z,

Pl)=-3+=2"-20-343=0=2>-20=0<=a(r—2)=0
< zr=0ouzrz—2=0<x=2o0uzx=2.

Ainsi, on conclut que | ’ensemble des solutions de |P(z)| = 3 est {1 — /7,1 ++/7,0,2}|.

c. Le discriminant de P est A = (—2)?> —4 x 1 x (=3) = 16 > 0 donc P posséde deux
racines réelles :

~(-2) - V16

= —-——— —1 = —-———
o 2% 1 o 2 x 1 ;
Comme a =1 > 0, on en déduit le tableau de signe suivant :
x —00 -1 3 +00
signe de P(x) + 0 - 0 +

On déduit de la question précédente que | A = |—o0; —1] U [3;4+00] et B =]|—1;3[|.

2. a. Soit a et b deux réels.

Supposons que |a| = |b|. Si b est positif alors a = b ou a = —b et, si b est négatif, alors
a = —boua= —(—b) =b. Ainsi, dans tous les cas, a = b ou a = —b.
Réciproquement, supposons que a = b ou a = —b. Si a = b alors |a| = |b| et, si a = —b
alors |a| = |—b| = |b| donc, dans tous les cas, |a| = |b].

Ainsi, on a montré que

Vae RVbeR |a|=|b| <= a=boua=—-b|

b. D’apres la question précédente, pour tout x € R,

(B) <= 22"+ 92-T=2>-2r—-30u —22°+ 92— 7= —(2° — 22 — 3)
= 0=1"-20—-3— (-2 +92-T)oul0=—2>+ 220 +3 — (=22 + 92 — 7)
= 0=32"-1lr+4oua’—Tx+10=0

donc

VreR, (E)<=32"—-1lz+4=00ua’>—T7r+10=0|




Le discriminant de 32% — 11z +4 est A = (—=11)? =4 x 3 x 4 = 73 > 0 donc I'équation
322 — 11z + 4 = 0 posséde deux solutions réelles :

—(—11) = V73 11 —-+/73 etx_—(—11)+\/ﬁ_11+\/ﬁ
2% 3 G 2T 2% 3 -6

Le discriminant de 22 — 7z + 10 est A = (=7)2 —4 x 1 x 10 = 9 > 0 donc I'équation
2% — 7z + 10 = 0 posséde deux solutions réelles :

T =

D= DV
T3 = 7 % 1 =2 et x4 = 7 % 1 =35.
11 11 —
Ainsi, | ’ensemble des solutions de (£) dans R est { +6\/ﬁ, 6\/ﬁ, 2, 5} )

. Pour tout x € A, P(z) > 0 donc |P(z)| = P(x). Ainsi, pour tout x € A,

(I) = |-22" + 92— 7| <2® — 22 -3
= (1 -20-3)< -2+ 92 -T<2* - 203
= —*+20+3< 202 +9r—Tet —22*+ 92 -7 <a2® 27— 3
= 2?4+ 22+3— (222 +9r—-T7)<0et 0<2® — 20 —3 — (=222 + 92— 7)
= 2" +20+3+21 - 9r+7<0et 0<2® —20r —3+22° —9x + 7
=2 —Tr+10<0et 0< 32> —1lx +4

On a donc montré que

Vice A (BE)<=2"-Tr+10<0et0< 32> — 11z +4|

. On a vu dans la question 2.b. que le trinome 2> — 72 + 10 a pour racines réelles 2
et 5 donc, comme a = 1 > 0, 'ensemble des solutions sur R de 22 — 72 + 10 < 0 est
C =]2;5].

De méme, on a vu que le trinéme 322 — 11z + 4 a pour racines réelles les nombres

11 ++v73 ; 11 =73
e
6 6

donc, comme a = 3 > 0, I’ensemble des solutions sur R de

11 —+/73 11+ /73
3x2—11x+4>0estD:]—oo;T[U +T;+oo[.
11 —+/73 11+ /73

Dés lors, comme —— = 0,5 et +T ~ 3,2, 'ensemble des réels x tels

11+ V73 _|
que 22 —7xr+1 <0et 322 —-1lz+4>0est OCND = +T;5 . De plus,
A=]-00;—1]U[3;+00[donc CND C A. ]

11+ V73

On conclut que |I'ensemble des solutions de (1) sur A est +T )

. Pour tout x € B, P(z) < 0 donc |P(z)| = —P(z). Ainsi, pour tout x € B,

(I) <= |-20" + 92 — 7| < —(2* — 22— 3)
= —2r—-3< 22 +97 -7 < —(2° — 22 — 3)
= 2*—-20-3< 20" +9r—Tet —22°+92—-7< —2* +27v+3
=220 -3 (22" +9r—T7)<0et 0 < —2° + 20 +3 — (—22> + 92— 7)
=2’ =20 —3+20" -9 +7<0et 0 < —2”+20+3+422> -9 47
3" —llz+4<0et 0<a’—Tz+10



Comme précédemment, ensemble des solutions de 322 — 11z +4 < 0 est B =

11— V73 11+ /73
6 ’ 6
]—00;2[U]5;400[. On en déduit que I'ensemble des réels  tels que 322 — 11z +4 < 0

11— /73
6

et I'ensemble des solutions de 22 — 72 + 10 > 0 est F =

et 22 —Tx+10>0est ENEF = ;2. Or, B=]-1;3[donc ENF C B et

ainsi | 'ensemble des solutions de (I) sur B est

11—\/ﬁ‘2[
6 7|

d. Pour tout réel x, z € A ou z € B donc on déduit des questions précédentes que

11 — /73 11 73
T\/_;Qlu +—\/_;5[‘

I'ensemble des solutions de (/) sur R est G




