TB1 octobre 2024

Devoir a la maison n°2
A rendre le mercredi 16 octobre 2024

1. Pour tout réel m, on pose P(m) = m? — 3m + 2.
a. Déterminer I'ensemble des racines de P.

b. Déterminer, pour tout réel m, le signe de P(m) en fonction de m.

2
2. Soit un réel m > 3 On pose, pour tout réel x,

f(x) = (3m — 2)z* + (8m — 4)z + 5m — 1.
a. Vérifier que le discriminant A,, de f,, est égal & 4P(m) ot P est le polyndme défini
dans la question 1..

b. En déduire que le trindéme f,, posséde deux racines réelles z; et x, si et seulement si

2
m € } 3 1 [U |25 400[. On vérifiera que, dans ce cas,

_ 2—4m— P(m) ot x2:2—4m—|—\/P(m)

" 3m — 2 am — 2

avec r1 < Xs.

c. Déterminer, pour tout z € R, le signe de f,,(x) en fonction de x. On distinguera
plusieurs cas selon la valeur de m.

2
Pour tout réel m > 3 et tout réel x ¢ {—1;—3}, on pose

(5m — 2)z + 6m
2v+1

Ap(r) =

3. Dans cette question uniquement, on suppose que m = 1.
a. Calculer, pour tout réel z ¢ {—1;—1}, Ai(z) — Bi(z) et en déduire que 4 (z) — B (z)
est du méme signe de (2x + 1)(z + 1).

b. Etudier, pour tout réel z, le signe de (2 + 1)(z + 1) puis, comparer, pour tout réel
x ¢ {-1;-1}, Ai(z) et Bi(z) en fonction de z.

: : : 2
Dans toute la suite, on suppose que m est un réel quelconque strictement supérieur a —.

4. Vérifier que, pour tout réel z ¢ {—1;—3}, A, (z) — Bp(z) = e f?)(f) Y ou fi, est
x x
défini dans la question 2..

5. Comparer, pour tout réel z ¢ {—1;—3}, Ay (z) et By, (x) lorsque m € [1;2].

2
6. On suppose queme}g;l UJ2;+oo[.

a. Justifier que 0 < P(m) < m? et en déduire que zo < —1.
b. Comparer, pour tout réel z ¢ {—1; -1}, A,,(z) et B, (z) en fonction de z.



Solution.

1. a. Le discriminant de P est A = (—3)> —4 x 2 x 2 =1 > 0 donc le trindme P posséde
deux racines réelles :
—(=3)+v1

ﬂ—l et my = ——— = 2.

N 2% 1

Ainsi, |'ensemble des racines de P est {1;2}|.

b. Comme A > 0 et a =1 > 0, on déduit du résultat de la question précédente que
P(m)>0simé€|—oo;1]U[2;+o00[ et P(m) < 0sim e [l;2]|

2. a. Le discriminant de f,, est

A, = (8m —4)* —4(3m —2)(5m — 1)
= (8m)* — 2 x 8m x 4 + 4% — 4(15m* — 3m — 10m + 2)
= 64m? — 64m + 16 — 4(15m* — 13m + 2)
= 64m?* — 64m + 16 — 60m> + 52m — 8
= 4m?* — 12m + 8
=4(m*® —3m +2)

donc |A,, = 4P(m) |

b. Comme 4 > 0, pour tout m € D, le signe de A,, est le signe de P(m). Ainsi, f,,
posséde deux racines réelles si et seulement si P(m) > 0. On déduit alors de la question

2
1. que | f,, posséde deux racines réelles si et seulement si m € ] 3 ;1 [ UJ2;+oo[|

Dans ce cas,

(8m —4) — \/4P(m) (8m —4) 4+ /4P (m)

e 2(3m — 2) et = 2(3m — 2)
 —2(4m —2) — 2,/P(m)  —2(4m —2) +2y/P(m)
2(3m — 2) 2(3m — 2)
_ 2—4m—/P(m) _ 2—dm+/P(m)
3m — 2 3m — 2

2
Or, comme /P(m) >0, 2 —4m — \/P(m) < 2 — 4m + /P(m) et, comme m > 3

3m — 2 > 0 donc, finalement, .

c. Sim € [1;2], P(m) < 0 donc, pour tout réel z, f,,(z) est du signe de a = 3m —2 >0
donc, |si m € [1;2], f.(x) = 0 pour tout réel z|.

2
Sime |[=;1 [U 125 4+00[ alors f,, posséde deux racines réelles 1 et x5 avec 7 < x9

et fi () est du signe de a = 3m — 2 > 0 a l'extérieur des racines donc on conclut que

2
sime]g;l[U]Z;—i-oo[, fm(x) = 0siz € ]—o0;21|U[zy;+00] et frn(z) < Osix € [zg;2] |




3. a. Pour tout réel = ¢ {—1;—1},

Ay (z) —

3xr+6

T+ 2

Bilw) = 51

_:r;—i—l

Bx+6)(x+1)— 2z +1)(z+2)

2z +1)(x+1)

3?4+ 3x+06046— (202 +4r+ 2+ 2)

x2+

2z +1)(x +1)
4o 4+ 4

2z +1)(z+1)

(x

+2)?

2z +1)(x +1)

donc | Ay (z) — By(x) =

(z +2)?

2r+1)(x+1)

4. Or, pour tout réel z, (x+2

)2 > 0 donc|le signe de A;(x) — By(x) est le signe de (22 + 1)(z + 1) |

Pour étudier le signe de (2x + 1)(x + 1), qui est un produit de deux facteurs affines, on
utilise un tableau de signe.

b
Pour2z+1:a=2>0etb=1donc —— = ——.
E— a

1

b
Pourx+1:a:1>0etb:1donc——:—I:1.

a

On en déduit le tableau suivant :

1
x —00 —1 —= 400
2
signe de 2x + 1 — — 0 +
signe de x + 1 — 0 + +
signe de n 0 B 0 .
2z +1)(z+1)

2

1
On en déduit que, pour tout z € |—o0; —I[U] —— ;400 [, Ay (z)— Bi(z) > 0 et, pour tout

1
x € ] —1; 5 [, Ay (x)—Bi(z) < 0. Ainsi,

1
pour tout z € ]—oo;—l[U}—§;+oo {, Ai(z) = By (2)

1
et, | pour tout x € ] —1; —5 {, Ai(z) < Byi(z) |

5. Pour tout « ¢ {—1;—3},

Al([E) — Bl<l’) =

(5m —2)z+6m)(z+ 1) — (mx+m+1)(2x + 1)

(2z +

)(x+1)

(5m — 2)z? + (5m — 2)x + 6mx + 6m — (2ma® + mz + 2max +m + 2z + 1)

(2x 4+ 1)(x + 1)

(3m —2)z* + (8m —4)x + 5m — 1

2z + Dz + 1)

donc | A, () — Bp(x) =

r+1)(x+1)]




6. Si m € [1;2] alors, d’aprés la question 2.c., f,,(z) = 0 pour tout réel z. Dés lors,
le signe de A;(z) — Bi(x) est le méme que le signe de (2x + 1)(z + 1) et comme

1
précédemment, on conclut que | pour tout z € |—oo; —1] U [—5 ; 00 [, Ai(z) = By (2)

1

et ;——
2

pour tout = € [—1 ], Ai(z) < By(z) |

2
7. Comme m ¢ [1;2], d’aprés la question 1., P(m) > 0. De plus, comme m > =, 3m >
2 donc, en multipliant par —1 < 0, —3m < —2 donc —3m + 2 < 0 et finalement
m? —3m + 2 < m? Ainsi, |0 < P(m) < m?|.

Par croissance de la fonction racine carrée sur [0; +oo[, on en déduit que 0 < \/P(m) <

vm? donc /P(m) < |m| et, comme m > 0, \/P(m) < m. Par suite, 2—4m++/P(m) <

2—4dm+mie 2—4m+ /P(m) <2 —3m et, en divisant par 3m — 2 > 0, on conclut

2—3m .
que s < > o [y < 1]

En utilisant les résultats des questions 2.c. et 3.a., on obtient le tableau suivant :

z —00 Z1 T2 -1 —= 400

signe de fn(2) + 0 - 0 + - -+

signe de
2z + 1)(xz + 1)

signe de
fm(2) + 0 - 0 + — +
(2x+1)(x +1)

On conclut comme ci-dessus que| A,,,(z) = By, (z) si z € |—00;21] U [22; —1[U]—1; +o0]

et | Ap(2) < By(z) siz € [z1;22] U] —1;

|
N |+
Lo—




