TB1/2 6té 2026

Devoir a la maison n°13
A rendre le mercredi 2 septembre 2026

Exercice 1 (Algeébre)

3 1 1 1 00
On considere les matrices A=|1 3 1|letlI=1]0 1 0
2 2 4 0 01

1. a. Déterminer un réel a tel que A2 — 84 = al.
b. En déduire que A est inversible et donner 'expression explicite de A~

x
2. a. Résoudre AX =6X, o X est de la forme |y | avec (z,y) € R2
2
1 1
b. Calculer A| —1| et A 0 |. Que constate-t-on?
0 -1
1 1 1 6 00
3.Onnote P=1|1 -1 0 |etD=|[0 2 0
2 0 -1 00 2

a. Montrer que P est inversible et déterminer P~
b. Montrer que A = PDP~!.

c. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, A® = PD"P~1,
6"43x2"  ET—2"  Gn—2"

4 4 4
6" —2" 6" +3x2" 6" —2"

d. En déduire que, pour tout n € N, A" =

4 4 4
6n_2n 6n_2n 6n+2n
2 2 2
Solution.
1. a. Comme
12 8 8 24 8 8 —-12 0 0
A*—84A=1|8 12 8|—-|8 24 8|=| 0 -12 0 |,
16 16 20 16 16 32 0 0 —12

A? —8A = —12[ ie. [a = —12]

b. Ainsi, A(A — 81) = —127 donc —112A(A _81) = I ct ainsi A x ( (A— 8])) _y

1
) 12
donc, par propriété, A est inversible et A~ = —1—2(A —8I) i.e.

12 12 12

A= -

—
@\)—'M‘)—‘
—
D
=
[N}




X

2. a. Soit (z,y) e R? et X = |y |. Alors,
2
3r+y+2=>6x —Br+y=-2
AX =6X <= (x+3y+2 =0y <z —3y=-2
20+ 2y +8 =12 rTH+y=-—2
y=3r—2 y=3r—2
—=r—-3B8r—-2)=-2 <= {-8r+6=-2
r+(3r—2)=2 4o — 2= -2
=1
<~ 4
{le
x 1
Ainsi, ['unique solution de AX = 6X de la forme X = |y | est | 1
2 2
1 2 1 2 1
b. Al-1|=|-2letA[ O | =10 |.Ainsi,si X =|—-1] ou X =
0 0 -1 -2 0

3. a. Soit (a,b,c) € R3. On considere le systéme suivant d’inconnue (x,y, 2) € R? :

Alors,

2X.

r+y+z=a I

(S)sz—y=1b Ly .

20 —z=c¢ Ls
r+y+z=a Ly
—2y—z=b—a Ly <+ Ly — Ly
—2y—32':c—2a Lg%L3—2L1
rt+y+tz=a Ly
—2y—z=b—a Ly
—2z=c—b—ua Lg(—Lg—LQ

1
0

-1

Le systeme échelonné est de rang maximal donc \P est inversible \ De plus,

() =

r+y+ia+ib—ic=a
—2y—(3a+ib—3c)=b—a
z:%a%—%b—%c

alors



111
-1 %43%
donCP:Z_ZZ
11 1
2 2 2
b. On vérifie que
1 1 1
1 1 1\/6 00/ 1 1!
PDP =11 -1 0|0 2 0f|; =2 ;
1 1 1
2 0 —-1/\0 o0 2/\; & -3
3 3 3
A N
=L -1 0|z -5 3
2 0 —-1/\1 1 -1
311
=(1 3 1
2 2 4

donc |PDP~ 1= A|

c. Considérons, pour tout n € N, la proposition H(n) : « A" = PD"P~! .
Initialisation. Dune part, A° = I et, d’autre part, PD°P~!' = PIP~' = PP~' =]
donc A = PD°P~1 et ainsi H(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons que H(n) est vraie. Alors, grace a la question b.,

A = A"A = (PD"P")(PDP~') = PD"(PP'DP™)
= PD"IDP' = PD"DP ' = pp"tipt

donc H(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que

VneN, A"=PDP.

d. Soit n € N. Comme D est diagonale,

6" 0 0
D"=[0 2" 0
0 o0 27
donc
n r 1 1
1 1 1 6" 0 0 i1,
A"=([1 -1 0 0 2" 0 1 —1 1
2 0 —-1/\0 0 20/ \5 i —3
1 1 1 6" 6" 6"
4 4 4
=11 -1 0 2L w22
- 4 4 1
2 0 —1)\% 2z -z
2 2 2
6m42n42m L 6n_3x2n4ontl  grqon_ontl
4 4 4
— 67‘&_4” 6n+3><27b 6”_271
6’7Lé27l 67L£27L 67li2n
2 2 2

donc, en remarquant que 2"t = 2 x 2", on conclut que

6"+3x2"  6"—2"  G"—2"
4 4 1
A= | en=2r enadxen gno2n

4 4 4
6N —2n 6N —2n 6o
2 2 2




Exercice 2 (Analyse)

On considere, pour tout n € N, la fonction f, : x — (1 — z)"e™%*.

Partie 1. Etude de la fonction f;

Dans cette partie, on s’intéresse uniquement a la fonction f; : z —— (1 — x)e

—2x

1. Justifier que f; est dérivable sur R puis calculer, pour tout réel z, fi(z).

AN

Etudier le signe de f/(z) en fonction du réel z puis donner les variations de f; sur R.
Calculer les limites de f; en —oo et en +oc.

Dresser le tableau de variation de f; sur R.

1
Démontrer que I'équation f(z) = 2 admet une unique solution sur R que 'on notera .

Justifier que 0 < a < 1.

Partie 2. Etude d’une suite d’intégrales

1
Pour tout n € N, on pose [, = / fn(z)dz.
0

NS kWb

Justifier que, pour tout n € N, [,, est bien définie et donner son signe.
Calculer 1.
Etudier les variations de la suite (I,).

Que peut-on en déduire ?
1

Démontrer que, pour tout n € N, 0 < I, < )
n+1

Déterminer la limite de la suite (1,,).

A Taide d’une intégration par parties, démontrer que, pour tout n € N,

2y =1— (n+ 1)1,

8. En déduire lim nlIl,.

n—-4o00

. Donner un équivalent simple de I,, lorsque n tend vers +oc.

Solution.

Partie 1. Etude de la fonction f;

1.

La fonction f; est dérivable sur R comme produit et composée de fonctions dérivables et,
pour tout réel z,

filx)=(=De ™ + (1 —2) x (=2e72") = (=1 + (1 —x) x (=2))e

i.e.| pour tout z € R, fi(z) = (22 — 3)e |

. Pour tout réel z, e2* > 0 donc le signe de f{(z) est le signe de 2z — 3. On en déduit

que | fi(z) <O0siz <2 et fi(z) 2 0siz> 2| Deplus, f{ ne s’annule qu'en 2. Dés lors,

f1 est strictement décroissante sur }—oo ; %

} et strictement croissante sur [% ; +oo{ .




3. Etude au voisinage de —oo
2x

D’une part, lim —2z = 400 et lim e* = 400 donc, par composition, lim e %* =
T——00 X—+o00 T—>—00

+o00. D’autre part, 1_1}1_11 1 — 2 = 400 donc, par produit, l_i}rp fi(x) = +o0o|.

Etude au voisinage de 400
Pour tout réel x,

filx) = e —ge .

D’une part, lim —2z = —oco et lim e* = 0 donc, par composition, lim e 2* =
T——+00 X——00 r——+00
0. D’autre part, par croissances comparées, Xlim Xe* = 0 (car 2 > 0) donc, par
——00

composition, lim —xe ?* = 0. Par somme, on conclut que | lim fi(z)=0]|.
! Tr——+00 ! Tr—+00

4. On en déduit le tableau de variation suivant :

x —00 % +00
signe
de fi(x) R

+00 0
Variation \ /
de
S -
——e
2

3 1
5. Sur [2 ; +oo[, f1 est négative donc 'équation fi(z) = 3 n’a pas de solution.

3
Sur } —00; 2} , f1 est continue (car dérivable) et strictement décroissante donc, par le théo-

3 3
reme de la bijection continue, f; réalise une bijection de ]—oo ; 2] sur [ fi <2> ;lim fy [ =

1 1 1
{—263;+oo { Comme 5 € {—263;%—00 {, on en déduit que 3 posséde une unique

antécédent o dans | —oo; 3|

—_

On conclut donc que |« est 'unique solution dans R de I’équation f;(z) =

5
6. Comme /i(0) = 1 et fi(1) = 0, fi(1) < 3 < Ai(0) ie. A1) < fil0) < (0). Par

, on en déduit que m.

Partie 2. Etude d’une suite d’intégrales

décroissance de f; sur

oS
2

1. Soit n € N. La fonction f,, est continue sur [0; 1] comme produit et composée de fonctions
continues donc ‘In est bien définie ‘ De plus, pour tout = € [0;1], 1 — 2 > 0 donc, par
croissance de la fonction ¢ — ¢" sur Ry, (1 — )" > 0 et e 2® > 0 donc, par produit,

fn(z) = 0. Par croissance de l'intégrale, on en déduit (puisque 0 < 1) que .
2. Par définition,

Iy = /01(1 — )% dr = —; /01 —2e T dy = —; {e_%]; = —; (6_2 - eo)

-2

1—e
2

donc | Iy =




3. Soit n € Net z € [0;1]. Comme z > 0, 1 — 2z < 1 donc, en multipliant par (1 — x)" qui
est positif (comme on I'a vu dans la question précédente), (1 — z)"™ < (1 — z)". De
plus, e72* > 0 donc (1 —2)" e ™ < (1 — z)"e ?* ie. fo1(x) < fu(x). Par croissance

1 1
de l'intégrale, on en déduit que / for1(x)de < / folz)dx ie. I,41 < I,. Ainsi, on
0 0

conclut que | (I,,) est décroissante |.

4. Lasuite (I,,) est décroissante et minorée par 0 donc, par le théoreme de la limite monotone,

(I,,) converge |

5. Soit n € N et z € [0;1]. Alors, z > 0 donc —2z < 0 et, par croissance de la fonction
exp sur R, e < e’ i.e. e < 1. En multipliant par (1 —x)" > 0, on en déduit que
(1—z)"e ™ < (1 —x)" ie. fuo(x) < (1 —z)". Par croissance de I'intégrale, on en déduit
que

1
0

/Ol(l—l‘)nd[E:[—u_wllz—onn+l—< 1 >: 1

n+1 |, n—+1 Tn+1 n+1

1
n+1/

I, = /01 fo(z)de < / (1 —2)"dz.
Or,

On en déduit, en utilisant aussi le résultat de la question 1. que |0 < [,, <

6. Comme lim

, on en déduit de la question précédente et du théoreme d’encadrement
n—+4o0o N, +

que | lim [, =0]

n—-4o00

7. Soit n € N. Considérons
1 1
2, = 2/ (1— 2)"+e 2 dz = / (1 — )™ x 2672 da.
0 0

Considérons également les fonctions

wirr— (1—2)"™ et wvizr—— —e

qui sont de classe €' sur [0;1] et dont les dérivées sont

€T

uir— —(n+ D1 —2)" et vz 2e

En intégrant par parties, il vient

2Ln1 = [(1—2)"* x (—e—%)}; - /O l(n +1)(1 — z)"e 2 dz

=0— () —(n+1) /01(1 —z)"e ¥ dx

ie |2, =1—(n+1)L,|

8. On en déduit que, pour tout n € N, 21,,.1 =1 —nl, — I, et donc nl, =1— 1, — 21, .
Or, I, —— 0 donc I, = 0 et ainsi, par somme, |nl, — 1|

n—+00 n—-+00

S

I

9. 1l suit de la question précédente que —* —+> 1 donc, par définition, | [, ~ —|.
= n—+oo
n




Exercice 3 (Probabilités)

On considere une urne U contenant deux boules blanches et une boule noire indiscernables
au toucher, ainsi qu'une urne V' contenant une boule blanche et trois boules noires, elles aussi
indiscernables au toucher. On effectue une suite de tirages d’une boule dans ces urnes en
procédant comme suit :

e le premier tirage a lieu dans 'urne U ;
e tous les tirages s’effectuent avec remise de la boule piochée dans 'urne dont elle provient ;

e si 'on pioche une boule blanche lors d’un tirage, le tirage suivant a lieu dans 'autre
urne et, si I’on pioche une boule noire lors d’un tirage, le tirage suivant a lieu dans la
méme urne.

Partie I — Etude de I'urne du n-iéme tirage
Pour tout entier n de N*, on note U, I’événement « le n-ieme tirage s’effectue dans I'urne

U ». Puisque le premier tirage a lieu dans 'urne U, 'événement U; est certain : P(U;) = 1.

1. Calculer P(Us).
2. Donner, sans justification, la valeur de Py, (Us) et celle de Pg(Us). En déduire P(Us).

3. a. Pour tout n € N*, donner, sans justification, la valeur de Py, (Un1) et celle Pg—(U,41).

1 1
b. En déduire que, pour tout entier n de N*, P(U,,41) = EP(Un) + 1
3
4. On pose, pour tout n € N*, a, = P(U,,) — o
a. Montrer que (a,)nen+ est une suite géométrique et préciser sa raison et son premier

terme.

b. Déterminer, pour tout n € N*, une expression explicite de a,, en fonction de n puis la
valeur de P(U,,) en fonction de n.

c. Calculer lim P(U,).
n——+o0o

Partie II — Etude du nombre de boules blanches

Pour tout entier naturel non nul n, on note X, la variable aléatoire égale au nombre de
boules blanches piochées au cours des n premiers tirages.
1. Déterminer la loi de X;. On reconnaitra une loi usuelle.

2. a. Donner, sans justifications, les valeurs de :
Pxi=0)(X2 =0), Pu—(X2=1), Px-n(Xo=1) et Prx-1)(X2=2).

b. En déduire la loi de Xs.

c. Vérifier que E(X;) = i:
3. Pour tout entier n de N*, donner, sans justification, X, (2).
4. Pour tout entier n de N*| calculer P(X,, = 0).

5. Soit n € N*. Expliquer pourquoi apres avoir obtenu au cours des n premiers tirages un
nombre pair de boules blanches, le tirage de la (n + 1)-iéme boule s’effectuera dans U.

On admettra de méme qu’apres avoir obtenu au cours des n premiers tirages un nombre
impair de boules blanches, le tirage de la (n + 1)-ieme boule s’effectuera dans V.



6. A laide de la formule des probabilités totales, démontrer que, pour tout entier n de N*,

3 2

4 n
7. Pour tout entier n de N* on pose u,, = <3> P(X,=1).
Déduire de la question précédente que, pour tout entier n de N*,

Upy1 = U, +8<4>n
n+1 — WUn 9 9 .

8. a. Montrer par récurrence que, pour tout entier n de N*,

8 4N\™
n==-(1—1(= .
=3 ( (9) )
b. En déduire, pour tout entier n de N*, la valeur de P(X,, = 1) en fonction de n.

Solution.

Partie I — Etude de I'urne du n-iéme tirage

1. Comme U; est un événement certain, P(Us) = P(U, | U;) donc P(Us) est la probabilité

1
de tirer une boule noire dans I'urne U. Par équiprobabilité des tirages, |P(Us) = 3t

1 1
2. De méme, | Py, (Us) = 3 et | P (Us) = .

Les événements Us et Us forment un systéme complet d’événements donc, par la formule
des probabilités totales,

P(Us) = P(U)Pu, (Us) + PO)Py{Us) = 2 X 5+ 2 x { = 5+ 2
soit | P(U;) = 5 .
18
3. a. Comme précédemment, pour tout entier n > 2, | Py (U,41) = ; et | Py (Upt1) = le .

b. Soit n € N*. Les événements U, et U, forment un systéme complet d’événements
donc, par la formule des probabilités totales,

P(Uni1) = P(Un)Pu, (Uni1) + P(Un)Py (Un 1)

n

1 1
=P(U,) x 3 + (1 —-P(U,)) x 1
1 1 1
=-P -—-P
2 (Un) + i (U,)
done | P (U, )—LP(U)jL1
" ) = o el T
4. a. Soit n € N*. Alors,
3 1 1 3 1 1 1 3 1

donc | (a,)nen+ est une suite géométrique de raison ot De plus, son premier terme

3 3 8
eStCLl:P(U1>_ﬁ:1—ﬁSOit alzﬁ_

n



b. On en déduit que, |pour tout n € N*, a,, = 181 (112> . De plus, pour tout n € N*,
a, =P(U,) — 3 donc P(U,,) = a, + i
11 11
Des lors, | pour tout n € N*, P(U,,) = s (1>n + El :
11 \12 11
c. Comme —1 < — ! <1, < )n —— 0 donc, par produit et somme, | P(u,,) —— 3 :
12 12 n—+00 ’ ' |

Partie IT — Etude du nombre de boules blanches

1. En un seul tirage, on peut tirer 0 ou 1 boule blanche donc X; suit une loi de Bernoulli.
De plus, comme le premier tirage se fait dans 'urne 1, le probabilité de tirer une boule

1 2
blanche est 3 Ainsi, | Xy — A (3) :

2. a. Si (X; = 0) est réalisé alors la premiere boule tirée est noire donc le second tirage a
lieu dans I'urne U. Ainsi, | P(x,—0)(Xy, = 0) = ; et |Pix,—) (X =1) = g :
Si (X; = 1) est réalisé alors la premiere boule tirée est blanche donc le second tirage
a lieu dans I'urne V. Ainsi, | P(x,=1)(Xy = 1) = i et | Pix,=1)(X2 =2) = i :

b. Commengons par noter que Xs(w) = {0,1,2}.
Les évenements (X; = 0) et (X; = 1) forment un systéme complet d’événements.
D’apres le formule des probabilités totales, on a donc

P(XQ — 0) — P(Xl — O)P(X1:O)(X2 — 0) —|— P(Xl — 1)P(X1:1)<X2 — O)

Or, si (X7 = 1) est réalisé, on a tiré une boule blanche au premier tirage donc X, > 1.
Ainsi, P(x,-1)(X2 = 0) = 0. Des lors,

1 1 1
P(Xo = 0) = P(X) = 0Py, (Xs =0) = L x L =]
3 3 9
De méme
P(X,=1) = P(X; = 0)Py,_o)(Xo = 1) + P(X; = )Py, _1) (X = 1)
12,23
_3 3 3 4
E
18"
Enfin

P(XQ = 2) = P(Xl = O)P(X1:0)(X2 - 2) + P(Xl - 1)P(X1:1)(X2 = 2)

Or, si (X7 = 0) est réalisé, on a tiré une boule noire au premier tirage donc X, < 1.
Ainsi, P(x,—0)(X2 = 2) = 0. Des lors,

P(X;=2) =P(X; = DPx,—1(X2 = 2) =

CO\I\D
)-lk\H
D

On peut donc résumer la loi de X, par le tableau suivant :



k 0| 1 |2

13
PX=k|-|—|=
( ) 911816
1 13 1 19

. Pour tout n € N*, X,,(Q2) = [0, n].

. Soit n € N*. L’évenement (X,, = 0) est réalisé si et seulement si on tire une boule noire
lors des n premiers tirages. Or, lorsqu’on tire une boule noire, on ne change par d’urne.
Ainsi, P(X,, = 0) est la probabilité de tirer n boules noires en effectuant n tirages avec

remise dans I'urne U. Par indépendance des tirages, on a donc |P(X,, = 0) =

(

1

3

)l

. Si on a obtenu un nombre pair de boules blanches, on a changé un nombre pair de fois
d’urne donc on se retrouve avec 'urne initiale i.e. I'urne U pour le tirage suivant.

. Soit n € N*. Comme ((X,, = k))ke[o,n] est un systeme complet d’évenements, d’apres la

formule des probabilités totales,

n

P(X,n1=1 = Z P(X, = k)P x, =) (Xpnp1 = 1).

k=0

Or, si X, > 1 alors X,,;1 > 1 donc, pour tout k > 1, Py, —)(Xpy1 = 1) = 0. Ainsi,

P(Xn—i-l = 1) = P(Xn = O)P(ano)(Xn+1 = 1) + P(Xn = 1)P(Xn=1)(Xn+l = 1).

De plus, si X,, = 0 alors le (n + 1)—iéme tirage a lieu dans I'urne dans I'urne U donc

Px,=0)(Xns1=1) = 3 et, si X,, = 1 alors le (n + 1)—ieme tirage a lieu dans 1'urne dans

3
I'urne V donc P(x,-1)(Xp41 =1) = 1 Ainsi, on conclut que

2 3
P(X,.1=1)= gP(Xn =0)+ ZP(X" =1)|
. Soit n € N*. Alors,
4 n+1 4 n+1 2 3
1 = | = PX,.,1=1)=|-= -P(X,, =0 -P(X, =1
fntt (3) (X1 =1) (3) 3Pl )+ 1P )
4 n+1 2 4 n+1 3
<3> < 3P )+ (3) X< 3P )
1 n
Or, d’une part, on a vu que P(X,, =0) = <3> donc
4 n+1 92 4 n+1 2 1\ " 4n+1 X 2
o= ()20
(3> x 3P )=\3) *33) “3maaxzm
4" x 4 x 2 8 x 4"

T 31 x3x3x3"  9x(3x3)n
_8(4)"
- 9\9/

D’autre part,

3

(4)”“ Sp=1=(3) x5 x P == (3) P =) =



Ainsi, on conclut que

8 /4\"
Vn € N, un+1:un+<> )

9\9
. " 8 4N\"
8. a. Considérons, pour tout n € N*, la proposition H(n) : « u, = R (1 — (9) ) ».
e 4\1 4 2 8
Initialisation. D’une part, u; = (3) PX,=1)= 3 X 3<% et, d’autre part,
8 ANT 8 5 8
5 (]. — <9> ) = 5 § § donc H( ) est vraie.
Hérédité. Soit n € N*. Supposons que H(n) est vraie. Alors, grace a la question
précédente,
+5(5) =50-))+s(5)
tnit =T 9\g) T3 9 9\9
-5(1-() +5(9))
5 9 9\9
8 5\ /4\"
-2 (1 142
(1 (-1+3) (5))
8 4 /4\"
SIEIEN
5 9\9
n+1
HEtS
5 9

donc H(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que

8 4\"
N up=-(1-(=) )|
meN w=:(1-(5))

AN\ 3\"
b. Pour tout n € N*, u,, = <3> P(X, =1)donc P(X,, =1) = <4) U,. On déduit

donc de la question précédente que

Vne N, P(X,=1) :i




