TB1 mai/juin 2026

Devoir a la maison n°12
A rendre le mercredi 10 juin 2026

Pour tout entier naturel non nul, on consideére, sur [0;+ool, ’équation
(E,): e =a"

Pour ce faire, on introduit, pour tout n € N*, la fonction f,, définie sur [0;+o0o[ par :

folx) =1—2a"e".

Partie A. — Etude descas n=1¢et n =2

1. Dans cette question, on étudie le cas n = 1.
a. Etudier les variations de f; sur [0; +o0].
On dressera son tableau de variation en précisant la valeur en 0 et la limite en oco.
b. Etudier I'existence de solutions positives pour 'équation (E).
2. Reprendre les questions précédentes dans le cas n = 2.

Partie B. — Etude du cas n >3

1. Existence de solutions
Dans cette question, on suppose que n est un entier au moins égal a 3.

a. Montrer que f,(n) =1— (n) et en déduire que f,(n) < 0.
e

b. Etudier la fonction f, sur [0;+ool.
On dressera son tableau de variation en précisant la valeur en 0 et la limite en 4oc.

c. Montrer que I'équation (FE,) admet deux solutions positives u, et v, telles que
1<u, <n<u,.

2. Etude de la suite (u,)

a. Déterminer, pour tout entier n > 3, le signe de f,11(u,) et en déduire le sens de
variation de la suite (uy,).

b. Montrer que (u,) converge.

u
c. Montrer que, pour tout entier n > 3, u,, = exp <n> et en déduire la limite ¢ de la
n
suite (uy,).
1
d. En utilisant un équivalent usuel, montrer que u, — ¢ ~ — lorsque n tend vers +o0.
n

3. Etude de la suite (v,,)

a. Déterminer, pour tout entier n > 3, le signe de f,(v,11) et en déduire le sens de
variation de la suite (v,,).

b. Déterminer la limite de (v,,).

c. On considere la fonction g : © — @ — In(x) définie sur [1;+o0l.
Montrer que g réalise une bijection de [1;+o00[ dans [1;4o00].

., Up,
d. Etablir que, pour tout entier n > 3, g () = In(n).
n

v
e. Montrer a 'aide de la bijection réciproque ¢~' de ¢ que — —— +00.
n mn—+oo

f. Conclure que v,, ~ nln(n) lorsque n tend vers +oo.



Solution.
Partie A. — Etude des cas n =1 et n = 2

1. a. On considere fi : x — 1 — xze™* définie sur [0; +ool.
La fonction f; est dérivable sur R, comme composée, produit et somme de fonctions
dérivables et, pour tout x € R,

filz) = — (1 xe "4 :U(—e"’”)) = (x—1)e ™.

Pour tout z7iR ., e=* > 0 donc le signe de f](z) est le signe de x — 1 i.e. f{(x) < 0 si
z[0;1] et fi(z) > 0six e [l;+o0[. Ainsi, f; est décroissante sur [0;1] et croissante
sur [1;+o0].
T
De plus, f1(0) = 1 et, pour tout z € Ry, fi(x) = 1 — — donc, par croissances
e €T
comparées, mEIlloo fi(x) =1.

On aboutit done au tableau de variation suivant :

T 0 1 +00
1 1
Variation
de fi
1—e!

b. Pour tout = € R,
(B) <= e =r<=l=xe <= 1-1e"=0<= fi(z)=0.

Or, d’aprés le tableau de variation, pour tout z € Ry, fi(z) > 1 —e ! > 0 donc

fi(z) # 0. Ainsi, I’équation ‘ (E7) n’a pas de solution sur R ‘

2. On considere fy : z — 1 — 2% définie sur [0; +oo|.
La fonction f5 est dérivable sur R, comme composée, produit et somme de fonctions
dérivables et, pour tout x € R,

fo(z) = — (Qx xe *+ xz(—e_“"’)) =zx(r —2)e "

Pour tout iR, ze™® > 0 donc le signe de f5(z) est le signe de v — 2 ie. fi(x) < 0 si
x[0;2] et fi(z) > 0six € [2;+00[. Ainsi, f2 est décroissante sur [0;2] et croissante sur

25 +o0l. ,

x
De plus, f5(0) = 1 et, pour tout = € R, fo(x) = 1 — —— donc, par croissances comparées,
e x

lim f5(z) = 1.
On aboutit done au tableau de variation suivant :
T 0 2 400
1 1
Variation
de fi
1 — 4e2




3. Pour tout z € R,
(By) =" =2 = 1=1""<=1-2%"=0<= fo(x) =0.

Or, d’apres le tableau de variation, pour tout # € Ry, fo(x) > 1 —4e™? > 0 donc

fa(z) # 0. Ainsi, 'équation | (E2) n’a pas de solution sur Ry |

Partie B. — Etude du cas n >3

1. a. Par définition,

donc | fr(n) =1 — (n>n :

(&

Or, e < 3 < n donc — > 1. Par stricte croissance de la fonction z —— 2™ sur R, on
e

e
b. On considere f, : © — 1 — ze™* définie sur [0; +o0].
La fonction f; est dérivable sur R, comme composée, produit et somme de fonctions
dérivables et, pour tout x € R,

filz) = — (Tmn_l X e ) (x —n)e ™.
)
(

en déduit que (n) > 1" =1donc | f,(n) <0

Pour tout znR ., "~ > 0 donc le signe de f/ (z) est le signe de z —n i.e. f)(z) <0
sixz[0;n]et fl(x) > 0 si z € [n;4o00]. De plus, f/(x) =0 si et seulement si z = 0 ou
x = n. Ainsi, f, est strictement décroissante sur [0;n| et strictement croissante sur
[n; 400.
xn
De plus, f,(0) = 1 et, pour tout = € Ry, f,(r) = 1 — — donc, par croissances
=
comparées, xllgloo fulz) =1.

On aboutit done au tableau de variation suivant :

T 0 n 400
1 1
Variation
de f,
= (7)
e

c. Pour tout x € R,
(Bp) <= e"=a"<=1=1"e "= 1—-a"e " =0<= f,(z) =0.

Comme f,, est continue (car dérivable) et strictement décroissante sur [0;n], par le
théoreme de la bijection continue, f, réalise une bijection de [0;n] dans [f,(n);1].
Comme f,(n) < 0,0 € [f.(n);1] donc il existe un unique réel u, € [0;n] tel que

folu,) = 0.



De méme, f,, est continue (car dérivable) et strictement croissante sur [n;+oo| donc,
par le théoreme de la bijection continue, f, réalise une bijection de [n;+oo| dans
[fn(n);1] et donc il existe un unique réel v, € [n;+o0] tel que f,(v,) = 0. De
plus, fo(1) =1 —e ! > 0et f,(n) < 0donc 1 < u, < n < v,. Ainsi, équation
(E,) possede deux solutions sur R, |.

. Soit un entier n > 3. Alors, par définition, e** = u]' donc

Un

fropi(uy) =1 —u e =1 —u, xu"e ™™ =1—wu, xe"e " =1—u, <0

car u, > 1. Ainsi, | fro1(u,) <0

Autrement dit, f,11(u,) < fri1(upg1) done, comme f,, est décroissante sur [0;n],

Uy, = Uy,. On conclut donc que |la suite (u,) est décroissante |.

. La suite (u,,) est décroissante et minorée par 1 donc, par le théoreme de la limite

monotone, | (u,) converge |.

. Soit un entier n > 3. Par définition, €' = u]! donc wu, = In(u!) = nln(u,) donc

n_

I _ In(uy,). On en déduit que |u, = exp <un> . Notons ¢ la limite de (u,,). Alors,
n n

14 u
— — 0 donc, par continuité de exp en 0, exp (n) — exp(0) i.e., par le
n n—+oo n n—+o0o

calcul précédent, u,, — 1. Ainsi, |[£{ =1
n——+00

. Par ce qui précede, pour tout n > 3, u, — 1 = exp <> — 1. Or, comme u,, — 1,
n n—+0o00
— — 0 dongc, par les équivalents usuels, exp | — | — 1~ — ie u, — 1 ~ —.
n n—r+oo n n n
U .
De plus, comme u,, — 1, u, ~ 1 donc — ~ —. Finalement, on conclut que
n——+00 n n
1
Uy — 1 ~ —|.
n
. Soit un entier n > 3. Comme e¥n+! = vzﬁ donc et = ——g,
Un+1
1 1 v, — 1
_ 1 _ ,n —Un+4+1 __ _ - 1=
falvnsr) =1 —vpqe™ ™t =1—wvpy X —5 =1 = 20
Un41 Un Un

car v, = 1. Ainsi, | f,,(v,41) = 0].

Autrement dit, f,v,.1 = fu(v,) donc, comme f, est croissante sur Ry, v, = v,.

Ainsi, |la suite (v,,) est décroissante |.

. On a montré que, pour tout entier n > 3, v, = n donc, comme lir+n n = +oo, par le
n—-+00

théoreme de comparaison, | lim v, = +o0|.
n——+00

. La fonction g est dérivable et donc continue sur |1 ; +oo[ comme différence de fonctions
fot , , 1 r—1
dérivables et, pour tout réel z > 1, ¢'(z) =1 - — = . Or, pour tout z > 1,

x>0etz—120donc ¢(z) > 0. De plus, g’@:) = 0 si et seulement si x = 1

donc g est strictement croissante sur [1;+oo[. Par ailleurs, d’une part, g(1) = 1 et,

In(x)
T

d’autre part, pour tout x > 1, g(z) =« <1 -

In(x
Q e 0 donc, par somme et produit, 1_1&1 g(x) = +o00. Par le théoréme de la
x T 00 T 00

) et, par croissances comparées,

bijection continue, on conclut que | g réalise une bijection de [1;+oo[ sur [1;+o00[|.




v
d. Soit une entier n > 3. Alors, e’ = v donc v,, = nln(v,) i.e. — = In(v,). Deés lors,
n

g (Un) — Uy (U"> = In(v,) — (In(v,) — In(n))

n n n

donc | g (%) =In(n)|

e. On déduit de la question précédente que l_1>rJ1r1 g <vn> = lim In(n) = +oco. Or, pour

n n——+00

v v
tout entier n > 3, — =g ! <g <n>) et, comme lim g = 400, lim ¢g~! = +00 donc,
n n +00 “+oo

par composition, lim g (g ()) =400 l.e. | — — +00|.
n——+00 n n n—+oo

f. Pour tout entier n > 3, d’apres la question d.,

n n
donc
Un [1 - a Sf)] = In(n)
et ainsi
Up 1
nln(n) . In 1():7:)

In(x)

. Un, . p .
Or, lim — = 400 et, par croissances comparées, lim = (0 donc, par compo-

n—+oo n, T—r+00 €T

In (%=
sition, lim gn) = 0. Des lors, par somme et quotient, lim ——— =1 1i.e.
n—+o0o - n—+oo In (v )

“n
n n

i
n—l>r-|r-loo n ln(n)

=1 et donc |v, ~ nln(n) |.




