TB1 septembre 2025

Devoir a la maison n°1
A rendre le mercredi 24 septembre 2025

Etant donné un entier relatif ay et des entiers naturels non nuls ay, as, ..., a,, on pose
1
lag, a1, az, ..., a,] = ag + T .
R
as +
1 1 1
Par exemple, [3] =3, [-3,4] = -3+ -, [1,2,3] =1+ - et [0,7,3,1] =04+ ————
341

1. Ecrire sous forme de fractions irréductibles les nombres [—2, 3, 5], [0,3,1,4] et [1,2, 3, 4].
2. On pose A =[-5,2,3] et B =[-5,2,2,1]. Comparer A et B.

3. On souhaite écrire le nombre - sous la forme précédente.

a. Déterminer le plus grand naturel entier a tel qu’il existe un entier b > 0 tel que
23 b
— =a+ =.

7 7
1

7
b. Déterminer un entier ¢ tel que 5 =¢ + =

c. Conclure.
4. En justifiant sa réponse, déterminer si les propositions suivantes sont vraies ou fausses.
a. P : «il existe un entier ay et un entier a; > 0 tels que [ag, a1] € Q ».
b. P, : «il existe un entier aq et un entier a; > 0 tels que [ag, a1] € Z ».
c. P;: « pour tout entier ay et tout entier a; > 0, [ag, a1] € Q ».
d. P, : « pour tout entier aq et tout entier a; > 0, [ag,a1] € Z ».
5. Pour tout n € N, on considére la proposition P(n) : « pour tous entiers ag, ay, ..., a, tels

que a; >0, ay >0, ..., a, > 0, le nombre [ag, ai, ..., a,] est rationnel ».
Démontrer par récurrence que la propriété P(n) est vraie pour tout n € N.

6. On considére 'implication () : « pour tous entiers n et m et pour tous réels r > 1 et

y=>l,sin=metz=yalorsn+—=m+ — ».
x

a. La proposition ) est-elle vraie ?

b. Ecrire la réciproque de I'implication Q.

c. Démontrer que cette réciproque est vraie.
Indication. On pourra commencer par montrer, en raisonnant par l'absurde, que
m = n. Pour cela, on pourra traiter les deux cas n > m et n < m.

7. Pour tout n € N, on considére la proposition R(n) : « pour tous entiers ag, by, a1, b1,...,
ap, by tels que a3 > 0, by >0, ..., a, > 0, b, > 0, si [ag, ay, ..., a,] = [bo, b1, ..., b,] alors
ag = bg, ap = bl, ceey Ay = bn ».

Démontrer par récurrence que la propriété R(n) est vraie pour tout n € N.
Indication. On pourra utiliser le résultat de la question 6.c..



Solution.
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2. D’une part,
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3. a. Remarquons que — < — le. — < 4 dongc, si a est un entier tel qu’il existe b > 0
23 b
tel que7:a+—alors,a<a+—<4donc, comme a est entier, a < 3. De plus,
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7—3: - :?jonc7:3—l—?.Ainsi,azSetb:2‘.
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b. OnremarquequeEzéz%:3+§donc.
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4. a. Slagzleta1:2alors[ao,al]:1+§=§€(@donc
1
b. Siaozletalzlalors[ao,al]zl—FI:ZEZdonc
1 1
c. Soit ag € Z et a; € N*. Alors, [ao,al]:a0+—zwavec apar + 1 € Z et
ay ai

a; € N* donc [ag, a;] € Q. Ainsi, .

d. On a vu que [1,2] = ; ¢ Z donc ‘ Py est fausse ‘

5. Initialisation. Soit ag € Z. Alors, [ag] = ag € Q car Z C Q. Ainsi, P(0) est vraie.



Heérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Soit ag, ai, ..., Gy, Gpiq €st
entiers avec ay, as, ..., a,.1 strictement positifs. Alors, par définition,

1
[CLQ,CLl,...,CL,H_l] :CLQ—I— 1

a; +

a2—|—

An+41

et on peut remarquer que

ay + i = [ay, a9, ..., apy1].

as +
. 1
An+1

Or, ay, ag, ..., a1 donc des entiers strictement positifs donc, comme P(n) est vraie,
[a1,as, ..., an41] € Q et, de plus, a1, a, ...a,+1] > 0. Ainsi, il existe un entier u > 0 et un

entier v > 0 tels que [ay, as, ..., ap11] = —. Dés lors,
v

v apl + v

lag, @i, ..., an41] = ag +
U U

clg| =

avec agu + v € Z et u € N* donc [ag, ay, ..., ans1] € Q. Ainsi, P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout n € N, P(n)

est vraile.

6. a. Soit n et m deux entiers etx et y deux réels supérieurs ou égaux a 1. Supposons

1
que n =m et x =y. Comme x =y, — = — donc n+ — =n+ —. Or, n = m donc
x

Y T
1 . 1 1
n+—-—-=m+—ectamsin+—=m-+ —.
Yy Yy z

On conclut que .

b. La réciproque de @) est « pour tous entiers n et m et pour tous réels x > let y > 1,

sin4+—=m+ —alorsn=met x=1y».
T )

1
c. Soit n et m deux entiers et x > 1 et y > 1 deux réels tels que n + — =m + —.
x

Supposons par 'absurde que n # m. Il y a alors deux cas possibles : soit n > m soit
n < m.

Si n > m alors, comme n et m sont entiers, n —m >1doncn—m+—-—>1+—->1
x

x
1 1 1 1 .. .
car x > 0. Or, commen+ —=m-+ —,n—m+ — = —. Ainsi, — > 1 donc y < 1, ce
) T Y r oy Y
qui est absurde car y > 1.

Sin < m alors, comme n et m sont entiers, m —n >1doncm—-n+—->14+—->1

1 1 1 .. .
car y > 0. Or, comme n+ —=m+ —, m—n+ — = —. Ainsi, — > 1 donc z < 1, ce
x y x
qui est absurde car = > 1.
Ainsi, dans les deux cas, on aboutit a une absurdité donc n = m.

1 1 1
Par suite, comme n + — = m + —, on en déduit que — = — donc, grace aux produits
x Yy x

en croix, I xy=1xuzie x=1y.
On conclut que n = m et x = y donc |la réciproque de ) est vraie|.




7. Initialisation. Soit ay et by deux entiers tels que [ag] = [bg]. Alors, comme [ag] = ag et

[bo] = bo, ap = by donc | R(0) est vraie|.

Héreédité. Soit n € N. Supposons que R(n) est vraie. Soit ag, by, ai, by,..., an, by,

Gpy1, bpyy des entiers tels que a; > 0, by > 0, ..., a, > 0, b, > 0. Supposons que
[ag, @1, ..., Qny Gpi1] = [bo, b1y ..oy by, byg]. Alors,

1 1

ap + :b0+

ai +

T by +
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avec, comme a; = 1, ag >0, ..., ap1 > 0,

a; +

WV
—_

1
o +

"'+an+1

et, comme by > 1, by >0, ..., b1 > 0,

1
by + ——
B + bn+1
donc, par le résultat de la question 6.c.,
1 1
ag — b() et a; + 1 - bl + 1
ay + ———— by +
ot ap R R
Autrement dit, ag = by et [a1, as, ..., ayi1] = [b1, b2, ..., byy1]. Mais, comme R(n) est vraie,
cette derniére égalité implique que a; = by, ay = by, ..., ayi1 = by donc R(n + 1) est

vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que R(n) est vraie pour tout
n € N.




