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Devoir a la maison n°11
A rendre le mercredi 29 avril 2026

On pose u; = % et, pour tout entier naturel n non nul,
Un
Upy1 = .
T2+ Dy, + 1
1. Montrer que 'on définit ainsi une suite (uy), oy de nombres réels strictement positifs.

On pourra procéder par récurrence sur n en montrant que, pour tout entier naturel n
non nul, le réel u,, est bien défini et strictement positif.

2. Donner la valeur de us, puis vérifier que uz = 1—12

3. a. Etudier les variations de (U ) nens-
b. Déduire de la question précédente que (uy,),en+ converge vers une limite £.
c. Montrer par 'absurde que ¢ = 0.
4. a. En utilisant seulement la définition de la suite (uy), ., montrer que :
. 1
Vn e N, 0 <u, <—.
2n

b. En utilisant uniquement la question précédente, retrouver le fait que la suite (u,)
converge et donner sa limite.

neN*

1
5. Pour tout entier naturel non nul n, on pose : v, = —

n

a. Montrer que, pour tout k € N*, vp 1 — v, = 2(k + 1).
b. La suite (vy,),cy- est-elle arithmétique ? Justifier.

n—1
c. Soit n € N*. En calculant de deux facons différentes Z(ka — vy, ), montrer que
k=1

v, =n(n+1).

d. En déduire, pour tout n € N*, une expression explicite de u,, en fonction de n puis
donner un équivalent simple de u,, lorsque n tend vers +oo.

6. On pose, pour tout n € N*,
n
k=1
a. Déterminer des constantes a et b telles que, pour tout £ € N*,

a b
Uy =~ — ——.
Tk k+1
b. Déterminer, pour tout n € N*, une expression explicite de (.S,) en fonction de n.
c. En déduire la limite de la suite (S),)nens-



Solution.

1. Considérons, pour tout n € N*, la proposition P(n) : « le nombre u,, est bien défini et il
est strictement positif ».

e Initialisation. Comme u; = %, uy est bien défini et est un réel strictement positif

donc P(1) est vraie.

e Hérédité. Soit n € N*. Supposons que P(n) est vraie. Alors, u, est bien défini

et est strictement positif donc, comme n > 0, u,, et 2(n + 1)u, + 1 sont bien définis et
strictement positifs et ainsi, par quotient, u, 1 est bien défini et strictement positif. Des
lors, P(n + 1) est vraie.

e Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout n € N*, u,,

est bien défini et strictement positif.

2. Par définition,

i.e.

i.e.

3. a.

. U 3 11

YT 2x2xu +1 4xi+1 273
ngéet

w11

ST 2x3xup+l 6x141 672
Ugiz‘é

Pour tout n € N*, u,, > 0 et

Un+1 o 1
u, 2+ Du, +1°

Or, pour tout n € N*, n+1 > 0 et u, > 0 donc 2(n + 1)u, + 1 > 1. Par décroissance
1

<lie Dl g
2(n+ 1)u, +1 Up,

de la fonction inverse sur |0; 4+o00[, il s’ensuit que

Ainsi, |la suite (u,)nen+ est décroissante |.

La suite (up)nen+ est décroissante et minorée par 0 donc, par le théoreme de la limite

monotone, | (i, )pen+ converge vers une limite £ > 0|,

Supposons par 'absurde que ¢ # 0. Alors, 1_131 Upi1 = ¢ > 0. Or, comme 1_1)21 Uy =

¢ > 0, par produit et somme, lir}rq 2(n + Du, + 1 = +oo donc, par quotient,
n—-+0oo

u
lim = =01ie. lim wu,y; = 0. On aboutit a une contradiction donc
n—+oo 2(n + 1u, + 1 n—+00

¢=0|

. Soit n € N*. Sin =1 alors u; = % donc 0 < uy < ﬁ Supposons que n > 2. Alors,

Up—1
20y, + 1
positifs donc u,, > 0 et, d’autre part, comme 1 > 0, 2nu,_1 + 1 > 2nu,_; > 0 (car
un—1 > 0 et n > 0) donc, par stricte décroissance de la fonction inverse sur |0 ; 400/,
Un—1 Up—1

QM1+ 1 2nUp_y

par définition, u,, = Or, on a montré que tous les termes de (u,),en+ sont

1S Comme u,,_1 > 0, on en déduit que
n—1 n—1

Up < 7 Ainsi, on a bien montré que, |pour tout n € N*, 0 < u,, < o

Comme lim in = 0, on déduit de la question précédente et du théoreme d’encadre-

n—+oo 2

ment que | (u,)pen+ converge et que limwu, = 0|




. Soit k € N*. Alors,

1 1 2k+Duy+1 1 up, 2(k + 1)ug
v — V. = _— = _—— = U, = ——
b K Uk+1 U Ul U Q(k‘+*1)uk‘+*1-— 1 F U

ie (v —vp =2(k+1)|
. En particulier, v; — vy = 2 et vy — v = 4 donc vy — vy # v — V1.
Ainsi, | (v, )nen+ n'est pas arithmétique |.

. D’une part,

n—1 n—1 n n n
ka+1—vk:22(k+1):szzzzj:z[Zj—1] :2<n<nz+1>_1>
k=1 k=1 j=2 j=2

j=1
done
n—1
ka+1_vk =nn+1)—2.
k=1

D’autre part, par téléscopage,

n—1

1
ka+1—vk:vn—v1:vn—T:vn—Z
k=1 2

Ainsi, v, —2=n(n+1) — 2 donc |v, =n(n+1)|

1 1
. On en déduit que, pour tout n € N*, — = n(n + 1) donc |u, = — | Or,
n(n+1)
2 : 1
n(n + 1) ~ n* done, par quotient, (u, ~ — |
n

. Soit a et b deux réels. Alors, pour tout k& € N*,

a b alk+1)-bk _(a—bk+a
kook+1  k(k+1) — k(k+1)

donc, pour que uy = ¢ — k%l, il suffit que a —b =0 et que a =1 i.e. que .

. On en déduit que, pour tout n € N,

k=1
donc, par téléscopage,
1
S,=1-—
n+1
. Comme lim = 0, on conclut que
n—+oon, 4+ 1

lim S, =1|

n—-+00




