TB1/2 été 2025

Devoir a la maison n°11
A rendre le mercredi 3 septembre 2025

Exercice 1 (Algebre). On considére les matrices

1 -1 0 100 0 -1 0
A=(0 1 1|, D=]|0 10 et N=]0 0 1
0 0 2 00 2 0 0 0

L’objet de 'exercice est de proposer deux méthodes pour calculer une expression de A" en
fonction de n € N.

Partie A. Premiére méthode
On considere trois suites (an)nen+, (bn)nen+ €t (Cn)nens telles que a; = —1, by =0, ¢; = 1 et,
pour tout n € N*,

n
Qpy1 = p — L, bn+1 = bn —Cny Cpy1l — Cp = 2"

1. Calculer ay.

2. Justifier que c3 = 7.

3. Calculer by et bs.

4. Exprimer, pour tout n € N*, a,, en fonction de n.

5. Soit n € N*. Exprimer la somme nzl 2% en fonction de n et en déduire, pour tout n > 2,
n—1 +=0

Pexpression de Y _ 2".

k=1

6. Justifier que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2,

n—1

Z(Ck—‘rl - Ck) = Cp — (1.

k=1

7. Déduire des deux questions précédentes que pour tout n € N*, ¢, = 2" — 1.
8. Démontrer par récurrence que pour tout n € N* b, = (n+ 1) — 2"

9. On admet qu’il existe trois suites (u,)nens, (Vn)nen+ €t (W )nen+ telles que, pour tout

n € N*
1 u, v,
A"=1(0 1 w,
0o o0 2

Donner les valeurs de uq, v1 et w;.

10. Soit n € N*. Calculer A x A" et en déduire que, pour tout n € N*, u,, = a,, v, = b, et
Wy, = Cp.

11. En déduire, pour tout n € N*, une expression de A" en explicitant ses coefficients en
fonction de n.



Partie B. Seconde méthode

1 0 1
1. Onpose P= [0 1 —1]. Calculer P2
00 —1
2. En déduire que P est inversible et donner son inverse.
0 -1 0
3. Onnote S=PAPet M= |0 0 0].Montrer que S =D + M.
0 0 0
4. Soit k € N. Exprimer D* en fonction de k.
5. Calculer M? et en déduire, pour tout entier k > 2, la matrice M*.
6. Montrer que M D = DM.
7. Soit n € N*. On admet que la formule du binéme de Newton s’applique pour le calcul de
(D + M)™. Démontrer que S™ = D" 4+ nM.
8. Exprimer S™ en explicitant ses coefficients en fonction de n, pour tout n € N*.
9. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N*, A" = PS"P
10. En déduire, pour tout n € N*, 'expression de A™ en explicitant ses coefficients en fonction
de n.
Solution.

Partie A. Premiére méthode

.Commec;=1,co=2"4+ci=3¢et|c3 =22 +c, =7|

. Comme b; =0 et ¢; =1,

n—1 n—1
. Comme 2 # 1, par propriété, Z ok — = ie. Z ok — on _
k=1 -

. La suite (a,) est une suite arithmétique de raison —1 donc, pour tout n € N, a,, =

ay + (n —1)(—1) = —n. En particulier, [ay = —4]

:0—1:—1‘et,comme02:3, =—-1—-3=—-4|

= —n|

1— 2n71+1 1 —9n

1-2 -1

n—1 n—1
On en déduit que, pour tout entier n > 2, Z oF = Z oF 20 =97 _ 1 —1 donc

n—1
k=1

. En reconnaissant une somme téléscopique, pour tout entier n > Z Cht1 — Cp) =

n—1

Ch_141 — C1 1.€. Z(Ck_H —Ck) =Cp— 1.
k=1

Par définition, pour tout k € N*, ¢4 — ¢, = 2% donc, pour tout entier n > 2,

L — = Z2k_2”

et, ainsi, ¢, = 2" —24¢; = 2" —2+1 =2"—1. De plus, ¢; = 1 = 2! — 1 donc, finalement,
pour tout n € N*, ¢, =2" — 1|




8. Considérons, pour tout n € N* la proposition P(n) : « b, = (n+ 1) — 2" ».
e Initialisation. Comme b; =0 et (0+1) —2°=1—1 =10, P(0) est vraie.
e Hérédité. Soit n € N*. Supposons que P(n) est vraie. Alors,

bps1 =bp—Cr=(Mn+1)—2"—2"—~1)=n+1-2x2"+1=n+2—2""

donc P(n + 1) est vraie.
e Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, P(n) est vraie pour tout
n € N*. Autrement dit, | pour tout n € N*, b, = (n+ 1) — 2" |.

1 -1 0
9. Etant donné que A=[0 1 1|,[uy=-1,v,=0etw;, =1 ‘
0 0 2
10. Etant donné que
1 -1 0 1 uw, v, 1 u,—1 v, —w,
AxA"=|(0 1 1|0 1 w,|=10 1 wy, + 27 |,
0 0 2/\0 0 2" 0 0 ontl

on a, pour tout n € N*, w, 1 = up, — 1, V01 = vy —w, et wy 1 = w, +2". Ainsi, les suites
(un), (vn) et (wy) sont définies par u; = —1, v = 0, wy = 1 et, pour tout n € N*, u,, 11 =

Up—1, Vpy1 = Up—wy, et Wy = wy+2" done, | pour tout n € N, u, = a,, v, = b, et w, = c, |

1 —m n4+1-2"
11. On conclut que, |pour tout n € N*, A" =10 1 2" —1

0 O 2n
Partie B. Seconde méthode
1. On obtient
1 0 1 1 0 1 1 00
PP=(01 —-1]|0 1 —1|=(0 10
00 —1 00 —1 00 1

donc .

2. Ainsi, P x P = I3 donc | P est inversible et que P~! = P|.

3. Le calcul donne

1 0 1 1 -1 0\ /1 0 1 1 0 1 1 -1 2 1 -1 0
S=|(o 1 -1fj0 1 1}10 1 -1|=101 =10 1 =2]=10 1 O
00 —-1/\0 0 2/\0 0 -1 00 —-1/\0 0 =2 0 0 2

o
o O
(=)
I
o O
O»—tl
—_
o OO

done 5= D1 31],

—_
@]
=}

4. Comme D est une matrice diagonale, | pour tout & € N, D¥ =

o O
O =
[N}

>~




. Le calcul donne

0 —1 0\ /0 =1 0 00 0
M?=10 0 O[]0 O O|l=1]0 00
0 0 0o/\o 0 O 00 0

donc | M? = 04| Soit un entier k > 2. Alors, M* = M?M*2 = 0;M*=2 = 05 donc,
pour tout entier k > 2, M* = 0,|.

. D’une part,

1 0 0\ /O —=1 O 0 -1 0

DM={01 0|0 O O|l=]0 0 0|=M
0 01 0O 0 0 0 0 0

et, d’autre part,

0 -1 0 1 00 0 -1 0

MD={0 0 0](0 1 O0fl=1]0 0 0|=M
0O 0 0/\0 O 1 0O 0 0

donc | DM = MD = M|,

. Par la formule du binéme de Newton,

n n—2
S"=(D+M)" =Y <Z> DFM™F = D" (T) DM+ Y (Z) DFME,
k=0

k=0

Or, dans la derniere somme, toutes les puissances de M sont au moins égales a 2 donc,
par la question 5., elles sont nulles. Ainsi, S® = D" +nD" 'M. Or,

1 0 0 0 -1 0 0 -1 0
D"'M=101 0 0 0 O0]=(0 0 Of=M
0021/ \0 0 0 0 0 0

donc ’ S"=D"+nM ‘

. Considérons, pour tout n € N*, la proposition Q(n) : « A" = PS"P ».

e Initialisation. Comme A' = A et PS'P = PSP = P(PAP)P = P?AP? = [,P? = A,
Q(0) est vraie.

e Hérédité. Soit n € N*. Supposons que Q(n) est vraie. Alors, comme d’aprées l'initiali-
sation A = PSP,

A" = A"A = PS"PA = (PS"P)(PSP) = PS"P*SP = PS"I[3SP = PS"SP = PS™™' P

donc Q(n + 1) est vraie.
e Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, Q(n) est vraie pour tout
n € N*. Autrement dit, ‘pour tout n € N*, A" = PS"P ‘

. Soit n € N*. Alors,

donc



et ainsi

1 —mn 14+n-—-2"
A"=10 1 2" —1
0 O m

Exercice 2 (Analyse).

Partie 1. Soit f la fonction définie par f(z) = In(1 + e”). On note 6} sa courbe représentative
dans un repere orthonormé.

1. Justifier que I'ensemble de définition de f est R.
On admet que f est continue et dérivable sur R.

Calculer, pour tout € R, f'(z) et en déduire la monotonie de f sur R.
Déterminer 1'équation réduite de la tangente (T") a €7 au point d’abscisse 0.
Calculer la limite de f en —oo. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
Déterminer la limite de f en 4o0.

Justifier que f réalise une bijection de R sur un intervalle a déterminer.

NSk

Déterminer la bijection réciproque de f.

Partie 2. Pour tout entier naturel n, on pose, pour tout réel = de [0; 1],

1
gn(z) =1n (1 + e_”x) et I, = /0 gn(z) dz.

1. a. Montrer que, pour tout x € [0;1] et tout n € N, gp11(z) < gn(z).
b. En déduire que la suite (I,,),>0 est décroissante.
c. Montrer que la suite (I,,),>0 est convergente.
2. a. A laide d’une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel n,
_ -n
[n—ln(1+e )+n/0 [

b. Montrer que, pour tout n € N,
1
0</,<In (1 +e_") +n/ re " dx.
0

c. Montrer que pour tout entier naturel n non nul,

1 _ —MNn 1 _ —n
/ ze "dx = ¢ + ¢ )
0

n n?

d. En déduire que lim [, = 0.

n—-4o0o

Solution.
Partie 1.

1. Pour tout réel x, e* > 0 donc 1 + e* > 0 et ainsi ’ f est bien définie sur R |.




xz

2. Pour tout réel z, f'(x) . Or, pour tout réel z, e > 0 donc f'(z) > 0. Ainsi, on

"1 + e*
conclut que ’ f est strictement croissante sur R ‘

3. L’équation réduite de (T") est y = f'(0)(z — 0) + f(0). Or, f(0) = ; et f(0) =1In(2) donc

(T):y= ;x +1n(2) |

4. Comme lim e* =0, lim 1+ e = 1. Or, comme In est continue en 1, lim In(X) =
T——00 T——00 X—1

In(1) = 0 donc, par composition, EIP f(z)=0]|

On en déduit que I'axe des abscisses est asymptote horizontale a ¢ au voisinage de —oo.

5. Comme lim e* =400, lim 1+e”=400. Or, lim In(X) = 400 done, par composi-
Tr——+00 r—r—+00 X—+oo

tion, | lim f(z) = +oo|.

r—r—+00

6. La fonction f est continue et strictement croissante sur R. De plus, gm f(z) =0et
T—r—00

Erf f(z) = oo dong, par le théoreme de la bijection continue, f réalise une bijection de
xX o

R sur R%.
7. Soit y € R7.. Alors, pour tout réel z,

y=fr)<=y=Ih(l+e")<=c'=1+e"<=¢e"—1=¢"
Or, comme y > 0, ¢¥ > 1 donc eV — 1 > 0. Ainsi,

y=f(z)<=Ine—-1)=x

donc la bijection réciproque de f est définie sur RY par | f~!: 2 — In(e* — 1),

Partie 2.

1. a. Soit x € [0;1] et n € N. Alors, n < n+ 1 donc, comme z > 0, nx < (n+ 1)z et,
ainsi, —nx > —(n + 1)z. Par croissance de la fonction exp sur R, on en déduit que
e > e~ Do lors, 1+ e > 1+ e (D2 > () et, par croissance de In sur R%,
on conclut que In(1 + e™%) > In(1 + e~ (*+H)2),
Ainsi, | pour tout n € N et tout = € [0;1], gni1(x) < gn(x) |

1
b. Par croissance de 'intégrale, on en déduit que, pour tout n € N, / i1 (z)de <
0

1
/ gn(z)dz ie. I, < I,. Ainsi, | (I,,) est décroissante |.
0

c. Pour tout n € Net tout z € [0;1], 1 + e ™ > 1 donc In(1 + e ™) > 0 i.e. g,(z) = 0.
Par positivité de 'intégrale, on en déduit que, pour tout n € N, I,, > 0.
Ainsi, (1,,) est décroissante et minorée par 0 donc, par le théoreme de la limite

monotone, | (1) converge |.

2. a. Soit n € N. Ecrivons
1 1
I, = / gn(z)do = / 1 x1In(1+e")dx.
0 0

Considérons les fonctions u : z — In(1 4+ e ™) et v : & — z. Ces deux fonctions

sont de classe ¢! sur [0;1] et leurs dérivées respectives sont u' : x — Trem et
e—n:p
v . x —— 1. Ainsi, en intégrant par parties,
1 L —me™™ L ge ™
I,=|In(l4+e ™) xx —/ ——xrdr=In(1+e ")—0—(—n / —_—
{ ( ) ]0 o I+em ( ) (=n) o 14+em



donce

xe—nﬂ?
1+e e

1
[n=1H(1+e_”)+n/
0

. Soit n € N. Alors, pour tout = € [0;1], 1 + e ™ > 1 donc, par décroissance de la

< 1. En multipliant par ze™"™*

fonction inverse sur |0 ; 400, > 0, on en

1+em=
xe—n:p
déduit que, pour tout =z € [0;1], Trom < xe ™. Par croissance de l'intégrale,
o

—nx

1 1
on en déduit que / ——dx < / re " dx. Par ailleurs, on a vu que (/) est
o 1+e 0

minorée par 0 donc on conclut que

1
0< 7, <In(l+e™") —I—n/ xe " dx|.
0

. Soit n € N*. Considérons les fonctions v : x — x et v : x — —%e_m’. Ces deux

fonctions sont de classe ¢! sur [0;1] et leurs dérivées respectives sont v’ : x — 1 et
v x — e ™. Ainsi, en intégrant par parties,

1 1 1 1 1
/ ze dr = |z X (—e_mﬂ —/ 1 x (—e_”’”) dx
0 n 0 0 n
1o
S —/ e "dx
n nJo
o

e I
=+ — {—e
n n

n on n
donc
1 —e " 1—e"
/ xe "dr = + |
0 n n
. D’une part, RLHEOO —n = —o0 et IEEHOO f(z) = 0 donc, par composition, ngr}rloo f(=n)=

0ie. lim In(l+e™)=0.
n—-+oo

D’autre part, lim —n = —oo et lim e* = 0. Ainsi, par composition, lim e™ = 0.
n—+oo T—r—00 n—+oo
e—n
Par quotient, on en déduit que lim — = 0 et, par somme et quotient, que
n—+oo n,
1—e™ 1
lim ——— = 0. Ainsi, par somme, lim In(l+e ™)+ n/ xe " dx = 0.
n—-4o00 n2 n—-400 0

A Tlaide du résultat de la question 2.b., on conclut, par le théoréme d’encadrement,
que

lim I, =0]|

n—-+0o0o




Exercice 3 (Probabilités). L’exercice comporte deux parties indépendantes.

Premiere partie. Alice et Bob organisent un jeu a l’aide du matériel suivant :

— Alice dispose de trois boules rouges et d’une piece équilibrée ;

— Bob dispose de deux boules vertes et d’une piece équilibrée ;

— une urne vide est placée entre les deux joueurs.

Le déroulement d’une partie est le suivant :

— chaque joueur lance la piece autant de fois qu’il possede de boules;;

— pour chaque PILE obtenu, il place une de ses boules dans 1'urne.

Alice est déclarée gagnante si 'urne contient strictement plus de boules rouges que de boules
vertes ; sinon, Bob est déclaré gagnant.

On note X le nombre de boules placées dans 'urne par Alice et Y le nombre de boules
placées dans I'urne par Bob. Enfin, on nomme A I’évenement « Alice gagne ».

1.

Lors d’une partie, Alice obtient PPF' et Bob obtient PF lors des lancers de leur piece
(on a noté P pour PILE et F pour FACE). Décrire la composition de 'urne, les valeurs
de X et de Y et enfin donner le vainqueur de cette partie.

Décrire I’évenement « Alice gagne » a ’aide des variables aléatoires X et Y.

. Reconnaitre la loi de X et celle de Y. Rappeler les valeurs de leurs espérances respectives

E(X) et E(Y).

. Recopier et compléter le tableau suivant, donnant la loi de X :

8

. Comparer 'espérance de X avec celle de Y. Lequel des deux joueurs semble favorisé ?

Expliquer pourquoi.

. Justifier que la probabilité qu’Alice gagne sachant que Bob n’a obtenu aucun PILFE,

c’est-a-dire Py—_p)(A), est égale a 3

En considérant le systéme complet d’éveénements {(Y = 0), (Y = 1), (Y = 2)}, montrer
1
que P(A) = 3

. Le jeu est-il équitable ?

9. Sachant qu’Alice a remporté la partie, quelle est la probabilité que Bob n’ait obtenu

aucun PILE?

Seconde Partie. Alice et Bob décident de changer la regle du jeu. Ils jouent des manches
successives de la facon suivante :

— Alice dispose d’une boule rouge et d’une piece équilibrée ;

— Bob dispose d'une ou deux boules vertes et d'une piece truquée, tombant sur PILE avec

une probabilité % ;

— une urne vide est placée entre les deux joueurs.

Une manche se déroule ainsi :

— Alice lance sa piece une fois et place sa boule rouge dans I'urne si elle a obtenu PILE
— Bob lance sa piece autant de fois qu’il a de boules vertes (une ou deux) et place une

boule verte dans 'urne pour chaque PILFE obtenu.

Si 'urne contient strictement plus de boules rouges que de boules vertes, Alice est déclarée
gagnante ; sinon Bob est déclaré gagnant.



A la fin de la manche, on vide 'urne et chaque joueur récupére une boule de sa couleur.

Si Alice a remporté la manche, Bob prend une boule verte supplémentaire pour la manche
suivante.

Ainsi, au début de chaque manche, Alice dispose d’une boule rouge. S’il a gagné la manche
précédente, Bob dispose d’'une seule boule verte et s’il a perdu la manche précédente, Bob
dispose de deux boules vertes.

Au début de la premiere manche, Bob dispose d’une seule boule verte.

Pour tout n € N*, on note A4,, : « Alice remporte la manche n » et a,, = P(A,,) la probabilité
de a,.

. 1

1. Justifier que a; = 3

1
2. Expliquer pourquoi P1—(A4,41) = 3
3. a. On considére un entier non nul n tel qu’Alice a remporté la manche n. Quelle est la

probabilité que Bob place deux boules vertes dans I'urne lors de la manche n 4+ 17

2
b. Montrer que P, (A1) = g
c. En déduire la probabilité conditionnelle P 4, (A, 41).

4. Soit n € N*. En considérant le systéme complet d’événements {4, A, }, démontrer que

1 1
An+1 = —§an + g
1
5. Résoudre I'équation d’inconnue z € R : x = —gx + 3 Pour la suite de I'exercice, on note

{ sa solution.
6. On pose, pour tout n € N*, u,, = a,, — £. Montrer que la suite (u,),en+ est géométrique.

7. Apres avoir calculé uy, déterminer, pour tout n € N*, une expression de u,, en fonction
de n.

8. Donner, pour tout n € N*, une expression de a,, en fonction de n.
9. En déduire la limite de (a,,).

Solution.

1. A la fin de la partie, I'urne contient 2 boules rouges et 1 boule verte donec X = 2 et Y = 1.
Comme X > Y, Alice gagne la partie.

2. On peut écrire A = {X > Y}

1
3. Les lancers de pieces étant indépendants, | X suit une loi binomiale de parametres 3 et 3

1 3
et | Y suit une loi binomiale de parametres 2 et o1 Ainsi, | E(X) = 3 ct E(Y)=1|

3 1 k 1 3—k
4. En utilisant que, pour tout k£ € [0,3], P(X = k) = (k’) <2> <2> , on obtient le

tableau suivant :

—_

0| o
| w

ool w \V]
ol =] w




5. Comme E(X) > E(Y), en moyenne, Alice place plus de boules dans 'urne donc on peut
penser qu’elle est favorisée.
6. Si Bob n’a obtenu aucun PILE, Alice gagne si elle obtient au moins 1 PILE donc

8

7. De méme,
e si Bob a obtenu exactement un PILE, Alice gagne si et seulement si {X > 2} donc

4
Plyay(4) = P(X >2) = ¢ =

e si Bob a obtenu exactement deux PILFE, Alice gagne si et seulement si {X = 3} donc

Py_p(A)=P(X =3) = é

Comme {(Y =0),(Y =1),(Y = 2)} est un systéme complet d’événements, d’apres la
formule de probabilités totales,

I

DN | —

P(A) =P =0)Py—q)(A) + P(Y = 1)Py—y(A) + P(Y = 2)Py_y(A)
BERUNAND SR B BV
478 272 478
1
donc |P(A) = st

8. Si Alice ne gagne pas, alors ¢’est Bob qui gagne donc la probabilité que Bob gagne est
P(A)=1-PA) = 7 Ainsi, Alice et Bob ont la méme probabilité de gagner donc

‘le jeu est équitable ‘

9. Par la formule de Bayes,

Ainsi, | la probabilité que Bob n’ait obtenu aucun PILE sachant que Alice a gagné est I

Seconde Partie

1. L’évenement A; se réalise si Alice obtient PILE et si Bob obtient FACFE. Comme les
deux lancers de pieces sont indépendants,

Py =5 (1-3)=575=5

1
Ainsi, a; = —.
3

2. Si A, est réalisé alors Bob a gagné la partie n. Ainsi, au début de la partie n + 1, Bob
dispose d’une boule verte et on se retrouve dans la méme situation que lors de la premiere

1
partie. Ainsi, P4—(A,11) = 3
3. a. Bob place deux boules vertes dans I'urne s’il obtient deux fois PILE. Comme ses deux
1 1 1
lancers sont indépendants, la probabilité que cela se produise est 3 X 3<%

b. Si A, est réalisé alors Bob a perdu la partie n donc, pour la partie n + 1, il dispose
de deux boules vertes. Alice gagne la partie n + 1 si elle place une boule dans 'urne
i.e. si elle obtient PILFE et si Bob ne place aucune boule verte dans 'urne i.e. s’il
obtient deux fois FACE. Comme précédemment, par indépendance des lancers, cette

2 2 2

1 2
probabilité est 3%X3%X3=7y Ainsi, |Pa, (Ap1) = gl




c. Comme P4 est une probabilité, on en déduit que P4, (A1) =1 — Py, (A1) donc
7

PAn (An+1) = § .

. Comme {4, A,} est un systéme complet d’événements, d’apres la formule des probabilités
totales,

any1 = P(An1) = P(A,)Py, (Any1) + P(/Tn)PE(An-i-l)

><2—|—(1 )><1
=a, X = —ap) X =
9 3

2 n 1 1
= —a, + = an,
9 3 3
. 1 1
Le. |Qpy1 = —§an + g .
. Pour tout réel z,
1+1<:> +1 1<:>10 1<:> 1X9¢> 5
r=—=x+= x4+ —xr=— —r == rT=-X— r=—.
9 3 9 3 9 3 3 10 10
o . 1 1 .. 3
Ainsi, |I’ensemble des solutions de x = —§x + 3 d’inconnue x € R est 10} )

. Soit n € N*. Alors,

3 1 1 3 1 1 1 9 1 3 1
Up4+1 = Qpy1— 75 = ——Qpt-——— = ——apt+-- = (an - ) - — = (an > = —ZUp.

10 97310 9""3 9 30 9\" 10 9
Ainsi, | (u,) est une suite géométrique de raison ol
3 1 3 1
. Par définition, vy =a; — — = - — — donc |u; = —|.
10 3 10 30
L 1 1\
On en déduit que, |pour tout n € N*, u,, = — <—> :
30 9
3 . L1
. Pour tout n € N*, w, = a, — 10 donc a, = u, + 10 Ainsi, on en déduit que
tout n € N* 1( 1)”_1+3
our tout n p = — | —= — |
P T30 \Tg 10
1 n—1
. Comme —1 < —— < 1, lim (—) = 0 donc, par produit et somme,
9 n——+00 9
) 3
lim a, = —|
n—+00 10

FIN DE L’ENONCE



