
TB1/2 été 2025

Devoir à la maison n°11
À rendre le mercredi 3 septembre 2025

Exercice 1 (Algèbre). On considère les matrices

A =

1 −1 0
0 1 1
0 0 2

 , D =

1 0 0
0 1 0
0 0 2

 et N =

0 −1 0
0 0 1
0 0 0

 .

L’objet de l’exercice est de proposer deux méthodes pour calculer une expression de An en
fonction de n ∈ N.

Partie A. Première méthode
On considère trois suites (an)n∈N∗ , (bn)n∈N∗ et (cn)n∈N∗ telles que a1 = −1, b1 = 0, c1 = 1 et,
pour tout n ∈ N∗,

an+1 = an − 1, bn+1 = bn − cn, cn+1 − cn = 2n.

1. Calculer a4.
2. Justifier que c3 = 7.
3. Calculer b2 et b3.
4. Exprimer, pour tout n ∈ N∗, an en fonction de n.

5. Soit n ∈ N∗. Exprimer la somme
n−1∑
k=0

2k en fonction de n et en déduire, pour tout n ⩾ 2,

l’expression de
n−1∑
k=1

2k.

6. Justifier que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2,
n−1∑
k=1

(ck+1 − ck) = cn − c1.

7. Déduire des deux questions précédentes que pour tout n ∈ N∗, cn = 2n − 1.
8. Démontrer par récurrence que pour tout n ∈ N∗, bn = (n + 1) − 2n.
9. On admet qu’il existe trois suites (un)n∈N∗ , (vn)n∈N∗ et (wn)n∈N∗ telles que, pour tout

n ∈ N∗ :

An =

1 un vn

0 1 wn

0 0 2n

 .

Donner les valeurs de u1, v1 et w1.
10. Soit n ∈ N∗. Calculer A × An et en déduire que, pour tout n ∈ N∗, un = an, vn = bn et

wn = cn.
11. En déduire, pour tout n ∈ N∗, une expression de An en explicitant ses coefficients en

fonction de n.



Partie B. Seconde méthode

1. On pose P =

1 0 1
0 1 −1
0 0 −1

. Calculer P 2.

2. En déduire que P est inversible et donner son inverse.

3. On note S = PAP et M =

0 −1 0
0 0 0
0 0 0

. Montrer que S = D + M .

4. Soit k ∈ N. Exprimer Dk en fonction de k.
5. Calculer M2 et en déduire, pour tout entier k ⩾ 2, la matrice Mk.
6. Montrer que MD = DM .
7. Soit n ∈ N∗. On admet que la formule du binôme de Newton s’applique pour le calcul de

(D + M)n. Démontrer que Sn = Dn + nM .
8. Exprimer Sn en explicitant ses coefficients en fonction de n, pour tout n ∈ N∗.
9. Démontrer par récurrence que, pour tout n ∈ N∗, An = PSnP .

10. En déduire, pour tout n ∈ N∗, l’expression de An en explicitant ses coefficients en fonction
de n.

Solution.
Partie A. Première méthode

1. La suite (an) est une suite arithmétique de raison −1 donc, pour tout n ∈ N, an =
a1 + (n − 1)(−1) = −n. En particulier, a4 = −4 .

2. Comme c1 = 1, c2 = 21 + c1 = 3 et c3 = 22 + c2 = 7 .

3. Comme b1 = 0 et c1 = 1, b2 = 0 − 1 = −1 et, comme c2 = 3, b3 = −1 − 3 = −4 .

4. Comme on l’a dit précédemment, pour tout n ∈ N∗, an = −n .

5. Comme 2 ̸= 1, par propriété,
n−1∑
k=1

2k = 1 − 2n−1+1

1 − 2 = 1 − 2n

−1 i.e.
n−1∑
k=1

2k = 2n − 1 .

On en déduit que, pour tout entier n ⩾ 2,
n−1∑
k=1

2k =
n−1∑
k=0

2k − 20 = 2n − 1 − 1 donc

n−1∑
k=1

2k = 2n − 2 .

6. En reconnaissant une somme téléscopique, pour tout entier n ⩾ 2,
n−1∑
k=1

(ck+1 − ck) =

cn−1+1 − c1 i.e.
n−1∑
k=1

(ck+1 − ck) = cn − c1 .

7. Par définition, pour tout k ∈ N∗, ck+1 − ck = 2k donc, pour tout entier n ⩾ 2,

cn − c1 =
n−1∑
k=1

2k = 2n − 2

et, ainsi, cn = 2n − 2 + c1 = 2n − 2 + 1 = 2n − 1. De plus, c1 = 1 = 21 − 1 donc, finalement,
pour tout n ∈ N∗, cn = 2n − 1 .



8. Considérons, pour tout n ∈ N∗, la proposition P(n) : « bn = (n + 1) − 2n ».
• Initialisation. Comme b1 = 0 et (0 + 1) − 20 = 1 − 1 = 0, P(0) est vraie.
• Hérédité. Soit n ∈ N∗. Supposons que P(n) est vraie. Alors,

bn+1 = bn − cn = (n + 1) − 2n − (2n − 1) = n + 1 − 2 × 2n + 1 = n + 2 − 2n+1

donc P(n + 1) est vraie.
• Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, P(n) est vraie pour tout
n ∈ N∗. Autrement dit, pour tout n ∈ N∗, bn = (n + 1) − 2n .

9. Étant donné que A =

1 −1 0
0 1 1
0 0 2

, u1 = −1, v1 = 0 et w1 = 1 .

10. Étant donné que

A × An =

1 −1 0
0 1 1
0 0 2


1 un vn

0 1 wn

0 0 2n

 =

1 un − 1 vn − wn

0 1 wn + 2n

0 0 2n+1

 ,

on a, pour tout n ∈ N∗, un+1 = un −1, vn+1 = vn −wn et wn+1 = wn +2n. Ainsi, les suites
(un), (vn) et (wn) sont définies par u1 = −1, v1 = 0, w1 = 1 et, pour tout n ∈ N∗, un+1 =
un−1, vn+1 = vn−wn et wn+1 = wn+2n donc, pour tout n ∈ N, un = an, vn = bn et wn = cn .

11. On conclut que, pour tout n ∈ N∗, An =

1 −n n + 1 − 2n

0 1 2n − 1
0 0 2n

 .

Partie B. Seconde méthode
1. On obtient

P 2 =

1 0 1
0 1 −1
0 0 −1


1 0 1

0 1 −1
0 0 −1

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


donc P 2 = I3 .

2. Ainsi, P × P = I3 donc P est inversible et que P −1 = P .
3. Le calcul donne

S =

1 0 1
0 1 −1
0 0 −1


1 −1 0

0 1 1
0 0 2


1 0 1

0 1 −1
0 0 −1

 =

1 0 1
0 1 −1
0 0 −1


1 −1 2

0 1 −2
0 0 −2

 =

1 −1 0
0 1 0
0 0 2


et

D + M =

1 0 0
0 1 0
0 0 2

+

0 −1 0
0 0 0
0 0 0

 =

1 −1 0
0 1 0
0 0 2


donc S = D + M .

4. Comme D est une matrice diagonale, pour tout k ∈ N, Dk =

1 0 0
0 1 0
0 0 2k

 .



5. Le calcul donne

M2 =

0 −1 0
0 0 0
0 0 0


0 −1 0

0 0 0
0 0 0

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0


donc M2 = 03 . Soit un entier k ⩾ 2. Alors, Mk = M2Mk−2 = 03M

k−2 = 03 donc,
pour tout entier k ⩾ 2, Mk = 02 .

6. D’une part,

DM =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


0 −1 0

0 0 0
0 0 0

 =

0 −1 0
0 0 0
0 0 0

 = M

et, d’autre part,

MD =

0 −1 0
0 0 0
0 0 0


1 0 0

0 1 0
0 0 1

 =

0 −1 0
0 0 0
0 0 0

 = M

donc DM = MD = M .
7. Par la formule du binôme de Newton,

Sn = (D + M)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
DkMn−k = Dn +

(
n

1

)
Dn−1M +

n−2∑
k=0

(
n

k

)
DkMn−k.

Or, dans la dernière somme, toutes les puissances de M sont au moins égales à 2 donc,
par la question 5., elles sont nulles. Ainsi, Sn = Dn + nDn−1M . Or,

Dn−1M =

1 0 0
0 1 0
0 0 2n−1


0 −1 0

0 0 0
0 0 0

 =

0 −1 0
0 0 0
0 0 0

 = M

donc Sn = Dn + nM .
8. Considérons, pour tout n ∈ N∗, la proposition Q(n) : « An = PSnP ».

• Initialisation. Comme A1 = A et PS1P = PSP = P (PAP )P = P 2AP 2 = IAP 2 = A,
Q(0) est vraie.
• Hérédité. Soit n ∈ N∗. Supposons que Q(n) est vraie. Alors, comme d’après l’initiali-
sation A = PSP ,

An+1 = AnA = PSnPA = (PSnP )(PSP ) = PSnP 2SP = PSnI3SP = PSnSP = PSn+1P

donc Q(n + 1) est vraie.
• Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, Q(n) est vraie pour tout
n ∈ N∗. Autrement dit, pour tout n ∈ N∗, An = PSnP .

9. Soit n ∈ N∗. Alors,

Sn =

1 0 0
0 1 0
0 0 2n

+ n

0 −1 0
0 0 0
0 0 0

 =

1 −n 0
0 1 0
0 0 2n


donc

An =

1 0 1
0 1 −1
0 0 −1


1 −n 0

0 1 0
0 0 2n


1 0 1

0 1 −1
0 0 −1

 =

1 0 1
0 1 −1
0 0 −1


1 −n 1 + n

0 1 −1
0 0 −2n





et ainsi

An =

1 −n 1 + n − 2n

0 1 2n − 1
0 0 2n

 .

Exercice 2 (Analyse).
Partie 1. Soit f la fonction définie par f(x) = ln(1 + ex). On note Cf sa courbe représentative
dans un repère orthonormé.

1. Justifier que l’ensemble de définition de f est R.
On admet que f est continue et dérivable sur R.

2. Calculer, pour tout x ∈ R, f ′(x) et en déduire la monotonie de f sur R.
3. Déterminer l’équation réduite de la tangente (T ) à Cf au point d’abscisse 0.
4. Calculer la limite de f en −∞. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
5. Déterminer la limite de f en +∞.
6. Justifier que f réalise une bijection de R sur un intervalle à déterminer.
7. Déterminer la bijection réciproque de f .

Partie 2. Pour tout entier naturel n, on pose, pour tout réel x de [0 ; 1],

gn(x) = ln
(
1 + e−nx

)
et In =

∫ 1

0
gn(x) dx.

1. a. Montrer que, pour tout x ∈ [0 ; 1] et tout n ∈ N, gn+1(x) ⩽ gn(x).
b. En déduire que la suite (In)n⩾0 est décroissante.
c. Montrer que la suite (In)n⩾0 est convergente.

2. a. À l’aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel n,

In = ln
(
1 + e−n

)
+ n

∫ 1

0

xe−nx

1 + e−nx
dx.

b. Montrer que, pour tout n ∈ N,

0 ⩽ In ⩽ ln
(
1 + e−n

)
+ n

∫ 1

0
xe−nx dx.

c. Montrer que pour tout entier naturel n non nul,∫ 1

0
xe−nx dx = −e−n

n
+ 1 − e−n

n2 .

d. En déduire que lim
n→+∞

In = 0.

Solution.
Partie 1.

1. Pour tout réel x, ex > 0 donc 1 + ex > 0 et ainsi f est bien définie sur R .



2. Pour tout réel x, f ′(x) = ex

1 + ex
. Or, pour tout réel x, ex > 0 donc f ′(x) > 0. Ainsi, on

conclut que f est strictement croissante sur R .

3. L’équation réduite de (T ) est y = f ′(0)(x − 0) + f(0). Or, f ′(0) = 1
2 et f(0) = ln(2) donc

(T ) : y = 1
2x + ln(2) .

4. Comme lim
x→−∞

ex = 0, lim
x→−∞

1 + ex = 1. Or, comme ln est continue en 1, lim
X→1

ln(X) =

ln(1) = 0 donc, par composition, lim
x→−∞

f(x) = 0 .

On en déduit que l’axe des abscisses est asymptote horizontale à Cf au voisinage de −∞.
5. Comme lim

x→+∞
ex = +∞, lim

x→+∞
1 + ex = +∞. Or, lim

X→+∞
ln(X) = +∞ donc, par composi-

tion, lim
x→+∞

f(x) = +∞ .

6. La fonction f est continue et strictement croissante sur R. De plus, lim
x→−∞

f(x) = 0 et
lim

x→+∞
f(x) = ∞ donc, par le théorème de la bijection continue, f réalise une bijection de

R sur R∗
+.

7. Soit y ∈ R∗
+. Alors, pour tout réel x,

y = f(x) ⇐⇒ y = ln(1 + ex) ⇐⇒ ey = 1 + ex ⇐⇒ ey − 1 = ex.

Or, comme y > 0, ey > 1 donc ey − 1 > 0. Ainsi,

y = f(x) ⇐⇒ ln(ey − 1) = x

donc la bijection réciproque de f est définie sur R∗
+ par f−1 : x 7−→ ln(ex − 1) .

Partie 2.
1. a. Soit x ∈ [0 ; 1] et n ∈ N. Alors, n ⩽ n + 1 donc, comme x ⩾ 0, nx ⩽ (n + 1)x et,

ainsi, −nx ⩾ −(n + 1)x. Par croissance de la fonction exp sur R, on en déduit que
e−nx ⩾ e−(n+1)x. Dès lors, 1 + e−nx ⩾ 1 + e−(n+1)x > 0 et, par croissance de ln sur R∗

+,
on conclut que ln(1 + e−nx) ⩾ ln(1 + e−(n+1)x).
Ainsi, pour tout n ∈ N et tout x ∈ [0 ; 1], gn+1(x) ⩽ gn(x) .

b. Par croissance de l’intégrale, on en déduit que, pour tout n ∈ N,
∫ 1

0
gn+1(x) dx ⩽∫ 1

0
gn(x) dx i.e. In+1 ⩽ In. Ainsi, (In) est décroissante .

c. Pour tout n ∈ N et tout x ∈ [0 ; 1], 1 + e−nx ⩾ 1 donc ln(1 + e−nx) ⩾ 0 i.e. gn(x) ⩾ 0.
Par positivité de l’intégrale, on en déduit que, pour tout n ∈ N, In ⩾ 0.
Ainsi, (In) est décroissante et minorée par 0 donc, par le théorème de la limite
monotone, (In) converge .

2. a. Soit n ∈ N. Écrivons

In =
∫ 1

0
gn(x) dx =

∫ 1

0
1 × ln(1 + e−nx) dx.

Considérons les fonctions u : x 7−→ ln(1 + e−nx) et v : x 7−→ x. Ces deux fonctions

sont de classe C 1 sur [0 ; 1] et leurs dérivées respectives sont u′ : x 7−→ −ne−nx

1 + e−nx
et

v′ : x 7−→ 1. Ainsi, en intégrant par parties,

In =
[
ln(1 + e−nx) × x

]1
0
−
∫ 1

0

−ne−nx

1 + e−nx
×x dx = ln(1+e−n)−0−(−n)

∫ 1

0

xe−nx

1 + e−nx
dx



donc

In = ln(1 + e−n) + n
∫ 1

0

xe−nx

1 + e−nx
dx .

b. Soit n ∈ N. Alors, pour tout x ∈ [0 ; 1], 1 + e−nx ⩾ 1 donc, par décroissance de la
fonction inverse sur ]0 ; +∞[, 1

1 + e−nx
⩽ 1. En multipliant par xe−nx ⩾ 0, on en

déduit que, pour tout x ∈ [0 ; 1], xe−nx

1 + e−nx
⩽ xe−nx. Par croissance de l’intégrale,

on en déduit que
∫ 1

0

xe−nx

1 + e−nx
dx ⩽

∫ 1

0
xe−nx dx. Par ailleurs, on a vu que (In) est

minorée par 0 donc on conclut que

0 ⩽ In ⩽ ln(1 + e−n) + n
∫ 1

0
xe−nx dx .

c. Soit n ∈ N∗. Considérons les fonctions u : x 7−→ x et v : x 7−→ − 1
n
e−nx. Ces deux

fonctions sont de classe C 1 sur [0 ; 1] et leurs dérivées respectives sont u′ : x 7−→ 1 et
v′ : x 7−→ e−nx. Ainsi, en intégrant par parties,

∫ 1

0
xe−nx dx =

[
x ×

(
− 1

n
e−nx

)]1

0
−
∫ 1

0
1 ×

(
− 1

n
e−nx

)
dx

= −e−n

n
+ 1

n

∫ 1

0
e−nx dx

= −e−n

n
+ 1

n

[
− 1

n
e−nx

]1

0

= −e−n

n
+ 1

n

(
−e−n

n
−
(

− 1
n

))

= −e−n

n
+ 1

n
× 1 − e−n

n

donc ∫ 1

0
xe−nx dx = −e−n

n
+ 1 − e−n

n2 .

d. D’une part, lim
n→+∞

−n = −∞ et lim
x→−∞

f(x) = 0 donc, par composition, lim
n→+∞

f(−n) =
0 i.e. lim

n→+∞
ln(1 + e−n) = 0.

D’autre part, lim
n→+∞

−n = −∞ et lim
x→−∞

ex = 0. Ainsi, par composition, lim
n→+∞

e−n = 0.

Par quotient, on en déduit que lim
n→+∞

e−n

n
= 0 et, par somme et quotient, que

lim
n→+∞

1 − e−n

n2 = 0. Ainsi, par somme, lim
n→+∞

ln(1 + e−n) + n
∫ 1

0
xe−nx dx = 0.

À l’aide du résultat de la question 2.b., on conclut, par le théorème d’encadrement,
que

lim
n→+∞

In = 0 .



Exercice 3 (Probabilités). L’exercice comporte deux parties indépendantes.
Première partie. Alice et Bob organisent un jeu à l’aide du matériel suivant :

— Alice dispose de trois boules rouges et d’une pièce équilibrée ;
— Bob dispose de deux boules vertes et d’une pièce équilibrée ;
— une urne vide est placée entre les deux joueurs.
Le déroulement d’une partie est le suivant :
— chaque joueur lance la pièce autant de fois qu’il possède de boules ;
— pour chaque PILE obtenu, il place une de ses boules dans l’urne.
Alice est déclarée gagnante si l’urne contient strictement plus de boules rouges que de boules

vertes ; sinon, Bob est déclaré gagnant.
On note X le nombre de boules placées dans l’urne par Alice et Y le nombre de boules

placées dans l’urne par Bob. Enfin, on nomme A l’évènement « Alice gagne ».
1. Lors d’une partie, Alice obtient PPF et Bob obtient PF lors des lancers de leur pièce

(on a noté P pour PILE et F pour FACE). Décrire la composition de l’urne, les valeurs
de X et de Y et enfin donner le vainqueur de cette partie.

2. Décrire l’évènement « Alice gagne » à l’aide des variables aléatoires X et Y .
3. Reconnaître la loi de X et celle de Y . Rappeler les valeurs de leurs espérances respectives

E(X) et E(Y ).
4. Recopier et compléter le tableau suivant, donnant la loi de X :

k 0 1 2 3

P(X = k) 1
8 . . . . . . . . .

5. Comparer l’espérance de X avec celle de Y . Lequel des deux joueurs semble favorisé ?
Expliquer pourquoi.

6. Justifier que la probabilité qu’Alice gagne sachant que Bob n’a obtenu aucun PILE,
c’est-à-dire P(Y =0)(A), est égale à 7

8.

7. En considérant le système complet d’évènements {(Y = 0), (Y = 1), (Y = 2)}, montrer
que P(A) = 1

2.

8. Le jeu est-il équitable ?
9. Sachant qu’Alice a remporté la partie, quelle est la probabilité que Bob n’ait obtenu

aucun PILE ?
Seconde Partie. Alice et Bob décident de changer la règle du jeu. Ils jouent des manches
successives de la façon suivante :

— Alice dispose d’une boule rouge et d’une pièce équilibrée ;
— Bob dispose d’une ou deux boules vertes et d’une pièce truquée, tombant sur PILE avec

une probabilité 1
3 ;

— une urne vide est placée entre les deux joueurs.
Une manche se déroule ainsi :
— Alice lance sa pièce une fois et place sa boule rouge dans l’urne si elle a obtenu PILE ;
— Bob lance sa pièce autant de fois qu’il a de boules vertes (une ou deux) et place une

boule verte dans l’urne pour chaque PILE obtenu.
Si l’urne contient strictement plus de boules rouges que de boules vertes, Alice est déclarée

gagnante ; sinon Bob est déclaré gagnant.



À la fin de la manche, on vide l’urne et chaque joueur récupère une boule de sa couleur.
Si Alice a remporté la manche, Bob prend une boule verte supplémentaire pour la manche

suivante.
Ainsi, au début de chaque manche, Alice dispose d’une boule rouge. S’il a gagné la manche

précédente, Bob dispose d’une seule boule verte et s’il a perdu la manche précédente, Bob
dispose de deux boules vertes.

Au début de la première manche, Bob dispose d’une seule boule verte.
Pour tout n ∈ N∗, on note An : « Alice remporte la manche n » et an = P(An) la probabilité

de an.

1. Justifier que a1 = 1
3.

2. Expliquer pourquoi PAn
(An+1) = 1

3.

3. a. On considère un entier non nul n tel qu’Alice a remporté la manche n. Quelle est la
probabilité que Bob place deux boules vertes dans l’urne lors de la manche n + 1 ?

b. Montrer que PAn(An+1) = 2
9.

c. En déduire la probabilité conditionnelle PAn(An+1).
4. Soit n ∈ N∗. En considérant le système complet d’évènements {An, An}, démontrer que

an+1 = −1
9an + 1

3 .

5. Résoudre l’équation d’inconnue x ∈ R : x = −1
9x + 1

3. Pour la suite de l’exercice, on note
ℓ sa solution.

6. On pose, pour tout n ∈ N∗, un = an − ℓ. Montrer que la suite (un)n∈N∗ est géométrique.
7. Après avoir calculé u1, déterminer, pour tout n ∈ N∗, une expression de un en fonction

de n.
8. Donner, pour tout n ∈ N∗, une expression de an en fonction de n.
9. En déduire la limite de (an).

Solution.
1. À la fin de la partie, l’urne contient 2 boules rouges et 1 boule verte donc X = 2 et Y = 1.

Comme X > Y , Alice gagne la partie.
2. On peut écrire A = {X > Y }.

3. Les lancers de pièces étant indépendants, X suit une loi binomiale de paramètres 3 et 1
2

et Y suit une loi binomiale de paramètres 2 et 1
2 . Ainsi, E(X) = 3

2 et E(Y ) = 1 .

4. En utilisant que, pour tout k ∈ J0, 3K, P(X = k) =
(

3
k

)(1
2

)k (1
2

)3−k

, on obtient le

tableau suivant :

k 0 1 2 3

P(X = k) 1
8

3
8

3
8

1
8



5. Comme E(X) > E(Y ), en moyenne, Alice place plus de boules dans l’urne donc on peut
penser qu’elle est favorisée.

6. Si Bob n’a obtenu aucun PILE, Alice gagne si elle obtient au moins 1 PILE donc
P(Y =0)(A) = P(X ⩾ 1) = 1 − 1

8 i.e. P(Y =0)(A) = 7
8 .

7. De même,
• si Bob a obtenu exactement un PILE, Alice gagne si et seulement si {X ⩾ 2} donc

P(Y =1)(A) = P(X ⩾ 2) = 4
8 = 1

2 ;
• si Bob a obtenu exactement deux PILE, Alice gagne si et seulement si {X = 3} donc

P(Y =2)(A) = P(X = 3) = 1
8

Comme {(Y = 0), (Y = 1), (Y = 2)} est un système complet d’évènements, d’après la
formule de probabilités totales,

P(A) = P(Y = 0)P(Y =0)(A) + P(Y = 1)P(Y =1)(A) + P(Y = 2)P(Y =2)(A)

= 1
4 × 7

8 + 1
2 × 1

2 + 1
4 × 1

8

donc P(A) = 1
2 .

8. Si Alice ne gagne pas, alors c’est Bob qui gagne donc la probabilité que Bob gagne est
P(A) = 1 − P(A) = 1

2. Ainsi, Alice et Bob ont la même probabilité de gagner donc
le jeu est équitable .

9. Par la formule de Bayes,

PA(Y = 0) = P(Y = 0)P(Y =0)(A)
P(A) =

1
4 × 7

8
1
2

= 7
16 .

Ainsi, la probabilité que Bob n’ait obtenu aucun PILE sachant que Alice a gagné est 7
16 .

Seconde Partie
1. L’évènement A1 se réalise si Alice obtient PILE et si Bob obtient FACE. Comme les

deux lancers de pièces sont indépendants,

P(A1) = 1
2 ×

(
1 − 1

3

)
= 1

2 × 2
3 = 1

3 .

Ainsi, a1 = 1
3.

2. Si An est réalisé alors Bob a gagné la partie n. Ainsi, au début de la partie n + 1, Bob
dispose d’une boule verte et on se retrouve dans la même situation que lors de la première
partie. Ainsi, PAn

(An+1) = 1
3.

3. a. Bob place deux boules vertes dans l’urne s’il obtient deux fois PILE. Comme ses deux
lancers sont indépendants, la probabilité que cela se produise est 1

3 × 1
3 = 1

9.
b. Si An est réalisé alors Bob a perdu la partie n donc, pour la partie n + 1, il dispose

de deux boules vertes. Alice gagne la partie n + 1 si elle place une boule dans l’urne
i.e. si elle obtient PILE et si Bob ne place aucune boule verte dans l’urne i.e. s’il
obtient deux fois FACE. Comme précédemment, par indépendance des lancers, cette

probabilité est 1
2 × 2

3 × 2
3 = 2

9. Ainsi, PAn(An+1) = 2
9 .



c. Comme PAn est une probabilité, on en déduit que PAn(An+1) = 1 − PAn(An+1) donc

PAn(An+1) = 7
9 .

4. Comme {An, An} est un système complet d’évènements, d’après la formule des probabilités
totales,

an+1 = P(An+1) = P(An)PAn(An+1) + P(An)PAn
(An+1)

= an × 2
9 + (1 − an) × 1

3
= 2

9an + 1
3 − 1

3an

i.e. an+1 = −1
9an + 1

3 .

5. Pour tout réel x,

x = −1
9x + 1

3 ⇐⇒ x + 1
9x = 1

3 ⇐⇒ 10
9 x = 1

3 ⇐⇒ x = 1
3 × 9

10 ⇐⇒ x = 3
10 .

Ainsi, l’ensemble des solutions de x = −1
9x + 1

3 d’inconnue x ∈ R est
{ 3

10

}
.

6. Soit n ∈ N∗. Alors,

un+1 = an+1−
3
10 = −1

9an+1
3− 3

10 = −1
9an+ 1

30 = −1
9

(
an − 9

30

)
= −1

9

(
an − 3

10

)
= −1

9un.

Ainsi, (un) est une suite géométrique de raison −1
9 .

7. Par définition, u1 = a1 − 3
10 = 1

3 − 3
10 donc u1 = 1

30 .

On en déduit que, pour tout n ∈ N∗, un = 1
30

(
−1

9

)n−1
.

8. Pour tout n ∈ N∗, un = an − 3
10 donc an = un + 3

10. Ainsi, on en déduit que

pour tout n ∈ N∗, an = 1
30

(
−1

9

)n−1
+ 3

10 .

9. Comme −1 < −1
9 < 1, lim

n→+∞

(
−1

9

)n−1
= 0 donc, par produit et somme,

lim
n→+∞

an = 3
10 .

FIN DE L’ÉNONCÉ


