TB1 avril 2026

Devoir a la maison n°10
A rendre le mercredi 8 avril 2026

Lors d’un tournoi, trois joueurs A, B et C s’affrontent simultanément en plusieurs manches.
Pour chacune de manches disputées, il n’y a qu’un et un seul vainqueur possible.
Les joueurs A et B ont le méme niveau et ont chacun une probabilité de gagner une manche
disputée égale a %
Le premier des trois joueurs qui gagne deux manches consécutives remporte le tournoi.

1. Quelle est la probabilité que le joueur C gagne une manche disputée ?

2. Dans cette question, on note, pour tout ¢ € N*, R; : « le joueur A remporte la partie 7 ».
a. Déterminer, en justifiant, la probabilité de ’évenement G 4 : « Le joueur A remporte

le tournoi a l'issue de la seconde manche » puis donner, sans justification cette fois,
les probabilités des évenements G et G définis de fagon similaire.

b. Quelle est la probabilité que le tournoi comporte au moins trois manches ?

c. On note T : « Le joueur A remporte le tournoi a l’issue de la troisieme manche ».
Ecrire I'évenement T & laide de Ry, Ry et R (et de leurs complémentaires) et en
déduire que P(T') = 13-

d. Quelle est la probabilité que le joueur C gagne la premiere manche sachant que le
joueur A remporte le tournoi a l'issue de la troisieme manche ?

3. Pour tout n € N*, on note A,, (resp. B, resp. C,) I’événement : « le tournoi n’est pas
achevé avant la n'®™° manche, la n'®™ manche est gagné par le joueur A (resp. le joueur
B, resp. le joueur C) et le tournoi continue ».

ieme

On note également D,, : « le tournoi est achevé avant la n manche ou lors de la

iéme

n manche ».

a. Calculer P(4,), P(By), P(C)), P(Ay), P(By) et P(Cy).
b. Pour tout entier n € N*, que peut-on dire des événements A, 1 N A, et A, 1N D,?
c. En appliquant la formule des probabilités totales, montrer que, pour tout n € N*,

1
P(4u1) = £ (P(B,) + P(C,).
d. Sans justification, donner des égalités similaires pour P(B,,1) et P(C)41).
P(A,)
4. Pour tout n € N*, on pose X,, = | P(B,) |.
P(Cy)
a. Déterminer une matrice M € .#3(R) telle que, pour tout n € N*, X,y = %MX,L.
b. Montrer par récurrence que, pour tout n € N*, X, = 57},1 M 1X;.
1 1 1
c. Vérifier que la matrice P = [ —1 1 1 | est inversible et déterminer P~*.
0 2 =3

d. Calculer D = P~'MP. On vérifiera en particulier que D est une matrice diagonale.

e. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, M* = PD"P~!,

f. En déduire, pour tout n € N*, des expressions explicites de P(A,,), P(B,) et P(C,)
en fonction de n.

g. Calculer, pour tout n € N*, P(D,,).



Solution.
1. A chaque manche disputée, il y a un et une seul joueur qui gagne dont la probabilité que
le joueur C remporte une manche disputée est 1 — % X 2 c’est-a-dire .

2. a. Comme G4 = R1 N Ry,

P(GA) = P(Rl)P(R2 | Rl) = X

O] =
] =

De la méme facon, |P(Gp) = 5 | et |P(Ge) = (£)? = % |.
b. Comme les évenements G4, Gp et G¢ sont deux a deux incompatibles, la probabilité
qu’il y ait un vainqueur a l’issue de la second manche est

11
P(GA UGpU Gc) = P(GA) + P(GB) + P(Gc) = %
et donc la probabilité que le tournoi comporte au moins 3 manches est
11 14
P =1—-—=—|
(GaUGRUGe) 55 = 97

c. On peut écrire T = R, N Ry N R3 donc, par la formule des probabilités composées,

. 1 1
P(T) = P(Rl)PRil(RQ)PRilﬂ}h (Rg) =45 X g X 5

soit |P(T) = =

ﬁ .
d. Notons S : « le joueur C gagne la premiere partie ». Alors, T'N.S = SN Ry N R3 donc,
comme précédemment,

3 1 1 3
— P(S)Ps(R:)P — 0 ixo=
donc ( 5) .
P(T' N =F
PS|T)="r—">=18
P(T) %
soit |P(S|T)=2|
3. a. Clairement, 4; = Ry donc|P(A;) = £ | De méme, |P(B;) = ¢ |et |[P(Cy) = 2|,
Avec les notations de la question 2., Ay = Ry N Ry donc P(Ay) = P(R;)Py(Ry) =

2 % 1 soit |[P(Ay) = 55 | De la méme fagon, P(Bs) = 7 x & donc |P(By) = 5 | et

P(Cy) = 2 x £ donc | P(Cy) = £ |

b. Si le joueur A gagne les parties n et n+ 1, il remporte le tournoi donc celui-ci s’arréte.
Ainsi, A, et A,.1 sont incompatibles i.e. ‘Anﬂ NA,=9 ‘ Si le tournoi continue
apres la partie n + 1, il ne peut pas s’achever au plus tard a la partie n donc, de
méme, A, et D, sont incompatibles i.e. ’Anﬂ nND, =9 ‘

c. Soit n € N*. Comme (A, B,, Cy,, D,,) est un systeme complet d’événements, par la
formule des probabilités totales,

P(An-H) = P(An)PAn (An—H) + P(Bn)PBn (An—l—l) + P(Cn)PC’n (An-i-l) + P(Dn)PDn (An-I-l)
=P(A,) x 0+ P(B,) x é +P(C,) x ; +P(D, x0)

donc [P(4,41) = L(P(B,) + P(Cy) |




d. De méme, |P(B,.1) = é(P(An) +P(C)) | et |P(Chyq) = %(P(An) +P(B,)) |
4. a. Pour tout n € N*,

P(An-i-l) %(P(Bn)‘FP(Cn)) 1 011 P(An)
Xpi1 = | P(Bui1) | = %(P(An)—i—P(Cn)) =z 1 0 1] [P(Bn)
P(Cpi1) :(P(Ay) + P(By)) 3.3 0/ \P(Cy)

011

donc|l M =11 0 1

3 30

b. Considérons, pour tout n € N*, la proposition H,, : « X,, = 5n1,1M"*1X1 ».

e Initialisation. Comme 5%M0X1 = [3X, = X1, H; est vraie.
e Hérédité. Soit n € N*. Supposons que H,, est vraie. Alors, d’apres la question a.,

1 1

1
Xpi1 = SMXR = 5M( M"X)) = 5—nM"X1

5n—1

donc H,, 1 est vraie.
e Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que

Yne N X, = MPIX

5n71

c. Soit (a,b,c) € R3. Considérons le systeme d’inconnues (x,y, z) € R? suivant :

r+y+tz=a Ly
S —ax+y+2=0 Ly.
2y—3z=c Ls

Alors,

r+y+z=a Ly r+yt+z=a Ly
(S)<=(2y+22=b+a Lo+ Lo+ L <= 2y+22=b+a Lo

2y —3z=c Ly —bz=c—(b+a) L3« L3— Ly

On obtient ainsi un systeme échelonné avec 3 pivots donc il s’agit d’un systeéme de
Cramer et ainsi P est inversible. De plus,

t+y=a—zi(a+b—rc) r=—(2a+3b+1c)+ia— tb+ ic
(S) = Jy=30b+a)—i(a+b—c) <= Jy=ta+ b+ ic
z=1i(a+b—c) z=1ta+ib—tc
x—%a—%b
= y=2a+3b+lc
z=1a+3b—ic

1 _1 0
2 2
donc|Pt=|=2 32 1
0 10 5
1 1 1
5 5 5




d. On a

-2 0\/0 1 1\/1 1 1
P'MP=|3 & L |l101]|-11 1
T 1 1
s 5 —:/\3 30 0 -3
1 1
A N (-
5 5 5/ \0 66
-1 0 0
=10 3 0
0 0 =2
-1 0 O
Ainsi, | D=1 0 3 0 | est bien une matrice diagonale|.

0 0 -2
e. Considérons, pour tout n € N, la proposition G,, : « M™ = PD"P~1 ».
e Initialisation. Comme M° = I3 et PD'P~! = PI3P~!' = PP~! = 5 donc G est
vraie.

e Hérédité. Soit n € N. Supposons que G, est vraie. Alors, d’apres la question d.,
D =P 'MP donc M = PDP~!. Dés lors,

M™' = M"M = (PD"P~')(PDP~') = PD"I;DP~" = PD"*'P~!

donc G, 11 est vraie.
e Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que

\VneN M"=pPD"P}|

f. Soit n € N*. On déduit des questions précédentes que

1 1
X, = lM"_le = PD"pTlX;.
Hn— 5n—1
Or, D est diagonale donc
(—1)"1 0 0
Dt = 0 3n-t 0
0 0 (=2)~!
et ainsi
VT (o
X, = 1 -1 1 1 0 3 On_1 @ @ 51 §
0 2 -3 0 (—2) s 5 T :
1 1 (—1)nt 0 0
1 1 6
= -1 1 1 0 3" 0 o
5n-1 n—1 %
0 2 -3 0 0 (-2 — 5
1 1 1 1 0
o . 2x3"
B PRy AW
25
2x3n—(=2)" ! n n—
1 : 2(5)_1 1 1 2X3_<_2) !
— 2Xx 3" —(=2)"™ — X — 2% 3" — (_2)n—1
57171 25 . 57171 25 B
4x3m43x(=2)" 4x 3" 43 x (—=2)"!

25



Ainsi, on conclut que

2% 3 — (=2t CAx 3 3 x (=2t

P(An) = P(BN)

et P(C,)

5n+1 5n+1

g. Soit n € N*. Comme (A, By, Cy, D,) est un systeme complet d’événements,
P(A,) +P(B,) +P(C,) +P(D,) =1
donc

2x 37— (=2)" 1 4x 343 x (=21
5n+1 - 5n+1

P(D,)=1-2x

donc:P(Dn)zzl—-§§£i££Xii.

5n+1




