¢ Chapitre 5. Sommation et suites usuelles

I. — Sommation

1) Notation

Définition 1

Soit m et n deux entiers naturels tels que m < n. Pour tous réels a,,, apyi1, ..., Gy, ON NOte
n

n
Z ay la somme a,, + @41 + - - - + a,. Ainsi, par définition, Z Qp = Qm + a1 + -+ + Q.
k=m k=m

Remarque 2.
n
1. Dans I’écriture Z ar, on dit que ay est le terme général de la somme et que £ est I'indice

k=m
de sommation. Cet indice est une variable muette dont le nom n’a pas d’importance.

n n n
Ainsi, Z ay = Z a; = Z aj...
k=m =m j=m
n
2. La valeur de la somme Z ap dépend de m et n mais elle ne dépend pas de k.
k=m
n
3. Par convention, si m > n, on pose Z ar = 0 quels que soient les réels ay.
k=m
n
4. Souvent m sera égal a 0 ou a 1. On prendra garde au fait que Z ay est une somme de n

k=1
n
nombres réels (a1, as, ..., a,) mais que Y _ aj, est une somme de n + 1 nombres réels (ay,
k=0
n
ai, as, ..., a,). De maniére générale, la somme Z ap contient n —m + 1 termes.
k=m
Exemple 3.
7 14 3 13
1. Calculer les sommes suivantes : S| = Z k, Sy = Z > Sg = Zj3 et Sy = Z (2k —1).
k=1 i=1 j=1 k=10

2. Ecrire a laide du symbole 3= les sommes suivantes : S5 = 13 4+ 23 4 33 4 43 4 53,
S6=6+84+10+12+144+16+18+20et Sy =14+2+4+ 8+ 16 + 32.

Solution.

1. S, =1+4+2+4+3+4+5+6+7=28
S_1+1+1+1_12+6+4+3_25
271273y 12 12
Sa=134+23 133 =14+8+27=36

Sy=2x10-14+2x11-142x12-142x13-1=19+21+ 23+ 25 =88.

5 10 5
2. S5 = Zk’g, S(;: ZQk’ et S7: sz
k=1 k=0

k=3




2) Propriétés

La somme est linéaire, c’est-a-dire que pour tous entiers naturels m et n, tels que m < n,
pour tous réels A et p et pour tous réels @, Gmi1, - Any by bya1y -y bn,

n

k=m k=m

k=m

Démonstration. Soit m et n deux entiers tels que m < n. Soit A, f, Gm, Gmitys vy Gy Oy Oirt,
..., b, des réels. Alors,

n

7 (Aay + pbi) = (Aay + pbr) + (Aag + pbs) + -+ + (Aa, + pby)

k=m
:)\((11+ag+"'+an)+ﬂ(b1+b2+"'+bn)
=\ Z ap + 1 Z bk
k=1 k=1
O
Exemple 5. Utiliser la valeur de S calculée dans I’exercice 3 pour déterminer la valeur de
7
Ss=> (2k+3).
k=1
Solution. Par linéarité de la somme
7 7
Ss=2) k+) 3=25+7x3=2x28+21=7T.
k=1 k=1

Pour tous entiers naturels m, n et p tels que m < p < n et pour tous réels a,,, @1, ... , Gy,

p n

n
Z Q. — Z ar + Z Qag..
k=m k=m k

Démonstration. Soit m, n et p des entiers naturels tels que m < p < n. Soit an, A1, .., ap
des réels. Alors,

n d "
Zak:am+am+1+...+ap+ap+l+ap+2+.--+an: Zak+ Zak.
k=m

k=m k=p+1
0
Remarque 7. En particulier, pour tous entiers naturels m et n tels que m < n et pour tout réel
am,am+1, veey Ay an+1,
n+1 n
Z ap = Z ap + Qpy1.
k=m k=m

Exemple 8. Utiliser la valeur de S3 calculée dans I'exercice 3 pour déterminer la valeur de
4
S =3 j%
j=1

3
Solution. Par la relation de Chasles, Sy = Zj?’ + 43 = S5+ 43 = 36 + 64 = 100.
j=1



3) Techniques de calcul

Soit m, n et p des entiers naturels tels que m < n. Alors, pour tous réels a,,, Gmi1, ... An,

n n+p n n—p
Sas Y an o Sa= S aw
k=m k=m-+p k=m k=m—p
Démonstration. Soit m, n et p des entiers naturels tels que m < n. Soit a,,, apy1, ... a, des
réels. Alors,
n+p n
Z Uk—p = Amip—p + miptip T+ Qnypp = A + Qpy1 + -+ Ay = Z Q-
k=m-p k=m
et
n—p n
Z Uktp = mpip + Ampiitp T+ Qnprp = A + Qpy1 + -+ Ay = Z Q-
k=m—p k=m

O

Exemple 10. En utilisant les valeurs calculées dans 'exemple 3, déterminer les valeurs des
sommes suivantes :

3 1 5 12 .
Sl() = k——|—]_ Sll = Z(k' - 2)3 512 = 2(2] + 1)
k=0 k=3 7=9
Solution.
N

Enposantizk—f—l,Slo:Z—, Sz—

= 12
3
En posant j =k —2, S;1 = Y _ j° = 53 = 36.
=1
15 13
En remarquant que Sis = » (2(j 4+ 1) — 1) et en posant k = j + 1, Si1o = Y (2k — 1) = 88.
=9 k=10

Soit m et n deux entiers naturels tels que m < n et a,,, Amyi1, -, ane1 des réels. Alors,
n n
Z (ak—l—l - ak) = Qp+1 — Ay et Z (ak - ak—l—l) = Qm — Ap41-
k=m k=m
Démonstration. Soit m et n deux entiers naturels tels que m < n et a,,. Soit @11, ..., apy1 des

réels. Alors, par linéarité de la somme

n

n n
Z (ak+1 - ak) = Z Qg1 — Z Q.
k=m k=n

k=m
Ensuite, en posant j = k + 1, on obtient

n n+1

Y (ay —an) = Y a;— iak

k=m j=m+1 k=m



puis, grace a la relation de Chasles,

n n n n n

Z (ak—l—l_ak) = Z CLj—f_an-l—l_ A, + Z ap | = Qpt1—am+ Z a;— Z A = Gp41—0m
k=m j=m+1 k=m+1 j=m+1 k=m+1

car les deux derniéres sommes sont égales.
Des lors,, par linéarité de la somme,

o (ar — 1) = D (=) (appa —ar) = (=1) D (akp1 — ax) = (=1)(an1 — am) = @ — Gy
k=m k=m k=m
O
Exemple 12.
1 1
1. Calcul tout entier k > 0, - — ——.
alculer, pour tout entier TR T
& 1
2. Soit n € N*. Déduire de la question précédente une expression simplifiée de Z m
k=1

Solution.
11 k+1 koo _ktl-k 1
k k+1_k(k+ 1) k(k+1) kk+1)  k(k+1)

1. Soit un entier £ > 0. Alors,

1
"1
2. On déduit de la question précédente que kz: i k 1) Z (k; — l{;—i—l) et on reconnait

k=1
- 1 1 1 1-1
une somme téléscopique donc Z m =1 nx1i Y Tara T n ;2_1_ ] soit
" 1 n
final t = .
Hademen ,;k‘(k‘—i—l) n+1
II. — Suites et sommes usuelles

1) Définition

Définition 13

Une suite réelle u est une application définie sur une partie A de N et a valeurs dans R.

Notation 14. Si u est une suite d'une partie A de N dans R, I'image d’un élément n € A est
noté u, (« u indice n ») plutét que u(n).

Exemple 15.
1. La suite des puissances de 2 est la suite u : n — 2™ et elle est définie sur A = N. Ainsi,
UDZQO, U1:21:2, U2:22:4, U3:23:8,
2. La suite des racines carrées des entiers naturels est la suite v : n — /n et elle est définie
sur A=N.Onaalorsvg=v0=0, 01 =vV1=1,03=v2, v3=+3, vy =vV4=2, ...
3. La suite des inverses des entiers naturels non nuls est la suite ¢ : n —— % et elle est définie
sur A=N*. Onaalorsty =1=1t, =1 t3=15,ta=1, ..

Remarque 16. La plupart du temps ’ensemble A est N ou N*.



& Il ne faut pas confondre le rang d'un terme avec sa place dans la suite

rang 0 rang 1 rang 2 rang 3 rang 4 --- rang n
\ \ 1 \ \ \
Uo Uy Uz us Uy T Un
T T T T T T
1" terme  2° terme  3° terme  4° terme  5° terme .- (n 4 1)¢ terme

Notation 17. Pour désigner une suite, on utilise plutot la notation (u,)neny Ou (U )pens OU
encore (u,),>3 plutdt que la notation fonctionnelle u : n — wu,,.

Exemple 18. Les trois suites u, v et ¢ définies dans ’exemple 15 peuvent respectivement s’écrire

(2")nen, (VR)nen et (5 )nen-

I ne faut pas confondre w, qui désigne le terme de rang n de la suite (c’est donc une
& nombre) et (u,) qui désigne la suite u (c’est donc une fonction ou — si on préfere — une liste
de nombres).

2) Suites arithmétiques

a) Définition

— Définition 19 )

On dit qu'une suite (u,),>n est arithmétique s’il existe un réel r tel que, pour tout n > N,
Upt1 = Uy, + 7. Dans ce cas, le nombre r est appelé la raison de la suite (uy,).

Le nombre réel r doit étre indépendant de I'indice n de la suite. Par exemple, une suite
définie par : pour tout n € N, u, 11 = u, + 2" n’est pas arithmétique car le nombre 2"
dépend de I'indice n.

Exemple 20.

1. La suite (u,) des entiers naturels définie par : pour tout n € N, u,, = n est arithmétique
de raison 1 car, pour tout n € N, w1 =n+1=1wu, + 1.

2. Dans une tirelire, on place 50 euros. Puis, tous les mois, on met 10 euros dans la tirelire.
Le nombre u,, d’euros dans la tirelire apres n mois est une suite arithmétique de raison
10 car, pour tout n € N, u, 1 = u, + 10.

Méthode 21 : Comment montrer qu’une suite est arithmétique

Pour montrer qu’une suite (u,),>y est arithmétique de raison r, il suffit de montrer que,
pour tout n = N, U1 —u, =r.
Attention, le résultat r doit étre une constante indépendante de n.

Exemple 22. Montrer que la suite (u,) définie par : pour tout n € N, u, = —5n + 7 est
arithmétique.



Solution. Soit n € N. Alors,
Upy1 —Up = —DHN+1)+7—(=5n+7)=-5n—-5+7+5n—7=—5.
On en déduit que (u,,) est une suite arithmétique de raison —5.
Méthode 23 : Comment montrer qu’une suite n’est pas arithmétique

Pour montrer qu'une suite (u,),>ny n’est pas arithmétique, il suffit de déterminer deux
indices p et ¢ supérieurs ou égaux a N tels que up11 — up 7# Ugr1 — Uq.

Exemple 24. Montrer que la suite (u,) définie sur N par : pour tout n € N, u,, = n? + 1 n’est
pas arithmétique.

Solution. Ona ug=0>+1=1,u; =1'+1=2ctuy =22+1=5doncu; —ug=1# 3 =
ug — u1. On conclut que (u,) n’est pas arithmétique.

Définition 25

Une suite constante est une suite arithmétique de raison 0.

Remarque 26. Pour montrer qu’une suite (u,),>y est constante, on montre donc que, pour tout
entier n > N, upy1 —u, =0;

b) Forme explicite et représentation graphique

Propriété 27

Soit € R. Une suite (u,)n>n est arithmétique de raison r si et seulement si pour tous
entiers p et n supérieurs ou égaux a IV,

Un, = up + (n — p)r.

Démonstration. On va commencer par montrer par récurrence que, pour tout entier n > N, la
proposition P(n) : « u, = uy + (n — N)r » est vraie.

Initialisation. uy + (N — N)r = uy + 0 = uy donc P(N) est vraie.

Hérédité. Soit un entier n > N. Supposons que P(n) est vraie. Alors, u, = uy + (n — N)r
et, comme (u,) est une suite arithmétique de raison r,

Uny1 =Up + 7 =uy+ (n—N)r+r=uy+(n+1-N)r

donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout entier n > N,
U, =Un + (n— N)r.
Soit n et p deux entiers supérieurs ou égaux a N. Alors, d’apres ce qui précede, u, =
uy + (n— N)r et u, =uy + (p — N)r donc
=y + (= p+p = N)r =y + (p = N)r + (0= p)r =y + (0 — p)r
[

Remarque 28. Si (u,) est une suite arithmétique de raison r définie sur N, on peut prendre p = 0
et on obtient alors la formule explicite

VneN, wu,=uy+nr.



Exemple 29.

1. Si (u,) est la suite arithmétique de raison r = 3 et de premier terme uy = 5 alors, pour
tout n € N, u,, =5+ 3n.

2. Si (v,) est la suite arithmétique de raison r = —4 et de premier terme uz = 2 alors, pour
tout entier n > 3, u, =2+ (n — 3)(—4) = 14 — 4n.
3. Si (wy) est la suite définie par : pour tout n € N, w, = —in + 2 alors (w,) est la suite

arithmétique de raison —% et de premier terme uy = 2.

Exemple 30. Soit (u,),>5 une suite arithmétique telle que ujp = 3 et ugy = 12. Déterminer la
raison et le premier terme de (u,,).

Solution. Notons r la raison de (u,). Alors, usy = u19 + (20 — 10)r donc 12 = 3 + 107 et

o 9 . 3
amsm“:—.Onendedultqueu5:u10+(5—10)XE:3—5XE:3—§d0n0u5:—§.

Propriété 31

Soit (uy)n>n une suite arithmétique de raison r. Alors, le nuage de points représentant (u,,)
est constitué de points alignés sur une droite dont le coefficient directeur est r.

Démonstration. Pour tout entier n > N, u,, = uy + (n — N)r = nr + uy — Nr. En posant
b = uy — Nr, on a donc, pour tout entier n > N, u, = rn + b donc les points du nuage
représentant (u,) appartiennent a la droite d’équation y = rx + b (dont le coefficient directeur
est bien r). O

S0 1 2 3 4 5 6

Remarque 32. Ainsi, les suites arithmétiques sont en quelque sorte 1’équivalent pour les suites
des fonctions affines.



c) Sommes de termes consécutifs

Soit a un réel et m et n deux entiers tels que m < n. Alors,

Xn:a:(n—m—l—l)a.

k=m

Démonstration. Comme il y a n —m + 1 entiers entre m et n,

Y a=a+a+---+a=(n—m+1)a

k=m

m—m-+1 fois

Remarque 34. En particulier, on a donc, pour tous entiers m et n tels que m < n,

dl=n—-m+1.

k=m

Pour tout n € N,

“ n(n+ 1)
k=—"
k="

n
Démonstration. Soit n € N. Posons S,, = Z k.

k=0
n

On va calculer de deux maniére différentes » " (n — k).

k=0
n

D’une part, par linéarité de la somme, » (n—k)=> n—> k= (n+1)n—S,.
k=0 k=0 k=0
D’autre part,

kzi:(n—k):n+(n—1)—|—-~~—|—(n—(n—l))—l—(n—n)

=n+mn—-1)+---+140
=0+1+--+(n—-1)+n=25,

n(n+1).

Ainsi, (n+ 1)n — S, = S, donc 2S5, = n(n + 1) et on conclut que S, = 5

Exemple 36. Calculer la somme des entiers de 1 a 100.

Solution. Dans la somme, le terme d’indice £ = 0 est nul donc

100 100 100 101
S k=3 k= =50 x 101 = 5050.
k=0

k=1



Théoreme 37. — Somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique

Soit (uy)n>n une suite arithmétique. Alors, pour tous entiers p et n tels que n > p > N,

I

Uy o Ui Upip + oo+ Uy = (R —p+ 1) >

Démonstration. Soit n et p des entiers tels que n > p > N.
Notons r la raison de (u,). Alors, pour tout entier k > N, u, = u, + (k — p)r donc, par
linéarité de la somme

n

iukZZ(uij(k‘—p)r):zi:up#—ri(k—p).

k=p

n
Or, comme u, est indépendant de k, Z u, = (n—p+1)u, et, en utilisant le changement d’indice

k=p
n n—p _ _ 1
j=k=—p, > (k—p)=> j= (n=p)n=p+1) d’apres la Propriété 35. Ainsi,
k=p §=0 2
s n—p)n—p+1 2u, + (n—p)r
= (- pt Dy 4 r OPEZPED gy 202
k=p 2 2
U, + (U, + (N —p)T Uy + Uy,
2 2
car u, = u, + (n — p)r d’apres la Propriété 27. O

Remarque 38.

1. La formule précédente ne nécessite pas de connaitre la raison de la suite mais seulement
le premier terme, le dernier terme et le nombre de termes de la somme.

2. Un moyen mnémotechnique pour retenir la formule générale est : la somme de termes
consécutifs d’une suite arithmétique est donnée par

1" terme + dernier terme

(nombre de termes) X 5

Attention cependant, de u, a u,, il y a n —p 4+ 1 termes et non pas n — p.

15
Exemple 39. Soit (u,) une suite arithmétique telle que us = —3 et u;5 = 13. Calculer Z Uy,
k=5
Solution. D’apres le Théoréme 37,

15

k=5

Us + U15 .
72 =

3413

11 % 11 x 5 = 55.



3) Suites géométriques

a) Définition

— Définition 40 N

On dit qu’une suite (u,),>y est géométrique s’il existe un réel ¢ tel que, pour tout n > N,
Unt1 = G X uy. Dans ce cas, le nombre ¢ est appelé la raison de la suite (uy,).

x(q
xq
xXq /\
7N

UN UN+1 UN+2

. J

Comme pour les suites arithmétiques, la raison ¢ ne doit pas dépendre de I'indice n. Par
exemple, une suite définie par : pour tout n € N, u, .1 = (n+1) X u, n’est pas géométrique
car le nombre n + 1 dépend de I'indice n.

Exemple 41.

1. La suite (u,) des puissances de 2 définie par : pour tout n € N, u,, = 2" est géométrique
de raison 2 car, pour tout n € N, u,,1 = 2" =2 x 2" = 2 x u,,.

2. Sur un compte en banque, il y a initialement 2000 euros. Ce compte rapporte 2% par an.
Le nombre u,, d’euros sur le compte apres n années est une suite géométrique de raison
1,02 car, pour tout n € N, u,1 = u, + %00“” = (14 0,02)u, = 1,02u,,.

Méthode 42 : Comment montrer qu’une suite est géométrique

Pour montrer qu’une suite (u,),>y est géométrique de raison ¢, on transforme, pour tout
n > N, u,y1 afin de I'écrire sous la forme qu,,.
Attention, le résultat ¢ doit étre une constante indépendante de n.

Exemple 43. Montrer que la suite (u,,) définie par : pour tout n € N, u,, = 2(—3)"*2 est une
suite géométrique.

Solution. Soit n € N. Alors,
Upyr = 2(—=3)"T1H2 = 2(=3)"" = 2(=3)"*% x (=3)! = (=3)u,.
Ainsi, (u,) est une suite géométrique de raison —3.
Méthode 44 : Comment montrer qu’une suite n’est pas géométrique

Pour montrer qu'une suite (u,),>y n’est pas géométrique, il suffit de déterminer deux
. . ;. 4 N Up+1 Ug+1
indices p et g supérieurs ou égaux a N tels que u, # 0, u, # 0 et o #* Ta

Exemple 45. Montrer que la suite (u,,) définie sur N par : pour tout n € N, u,, = n? + 1 n’est
pas géométrique.
. , Ul 5 U2
Solution. On a vu, dans 'exemple 24 que ug =1, u; = 2 et us =5 donc — =2 # 5= o
Uo Uy
Ainsi, (u,) n’est pas une suite géométrique.



b) Forme explicite

Propriété 46

Soit ¢ € R*. Une suite (u,),>y est géométrique de raison ¢ si et seulement si pour tous
entiers p et n supérieurs ou égaux a N,

Up = Uup X ¢"7P.

Démonstration. On va commencer par montrer par récurrence que, pour tout entier n > N, la
proposition P(n) : « u, = ung™ " » est vraie.

Initialisation. un¢™ " = unq® = uy donc P(N) est vraie.

Hérédité. Soit un entier n > N. Supposons que P(n) est vraie. Alors, u, = ung" " et,
comme (u,) est une suite géométrique de raison ¢,

Unt1 = tn X ¢ = ung" N X g =uyg" N

donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout entier n > N,
Up = UNqn_N'

Soit n et p deux entiers supérieurs ou égaux a N. Alors, d’apres ce qui précede, u,, = uyq"~
et u, = ung”™ donc

N

_ n—p+p—N __ —N n—p __ n—
Up = unq" PP = ung” " = ug" T

]

Remarque 47. Si (u,) est une suite géométrique de raison ¢ définie sur N, on peut prendre p = 0
et on obtient alors la formule explicite

VneN, wu,=uyq".

Attention, cependant, si la suite (u,) est définie seulement a partir du rang 1, on obtient la
formule explicite

Vn € N*,  wu, =ug" "t

Exemple 48.

1. Si (u,) est la suite géométrique de raison ¢ = 3 et de premier terme ug = 5 alors, pour
tout n € N, u,, =5 x 3".

2. Si (vy,) est la suite géométrique de raison ¢ = —4 et de premier terme uz = 2 alors, pour
tout entier n > 3, u, =2 x (—4)"73.

3. Si (wy) est la suite définie par : pour tout n € N, w, = 4(—3)" alors (w,) est la suite
géométrique de raison —% et de premier terme uy = 4.

Exemple 49. Soit (u,),>5 une suite géométrique telle que uyp = 3 et ujp = 48. Quelle sont les
valeurs possibles pour la raison ¢ de (u,)?

Solution. Par la Propriété 46, uis = ui0q'? 71 donc 48 = 3¢® c’est-a-dire ¢> = 16. On en
déduit que les valeurs possibles pour ¢ sont 4 et —4.



c) Sommes de termes consécutifs

Soit ¢ € R et n € N. On pose S, = »_ ¢".

k=0
1. Si g # 1 alors
1 _ qn-l-l
Sp=——"—
2. Sig=1alors S, =n—+1.
Démonstration.
1. Supposons que g # 1. Alors, par linéarité,
1-¢)Su=01-a) > ¢"=>(1-qd" =) ("~ ")
k=0 k=0 k=0

On reconnait une somme téléscopique donc (1 —q)S, = ¢° — ¢"™' =1 — ¢"*!. Comme

1 _ qn—i—l
q#1,1—q#0 et on conclut que Snzl—
—q
2. Sig=1alors, pour tout k € N, ¢* =1F =1donc S, => 1=(n+1)x1=n+1.
k=0
O
10 10
Exemple 51. Calculer Z 2F et Z ok
k=0 k=4
Solution. Par la Propriété 50, comme 2 # 1,
10 1—21  1-204
Yook = = % _ o047,
= 1-2 —1

Par la relation de Chasles, 332, 2F = 23 _ 28 + 5210, 2% donc

10 10 3 1— 24
dooh=3"2F - 3ok = 2047 — = 2047 — 15 = 2032.
k=4 k=0 1 2

k=0

Soit (uy)n>n une suite géométrique de raison g. Soit m et n des entiers tels que n > m > N.
1. Si g # 1 alors

n 1— qn—m+1
Z U = Uypy———7.
k=m 1- q

2. Si g =1 alors




Démonstration.

1. Supposons que ¢ # 1. D’aprés la Propriété 46, pour tout entier k > m, uj, = up,g™*

donc, par linéarité de la somme,

Z Uy = Z Um "™ Z ¢

k=m
Or, en posant j =k —m, Z ¢ = Z ¢’ et, comme g # 1, on déduit de la Propriété
k=m k=
n 1— qn—m+1 0 n 1— qn—m-‘rl
50 que Z ¢"™ = ———— On conclut alors que Z Up = Upyy———
k=m ]' —dq k=m 1- q

n
2. Si ¢ = 1 alors, pour tout entier k > m, uj, = u,,1¥"™ = w,,, donc Z U = (Rn—m~+1)uy,
k=m

O

Remarque 53. Un moyen mnémotechnique pour retenir la formule générale est : la somme de
termes consécutifs d'une suite géométrique de raison g # 1 est donnée par

nombre de termes

1—
(1* terme) x a

l—q
Attention cependant, de u,, a u,, il y an —m + 1 termes et non pas n — m.

Exemple 54. Soit (u,) une suite géométrique de premier terme uy = 5 et de raison ¢ = %
10

Calculer » _ uy.

k=3

Solution. D’apres le Théoréme 52, comme ¢ # 1,

10 1 — (1)t0-3+1 J 1 255 255
Zuk:u?, 12_1 = us 28—u3><2><(1—256)U3><2><256 u3x@.

DN [ |

o
=]
<
w
\
<
(e}
N
| =
N~
w
|
Ot
X
oo | =

5
= 3 donc

5255 1275
Y up = 2 x o2 o 120
— " 87128 1024

4) Somme des premiers carrés d’entiers

' N

Propriété 55

Soit n un entier naturel. Alors,

1)(2n+1) ‘

2’”: 12 n(n +
k=0 6

nn+1)2n+1) ;

Démonstration. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « Z k* =

O0x(0+1)x(2x0+1)
6

0
e Initialisation. Z E=0%=0et
k=0

= 0 donc P(0) est vraie.



e Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.

" 1)(2 1
Alinsi, on suppose que Z k= n(n+ >6( n+l) et on veut montrer que
k=0
Tilkz (D +1+1)2n+1)+1)  (n+1)(n+2)(2n +3)
= 6 B 6 '
Or, par la relation de Chasles,
fany " D(2n+1
Zk222k2+(n+1)2:n(n+ )(2n + >+(n—|—1)2
k=0 k=0 6
_n(n+1)(2n+1)4+6(n+ 1)
B 6
~(n+1)[n@2n+1)+6(n+1)]
B 6
_ (n+1)(2n* +n+6n+6)
B 6
(n+1)(2n® + Tn + 6)

6
Ainsi, pour conclure, il suffit de montrer que 2n* + 7n + 6 = (n + 2)(2n + 3). Or,

(n+2)2n+3)=2n>+3n+4n+6=2n">+7n+6

AR, 1 2)(2kn + 3
donc I'égalité est bien vérifiée et finalement Z k? = (n+ 1) +6 )@kn + ) Ainsi, pour tout
k=0

n € N*, P(n) implique P(n + 1).
e Conclusion. Ainsi, par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout n € N,

" 1)(2 1
ZkQZn(n+ )(2n + ) .
k=0 6
Exemple 56. Soit n € N*.
n—1
1. Déterminer Z I
k=1
2. Déterminer Y (2(k —1)* +1).
k=1
Solution.
1. Comme le terme de la somme d’indice £ = 0 est nul,
"ka :”ikQ: (n=Dn-1+1)2n-1)+1) _n(n-1@2n-1)
k=1 k=0 6 6
2. Par linéarité de la somme,
SRE-1P2+1)=2>(k—-1+> 1=2) (k—1)>+n.
k=1 k=1 k=1 k=1
n n—1 n—1
De plus, en posant j = k — 1, il vient » (k—1)> = > ;2> = > j* donc, d’apres la
k=1 j=0 j=1
" —1(2n -1
question 1, > (k—1)* = n(n = 1)@2n )
k=1 6
Ainsi,
" —1(@2n-1 —1@2n—-1)+3 —1)2n—-1)+3
S a1 = 220 D@R D)= )= 1) 480l = )(n 1) 3]

k=1 6 3 3



III. — Formule du bindme de Newton

Définition 57

On définit, pour tout n € N, la factorielle de n, notée n!, par :

0l=1 et nl=1x2x3---xnsin>0.

Exemple 58. Onadonc 1!=1,2l=1x2=2,3=1x2x3=6et 4 =1x2x3x4=24.

— Définition 59 \

n
Soit n et k deux entiers naturels. On définit le coefficient binomial « k parmi n », noté ( >,

k
par :
n! nn—1)---(n—k+1) .
<Z> -k Kl shsm
O0sik>n
- n n n n(n —1)
Remarque 60. En particulier, on a 0) = 1, = n et 0 =5

7 4 5 6
Exemple 61. Calculer (2), <1>, (3) et (4)

7 7x6 4
Solution. Grace a la remarque précédent, o] = >2< =2let <1> = 4 et, par définition,
5) :5X4X3:10et 6 :6><5><4><3:15.
3 3x2x1 4 4x3x2x1

Remarque 62. Dans la pratique, le calcul des coefficients binomiaux devient vite fastidieux et on
utilisera la calculatrice.

Propriété 63. — Symétrie

Soit n € N et k € [0,n]. Alors, <Z> = <n ﬁ k:)

Démonstration. Comme k € [0,n], 0 <k <ndonc0>—k>—netainsin>n—k >0. Des
lors, n — k € [0,n] donc, par définition,

<n : k) T (n— k;)!(nni m—k)  (n —nl!f)!k! - (Z)

Exemple 64. On a donc (n) = (n) =1let ( " ) = (n) =n.
n 0 n—1 1




On suppose ici que n > 2. Soit k un entier strictement compris entre 0 et n. Alors,

W)=+ ()

Démonstration. Comme k est compris entre 1 et n — 1, kK — 1 est compris entre 0 et n — 2 donc

<Z: D * <n 5 1) " (k- 1)!(31__111! ) k!(r(zn—_llz!k)!

B (n—1!'xk (n—1!x (n—Fk)
S k=Dn—k)!'xk Kmn—-1-kK!xn—k)
m—D!'xk (n—D!'x(n-—k)
M-k~ k=)
(n=DUk+n—k)

El(n — k)!
_ (n—=1)n
kl(n—k)!

(i)

Application 66. Le théoreme précédent permet de calculer de proche en proche les coefficients
binomiaux a l'aide d’un tableau triangulaire appelé « triangle de Pascal » :

O

Elo| 1|23 |4]|5]6
n

0| 1

11 |1 ()
2 | 1] 2|1 ()
301331
40146 4]1
5015 |10]10]5]1
6 | 1|6 152 15|61

Soit a et b deux nombres réels. Alors, pour tout entier n € N,

(a+b)" = i (Z) ab bk,

k=0




Démonstration. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « (a+b)" Z < ) afb Tk

“ 0

Sin=0alors, (a+b)"=(a+b)°"=1et > <Z> a" ok = <O>a b’ =1 donc P(0) est vraie.
k=0

Montrons par récurrence que, pour tout entier n > 1, la proposition P(n) est vraie.

e Initialisation. Sin =1 alors (a +0)" = (a+b)' =a+0bet

! 1 1
Z <n>akb"_k = ( )aobl+ ( )albo =1b+la=a-+b
= \k 0 1

donc P(1) est vraie.
e Hérédité. Soit un entier n > 1. Supposons que P(n) est vraie. Alors, par linéarité de la
somme

(a+ b = (a+b)(a+b) = (a+b) 3 (Z) a3 <Z> k3 (Z) ek

Or, par le changement de variable j = k + 1,

n n+1 n+1
3 <”> gk ipn—k — i ( n )ajbn—(j 1) i ( n ) aptii — i ( " )akb"+1_k
k = 1 = k-1

k=0 J— J—1 k=1

donc

ntl = n kpntl—k N LA
(a+b)"=>" k—lab +> kab .

k=1 k=0
Grace a la relation de Chasles, on en déduit que

n n n n " (n
(CL + b)n-i—l — Z < )akbn+l—k + < )an+1b0 =+ ( >a0bn+1 + Z ( )akzbn—k-ﬁ-l
k—1 n 0 = \k

k=1

donc, par linéarité de la somme,

(a+b)n+1 pntl +Z (( ) kanrlfk_i_ (Z)akbnk+1> 4 gt

— n kpntl—k n+1
() )

Or, étant donné que n + 1 > 2, on déduit de la la formule de Pascal que, pour tout k € [1,n],
n n n n+1 q
= onc
k—1) " \k k "

(a+ b)n+1 prtl zn: <n + 1) aFprti=k 4 gl

1 1
et, sachant que (n—l— ) = (n—l— > =1,

0 n+1
N e o W R e ol W S A nt170 :nH n+1 kpnt1k
(a+b) —< 0 )ab +kzz:1< " a®b - nit) kz:‘; L)

donc P(n + 1) est vraie.

e Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout entier n > 1, P(n)
est vraie.

De plus, on a vu que P(0) est vraie donc on conclut que P(n) est vraie pour tout n € N. [



Exemple 68. Pour tous réels a et b,
(a+b)? =a*+ 2ab+V? (a+0b)* = a® + 3a*b + 3ab® + b

(a+b)* = a* +4a’b + 6a*V* + dab® + b*.

Exemple 69. Soit n € N*. Calculer »_ <Z> et > (—1)F (Z)
k=0

k=0

Solution. On peut remarquer que » (Z) => (Z) x 1% x 1"7* donc, par la formule du
k=0 k=0

n

bindéme de Newton, Z (Z) =(1+1)"=2"

k=0

De la méme facon, on peut remarquer que z:(—l)’C (n) = Z (n) x (=1)F x 1"7* donc,
0

k=0
par la formule du bindme de Newton, Y (—1) <n> = (=1+1)" =0 (car n > 0).

k=0



