¢ Chapitre 3. Equations et inéquations dans R

I. — Ordre dans R

1) Définition

On a défini I’ensemble des réels comme 1’ensemble des abscisses des points d'un axe gradué
(OI). Les abscisses des points de la demi-droite [OI) sont appelés les nombres réels positifs et on
note leur ensemble R, . Les abscisses des points de I'autre demi-droite d’origine O sont appelés
les nombres réels négatifs et on note leur ensemble R_. On remarquera que 0 appartient a la
fois a R, et a R_. Les éléments non nuls de R, sont appelés les réels strictement positifs et on
note leur ensemble R . Les éléments non nuls de R_ sont appelés les réels strictement négatifs
et on note leur ensemble R* .

— Définition 1 N

Soit a et b deux réels. On dit que :
e a est inférieur ou égal a b si a — b € R_. On note alors a < b.
e a est supérieur ou égal a bsi a —b € R;. On note alors a > b.
e q est strictement inférieur a b si a — b € R*. On note alors a < b.

e a est strictement supérieur a b si a — b € R*.. On note alors a > b.

\ N /

Remarque 2.

1. Soit z un réel. En particulier, z € Ry siz >0,z € R_siz <0,z € Ry siz > 0et
reR" six<O.

2. Lorsqu’on dit « a est inférieur a b » cela signifie par défaut que a est inférieur ou égal a b.

3. Si z est un réel alors, par définition, x < x puisque x —x =0 € R,..

Méthode 3 : Comment comparer deux réels

Pour comparer deux réels a et b, on calcule la différence a — b et on cherche a déterminer
son signe.

Exemple 4. Soit z et y deux réels. Comparer a = (z + y)? et b = 4xy.

2) Ordre et opérations

( \

Propriété 5

Pour tous réels a, b, c et d,

l. sia<balorsat+c<b+ceta—c<b—oc

/

2. sia<balorsaxc<bxcsic=0etaxc>bxcsic<O0.
3. siaébalors%é%sic>0et%2%sic<().

4. si0<a<bet0<e<dalors 0 <ac<bd.

5. SiOgagbet0<c<dalorSO<%é%.




Dés qu'une multiplication ou une division s’opere sur des inégalités, il y a des questions de
& signes a prendre en compte.

Remarque 6.

1. On a les implications analogues avec des inégalités strictes (en supposant toutefois ¢ # 0
dans le point 2.).

2. Le fait que les mémes regles soient valables pour une opération et son opération contraire
(addition/soustraction d’une part et multiplication/division d’autre part) permettront
d’écrire des équivalences dans la résolution d’inéquation.
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Exemple 7. Soit x et y deux réels tels que 0 <z <y < %. Comparer 7+ =

II. — Intervalles réels

1) Définition

Définition 8

Un intervalle réel est une partie I de R possédant la propriété suivante : pour tous réels x
et y, si x et y appartiennent a I alors tout réel z compris entre x et y appartient aussi a I.

De fagon imagée, un intervalle réel est une partie de R « sans trou ». Autrement dit, lorsqu’on
représente un intervalle sur I’axe réel, on peut le faire sans lever le stylo.
Ainsi, I'ensemble représenté en rouge ci-dessous n’est pas un intervalle :

-1 2 4 6
) I

>

En effet, 1 et 5 appartiennent a cet ensemble mais pas 3 qui est pourtant compris entre les 2.

On distingue 9 types différents d’intervalles réels. Dans ce qui suit, a et b désignent des réels.

Liintervalle noté - est ’ensemble des réels | et on peut le représenter sur la droite réelle
x tels que : par :

[a, 0] a<z<h >

la, b] a<x<b >

la, b] a<z<b >

Ja, b] a<z<b >
[a;+00] r>=a .

Ja ;400 T >a >
|—o00; 0] x<b >
J—00: 0] x<b >
]—00;4+00[ =R pas de condition >




Les nombres a et b sont appelés les bornes de I'intervalle.

[a; 0] est un intervalle fermé ; les crochets sont fermés c’est-a-dire qu’ils sont tournés vers
I'intérieur de l'intervalle. Dans ce cas, les bornes appartiennent a l'intervalle.

|a; b[ est un intervalle ouvert ; les crochets sont ouverts c’est-a-dire qu’ils sont tournés vers
I’extérieur de l'intervalle. Dans ce cas, les bornes n’appartiennent pas a 'intervalle.

Les intervalles | —o00; b] et [a; +oo[ sont également appelés intervalles fermés et les intervalles
|—00; [ et Ja; +oo[ sont également appelés intervalles ouverts. Les autres intervalles ne sont ni
ouverts ni fermés (sauf R = |—o0; +00[ qui est & la fois ouvert et fermé).

Le symbole +oo se lit « plus 'infini » et le symbole —oo se lit « moins I'infini ». Ce ne sont
pas des réels et les crochets sont toujours ouverts en +o0o et —oo.

On peut remarquer que Ry = [0;4o00[, R_ = ]—00;0], R} =]0; +oo[ et R* = ]—00;0] sont
des intervalles.

Exemple 9.

L’ensemble des réels x tels que —1 < x < 2 est
[2;5] désigne l'ensemble des réels x tels que
L’ensemble des réels x tels que x > —5 est
]—00 ;4] est 'ensemble des réels x tels que

L’ensemble des réels x tels que 1 > x > —4 est

AN

L’ensemble des réels x tels que 10 > z est

2) Union et intersection d’intervalles

Dans tout ce paragraphe, I et J désignent des intervalles réels.

— Définition 10 N

1. On appelle union (ou réunion) de I et J I'ensemble des réels = qui appartiennent a
au moins un des deux intervalles I ou J. Cet ensemble se note I U J, ce qui se lit «
union J ».

Ainsi, x € T U J si et seulement si x € I OU z € J.

2. On appelle intersection de I et J I’ensemble des réels x qui appartiennent a la fois
aux deux intervalles I et J. Cet ensemble se note I N J, ce qui se lit « I inter J ».
Ainsi, x € INJ si et seulement si x € [ ET x € J.

. J

Remarque 11. Dans la définition de 1'union, le « OU » n’est pas exclusif c¢’est-a-dire que lorsqu’on
dit x € I OU z € J, x peut trés bien appartenir a la fois a I et a J.

Interprétation graphique
a 7 b
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L 1

\

\

\



Dans cet exemple, I = [a;b[, J =]c;d[, IUJ =[a;d[ et INJ =]c;0|.

Exemple 12.
1. Considérons £ = [—1;2]U[3;7]. Alors, 10 E,0 E,2 E, 7 E5 FEet-5 E.
2. Considérons F' = [-2;5]N]0;7[. Alors,3 F,—-2 F,2 F,7 F,et0 F.
On peut remarquer que F' =
Remarque 13.

1. Il se peut que I N J soit vide. Dans ce cas, on dit que I et J sont disjoints.

2. Si INJ n’est pas vide alors I N J et I U J sont des intervalles. En revanche, si I N J est
vide alors I U J n’est pas un intervalle.

III. — Valeur absolue d’un nombre réel

1) Définition et propriétés

Définition 14

Pour tout réel x, on définit la valeur absolue de z, notée |z|, par :
o [z|=xsixz>0;
o || =—xsix<0.

Exemple 15. Calculer |3], [—2[, |0], |1072] et ‘\/_— 2‘,

Interprétation graphique. Soit  un réel et M le point de la droite réelle d’abscisse x. Alors,
|z] = OM car OM =z siz > 0et OM = —xsiz <0.

Pour tout réel z, — |z| < x < |z|.

Pour tous réels = et y et pour tout entier naturel n,

L |zyl =lzllyl 2. [«"=]z"  3.siy#0,

f':m 4. Va2 =|z|.
Yy

Pour tous réels x et y,

|z +y] < |z + |y]

De plus, I'inégalité précédente est une égalité si et seulement s’il existe un réel k > 0 tel
que x = ky ou y = k.

& En général, |z + y| # |z| + |y



2) Distance entre deux nombres
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Propriété 19

Si M et N sont deux points de I’axe réel d’abscisses respectives x,; et xy, alors

MN = ‘l‘M—.’L'N‘.

Remarque 20.
1. Pour tout réel z, |z| > 0 car, si on note M le point d’abscisse x alors |z| = OM > 0.

2. Si x est un réel alors |—z| = |z|. En effet, si on note M le point d’abscisse x alors
|| = OM = |0 — x| = |—x|.

Définition 21

Pour tous réels z et y, le nombre réel positif |z — y| est appelé la distance entre = et y.

Exemple 22. Calculer la distance de —1,6 & 2 et la distance de 1 & v/5.

Remarque 23. D’apres la propriété 19, la distance entre deux nombres réels x et y est la distance
entre les points d’abscisses respectives x et y sur l'axe réel.

IV. — Equations et inéquations

1) Généralités

Définition 24

Une équation (resp. une inéquation) est une égalité (resp. une inégalité) dans laquelle
figure une (ou plusieurs) quantité(s) inconnue(s) traditionnellement notées = (y, z, t, X,...).

Dans la suite, on ne considere que des (in)équations ayant une seule inconnue.

Définition 25

On dit qu'un nombre réel est solution d’une (in)équation si, lorsqu’on remplace 'inconnue
par ce nombre dans I’(in)équation, on obtient une (in)égalité vraie.

Exemple 26. Par exemple, —1 est solution de z? + 3z = —2 car I'égalité (—1)*+3 x (—1) = —2
est vraie. En revanche, 1 n’est pas solution de cette équation car I'égalité 12 + 3 x 1 = —2 est
fausse puisque 1243 x 1 = 4.

Définition 27

Résoudre une (in)équation dans R, c’est déterminer I'ensemble de toutes ses solutions.

Remarque 28. 11 se peut qu'une (in)équation n’ait pas de solution dans R. C’est le cas par
exemple de I'équation 22 = —1 ou l'inéquation 22 < 0 car, pour tout réel x, 22 > 0. Dans ce cas,
I’ensemble des solutions est vide. On note cet ensemble &.



— Méthode 29 N

Pour résoudre une (in)équation, on raisonne par (in)égalités équivalentes afin d’isoler la
variable. Plus précisément, on obtient :

1. une égalité équivalente si on ajoute ou on soustrait un méme nombre aux deux
membres d’une égalité ou si on multiplie ou divise les deux membres d'une égalité
par un méme nombre non nul;

2. une inégalité équivalente si on ajoute ou on soustrait un méme nombre aux deux
membres d'une inégalité ou si on multiplie ou divise les deux membres d'une égalité
par un méme nombre non nul a condition de changer le sens de l'inégalité si ce
nombre est négatif.

. J

Exemple 30.
T+ 3
5
2. Résoudre dans R 'inéquation (I;) : # — v/2(z — 3) > 2 d’inconnue .

1. Résoudre dans R ’équation (E) : = 2 — x d’inconnue .

Propriété 31. — Cas particulier du premier degré

Soit a et b sont deux réels tels que a # 0.

1. L’ensemble des solutions de 1’équation ax + b = 0 est {—g}.

2. L’ensemble des solutions de l'inéquation ax + b > 0 est }—oo ; —g[ sia < 0 et
}—§;+oo[sia>0.

3. L’ensemble des solutions de l'inéquation ax + b < 0 est }—g ; —i—oo{ sia < 0 et
]—oo;—s[sia>0.

On peut résumer tout cela par le tableau de signe suivant :

T —00 —2 +00

signe de ax+b signe de —a () signe de a

Exemple 32. L’ensemble des solutions dans R de 'équation (E») : 62 — 3 = 0 d’inconnue x est

{%} cariciazGetb:—BdonC—2:—%3:%.

De méme, ’ensemble de solutions de l'inéquation (I3) : 1 — 3z > 0 d’inconnue x est ]—oo ; %[

caricia:—3<Oetb:1donc—gz—%:%.

2) Equations « produit » et équations « quotient »

[ Propriété 33. — Regle du produit nul

—

l Un produit de réels est nul si et seulement si un des facteurs du produit est nul.

Remarque 34. Cette regle reste vraie pour un produit d’autant de facteurs qu’on veut.

Exemple 35. Résoudre dans R I'équation (F3) : (32 — 6)(7z +2) = 0.



Méthode 36

Pour résoudre une équation, on peut essayer de se ramener a un produit nul en factorisant
grace aux identités remarquables ou & un facteur commun.

Exemple 37.
1. Résoudre dans R I'équation (E,) : (3t +5)? = 4 d’inconnue t.

2. Résoudre dans R I’équation (Fj5) : 3z% = 5z d’inconnue z.

[ Propriété 38. — Regle du quotient nul ]

l Un quotient est nul si et seulement si le numérateur est nul et le dénominateur est non nul. J

Exemple 39.
1. Résoudre dans R I'équation (Eg) : 227 = 0.
2. Résoudre dans R Déquation (B) : £=25 = 0,
3) Etude de signe
— Définition 40 )

Etudier le signe d’une expression A(z) dépendant d’un réel z, ¢’est déterminer ensemble
des valeurs de = pour lesquelles A(z) < 0 et I'ensemble de valeurs de x pour lesquelles
A(z) = 0.

— Méthode 41 ~

Pour étudier le signe d’une expression, on a toujours intérét a la factoriser ou a la réduire
au méme dénominateur (lorsque cela est possible). Dans ces cas, on peut utiliser la « regle
des signes » pour un produit ou un quotient a l’aide d’un tableau de signe.

. J/

Exemple 42.
1. Etudier le signe sur R de A(z) = (=3z + 2)(x + 4).

2. Etudier le signe de B(z) = %

Il n’y a pas de régle des signes pour la somme et la différence. La seule chose qu’on peut
dire est que la somme de deux nombres positifs est positive et la somme de deux nombres
négatifs est négative.

Méthode 43

Pour résoudre une inéquation, on peut se ramener a une étude de signe.

Exemple 44.
1. Résoudre dans R l'inéquation (I3) : (2z + 3)(z + 1) > (22 + 3)(2 — 22).
2. Résoudre dans R l'inéquation (I3) : (2z + 3)* > (3z + 2)2.

3. Résoudre dans R I'inéquation (1) : £ < -



4) Equations et inéquations avec des valeurs absolues
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Propriété 45

Soit a un réel positif. Alors,
1. |z| = a si et seulement si x = a ou x = —a;

2. |z| < a si et seulement si —a <z < a;

3. |z| > a si et seulement si © < —a ou = > a.

Exemple 46.
1. Résoudre dans R I'équation (Eg) : |x — 2| = 3 d’inconnue x.
2. Résoudre dans R I'inéquation (I5) : |2t + 1| > 7 d’inconnue ¢.
3. Résoudre dans R I'inéquation () : |3 — 5y| < 2 d’inconnue y.

5) Equations et inéquations du second degré

— Définition 47 N

1. Un trindéme du second degré est une expression de la forme az? 4 bx +c ot a, b et ¢
sont des réels tels que a # 0. Les trois nombres a, b et ¢ sont appelés les coefficients
du trindme et le nombre a est appelé son coefficient dominant.

2. Une équation du second degré est une équation de la forme az? + bz +c=0ou a, b
et ¢ sont des réels tels que a # 0.

3. Une inéquation du second degré est une inéquation de la forme ax?® + bx +c¢ > 0 ou
ax’?+br+c<0ouazr’?+br+c>0o0uazr’?+br+c<0oua,betcsont des réels
tels que a # 0.

. J

Remarque 48. Les solutions de 1'équation ax? + bz + ¢ = 0 sont aussi appelées les racines du
trindme az? + bx + c.

—— Méthode 49 : Résolution des équations du second degré 2

On souhaite résoudre I’équation du second degré (E) : ax® + bx + ¢ = 0.

e Premier cas favorable : lorsque ¢ = 0, on peut se ramener a une équation produit
en factorisant par x.

e Second cas favorable : si b = 0 alors, en divisant par a, (F) est équivalente a une
équation de la forme 22 + d = 0 et la résolution de cette équation dépend du signe
de d.

e Cas général

— on calcule le discriminant du trindme az? + bz + ¢ défini par A = b? — 4ac;

— si A > 0 alors I’équation (E) possede deux solutions réelles : z; = ’bgg/g et
Ty = —b+vVA .
2a ’

b

— si A = 0 alors I'équation (&) possede une unique solution réelle : zg = 3 ;

— si A < 0 alors I’équation (E) ne possede pas de solutions réelles.




Exemple 50. Résoudre dans R les équations suivantes :
(Byp): —2*+4x=0 (Ey):1622-9=0  (Ep):32° +20—1=0
(Biz):2*+x+1 (By):2*—1x-3=0.
Tout ce qui préceéde ne s’applique qu’aux équations de la forme ax? + bx + ¢ = @ Si, par

exemple, on doit résoudre 1'équation 322 — 2z + 7 = 9, il faut s’y ramener en soustrayant 9
aux deux membres de I’équation pour obtenir ’équation équivalente 322 — 2z — 2 = 0.

Théoréme 51

On consideére un trindme ax? + bx + ¢ et on note A = b?> — 4ac son discriminant.

1. On suppose A > 0 et on note z; et x5 les deux racines du trindéme (avec x; < 7).
Alors, az? + bx + ¢ est du signe de a pour tout z € |—oc ;x| U]zs; +00[ et du signe
contraire de a pour tout x € |z ;s

2. Si A = 0 alors ax? + bx + ¢ est du signe de a pour tout z # —%.
3. Si A <0 alors ax? + bx + ¢ est du signe de a pour tout x € R.

Exemple 52. Etudier les signes des trindmes suivants.

1
P(z)=2*4+2+1 P(z)=22"-3z+1 Pz)=—-2’+z+1 P4(x):1x2—1‘+1.

Exemple 53. Résoudre dans R les inéquations suivantes.

(I;):2* >3z +1 (L) : 52> —Te+3<0  (lg):2* =322 +2>0.

V. — Exercices

Exercice 1. Soit = et y deux réels strictement positifs. Dans chaque cas, comparer A et B.

T+
)A=(z+y)’ et B=2"+9¢° 2)Az:zc+yetB:1+1 3) A= detB:,/xy
z Yy
Exercice 2. Montrer que, pour tout réel x > 0, = + % > 2.
Exercice 3. Soit x un réel tel que z > 1 et = < 3.
1. Traduire I’énoncé sous la forme x € ... en remplacant les pointillés par un intervalle.

2. Donner un encadrement de :

a)r+5 b)z-2 ¢ 2 d) —z e)% f) —g.
Exercice 4. Soit x et y deux réels tels que x € [2;7] et y € [4;5].
Donner un encadrement de :
1. z+y; 3. 2z + 4y; 5. 3y — 2x;
2. xy; 4. © —vy; 6. 2y —x)(3x —y).

Exercice 5. Calculer les nombres suivants.
A=  B=|-5| C=}1-v2| D=p7-25 E=[-3-x F=[107

Exercice 6. Dans chacun des cas suivants, calculer la distance entre = et y.

1
l)z=—-lety=3 Nzr=+V3ety=-1 B)ngetyzél ) x=3ety=m.



Exercice 7. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses? On justifiera sa réponse.

1. Pour tout réel z, |1 + 2% = 1 + 22

2. Pour tous réels z et y, |z + y| = |z| + |y|.

3. Il existe des réels = et y tels que |z + y| = |z| + |y|.

4. Pour tous réels positifs ou nuls x et y, |z +y| = |z| + |y|.
5. Il existe un réel = tel que |—2?| = —z2.

Exercice 8. Soit z et y deux réels. Montrer que le minimum de z et de y est égal a 3 (z4+y—|z — y])
et que le maximum de z et de y est égal a %(m +y+|r—y|).

Exercice 9. Soit z et y deux réels. Montrer que ||z| — |y|| < |z — y|.

Exercice 10. Compléter avec € ou ¢.

1. 4...]—00;—1]U]0; +o0]. 7.4...]-2;3|U]1;5].
2. 4...]—00;—1]N[0;+00]. 8. 4...]-2:3]N]1;5).
3. —1...]—00;—1]U[0; +o0]. 9. 3...]-2;3]U]1;5].
4. —1...}— ;—11N1[0; +ool. 10. 3...]-2;3]N]1;5]
5. 0...]—00; 1] U[0; +o0. 11. 1...]-2:3]U]1;5).
6. 0...]—00;—1]N[0;+00]. 12. 1...]-2:3]N]1;5).

Exercice 11. Dans chaque cas, écrire £/ comme un intervalle ou comme une union d’intervalles.

1. E est 'ensemble des réels x tels que x > 1 et 0 < x < 4.

2. E=1[5;8N]3;6].

3. E est 'ensemble des réels x tels que x > 1 ou x < —1

4. E est I'ensemble des réels z tels que 1 <x <3et0<x <2

5. E est 'ensemble des réels r tels que 1 <x <3oul <z <2

6. FE est I'ensemble des réels z tels que 1 <z <2o0u —2< < —1

Exercice 12. Vérifier que 2 + /6 est solution de I'équation 22 — 4z = 2.

Exercice 13. On consideére ’équation

3xr+1

(E) : —2r+1=3+4x.

Compléter le raisonnement suivant en indiquant entre parentheses 'opération effectuée pour
obtenir I’équation (par exemple : on a divisé par 3, on a additionné 2, etc...)

37 + 1
(B) & 200 00 11— (3442) =0 (008 +eeeeeeeee oo )
1
o Tl 13 —4—0
3% 1
o L 6r2-0
& 3r+1-300—10=0 (OI & oo )
& 2Tz —9=0
& 2Tz = (Ona .o )
& r=—3 (Ona .o )
& r=—3

CONCIUSION & o et




Exercice 14. Résoudre dans R les équations suivantes.

(B): 3z=0 (BEy): bx=1 (By): 3—20=5 (Ey): l—a=42+7

2 7 1 3
(E5): 0,3z 40,01 =2,7— 3,1z (Eg) : 3% = 5 (E7) T 5= 0 +1
Exercice 15. Résoudre dans R les équations suivantes.
x—2 20+3 4—-z x+1
E): 2=2 Es5) - =
(£1) + v (Eb) 1 T3 5
S5—1x 2
(Es) : - +03r = (By): V3r—2=x+1

Exercice 16. Résoudre dans R les équations suivantes.
(By): z(z+1)=2>+3  (Ey): 20 +3)? 42> =50 +1
3—Tx
5

Exercice 17. Etudier le signe des expressions suivantes en fonction du réel z :

(Bs) : x(1 —3z) + 32% = (Ey): (v +1)* =2® 4+ 32° + 52 — 2

Alx) = -3z +1 B(z) =4+ bz C(z)=(2x+6)(4—x) D(x) = 42® + 1

E(z) = 229 F(z) = 2° —22° Gr)=2"~= H(r) = 2*+x I) = : _+31x
T

Exercice 18. Résoudre dans R les inéquations suivantes.
(I): (z+1)(z+2) > (x+2)(3—2x) (J): (z+1)* > (22— 3)? (K):3z+1< 2(3z+1).
Exercice 19. Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes.
1) [x—4]=1 2) [x+5/=5 3) [Bx+2|>5 4) |1 -7z <2 5) |z| = |z + 1]
Exercice 20. Résoudre dans R les équations suivantes.
(Ey): 42 =9 =0 (Ey) :2(z—1)(z+2) =0 (E3):2—32>=0 (By) : 2 +63+9 =0
(Es) : 2°—2—6 =0 (Eg) : 20°+2—3 =0 (B7) : 20°+2+3 =0 (Eg) : —2*422+1 =0
Exercice 21. Résoudre dans R les équations suivantes.
(By) 22 +2V22—3=0 (By):—2’4+z2+1=3z-7

(Bs): (x—2)(=322+192—6) =0  (Ey):2?—(14+V2)z++v2=0.

Exercice 22. Résoudre dans R les équations suivantes d’inconnue zx.

x 1 322 — 8z + 16
E . == — E L — =
(E1) (E2) -4

1
2v  (E3):a+-=3 (B 4213243 =0
X

1 6
(E5): =22+ 9z —4=0 (Eﬁ)l—?‘i‘;_lzo (E7) :Vex+4=T7-2z

(Eg) : (22=5)2+422(2*=5)+121 =0  (Eg): 232> =2  (Ey): ma®—y/maz+1=0oum € R,

Exercice 23. Résoudre dans R les inéquations suivantes.
1
(I):2?=52+6>0  (L):32°—2+1<0 (I3):32°+2-2<0  (Iy): a;2+x+Z <0

(Is) : 2® > 2 + 122 (Ig) v <a*—1 (I):z— vz —2<0 (Ig) : a* > 32° + 4



