
♦ Chapitre 21. Applications linéaires

Dans tout le chapitre, m, n et p sont des entiers naturels non nuls.

I. — Définitions et propriétés générales

1) Définition

Définition 1

Une application linéaire de Rp dans Rn est une fonction f : Rp −→ Rn compatible avec
les opérations d’espaces vectoriels c’est-à-dire telle que :
• ∀ (u ; v) ∈ (Rp)2 f(u + v) = f(u) + f(v) ;
• ∀v ∈ Rp ∀λ ∈ R f(λv) = λf(v).

L’ensemble des applications linéaires de Rp dans Rn se note L (Rp,Rn).

Remarque 2. Dans la pratique, on peut montrer qu’une application est linéaire en montrant que,
pour tout (u ; v) ∈ (Rp)2 et tout λ ∈ R, f(λu + v) = λf(u) + f(v).

Exemple 3. Déterminer si les fonctions suivantes sont des applications linéaires.
1. Pour tout réel a, f1 : x 7−→ ax de R dans R.
2. f2 : (x, y, z) 7−→ (x− y + z, 2x− 3y − z) de R3 dans R2.
3. Soit k ∈ J1, pK et Pk : (x1, x2, ..., xp) 7−→ xk de Rp dans R.
4. L’application nulle f3 : v 7−→ 0Rn de Rp dans Rn.
5. f4 : x 7−→ x2 de R dans R.
6. f5 : (x, y) 7−→ (xy, x + y) de R2 dans lui-même.

Solution.
1. Soit x1 et x2 deux réels et λ ∈ R. Alors,

f1(λx1 + x2) = a(λx1 + x2) = aλx1 + ax2 = λ(ax1) + ax2 = λf1(x1) + f1(x2).

Ainsi, f1 est une application linéaire de R dans R.
2. Soit u1 = (x1, y1, z1) et u2 = (x2, y2, z2) deux éléments de R3 et λ ∈ R. Alors, λu1 + u2 =

(λx1 + x2, λy1 + y2, λz1 + z2) donc

f2(λu1 + u2) = ((λx1 + x2)− (λy1 + y2) + (λz1 + z2), 2(λx1 + x2)− 3(λy1 + y2)− (λz1 + z2))
(λx1 − λy1 + λz1 + x2 − y2 + z2, 2λx1 − 3λy1 − λz1 + 2x2 − 3y2 − z2)
= λ(x1 − y1 + z1, 2x1 − 3y1 − z1) + (x2 − y2 + z2, 2x2 − 3y2 − z2)
= λf(x1, y1, z2) + f(x2, y2, z2)
= λf(u1) + f(u2).

Ainsi, f est une application linéaire de R3 dans R2.



3. Soit u = (u1, u2, ..., up) et v = (v1, v2, ..., vp) deux éléments de Rp et λ ∈ R. Alors,

λu + v = (λu1 + v1, λu2 + v2, ..., λup + vp))

donc Pk(λu + v) = λuk + vk = λPk(u) + Pk(v) donc Pk est une application linéaire de Rp

dans R.
4. Soit u et v deux éléments de Rp et λ ∈ R. Alors,

f3(λu + v) = 0Rn = λ0Rn + 0Rn = λf3(u) + f3(v)

donc f3 est une application linéaire de Rp dans Rn.
5. f4(1 + 1) = f4(2) = 22 = 4 et f4(1) + f4(1) = 12 + 12 = 2 donc f4(1 + 1) ̸= f4(1) + f4(1)

et ainsi f4 n’est pas une application linéaire.
6. f5((1, 0) + (0, 1)) = f5(1, 1) = (1, 2) et f5(1, 0) + f5(0, 1) = (0, 1) + (0, 1) = (0, 2) donc

f5((1, 0) + (0, 1)) ̸= f5(1, 0) + f5(0, 1) donc f5 n’est pas une application linéaire.

Propriété 4

Soit f ∈ L (Rp,Rn).
1. f(0Rp) = 0Rn .
2. Pour tout v ∈ Rp, f(−v) = −f(v).
3. L’image d’une combinaison de vecteurs de Rp est la combinaison linéaire des images

avec les mêmes coefficients. Autrement dit,

∀(v1, v2, ..., vk) ∈ (Rp)k ∀(λ1, λ2, ..., λk) ∈ Rp f

(
k∑

i=1
λivi

)
=

k∑
i=1

λif(vi).

Démonstration.
1. f(0Rp) = f(0Rp + 0Rp) = f(0Rp) + f(0Rp) = 2f(0Rp) donc f(0Rp) = 0Rn .
2. Soit v ∈ Rp. Alors, f(−v) = f((−1)v) = (−1)f(v) = −f(v).
3. Considérons, pour tout k ∈ N∗, la proposition P(k) : « pour tout (v1, v2, ..., vk) ∈ (Rp)k

et pour tout (λ1, λ2, ..., λk) ∈ Rk, f

(
k∑

i=1
λivi

)
=

k∑
i=1

λif(vi) ».

Initialisation. Soit v1 ∈ Rp et λ1 ∈ R. Alors, par linéarité de f ,

f

( 1∑
i=1

λivi

)
= f(λ1v1) = λ1f(v1) =

1∑
i=1

λif(vi)

donc P(1) est vraie.
Hérédité. Soit k ∈ N∗. Supposons que P(k) est vraie. Considérons (v1, v2, ..., vk, vk+1) ∈
(Rp)k+1 et (λ1, λ2, ..., λk+1) ∈ Rk+1. Alors, par linéarité de f ,

f

(
k+1∑
i=1

λivi

)
= f

(
k∑

i=1
λivi + λk+1vk+1

)
= f

(
k∑

i=1
λivi

)
+ f(λk+1vk+1).

Comme P(k) est vraie, f

(
k∑

i=1
λivi

)
=

k∑
i=1

λif(vi) et, par linéarité de f , f(λk+1vk+1) =

λk+1f(vk+1) donc

f

(
k+1∑
i=1

λivi

)
=

k∑
i=1

λif(vi) + λk+1f(vk+1) =
k+1∑
i=1

λif(vi)



et on conclut que P(k + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, P(k) est vraie pour tout k ∈ N∗.
Ainsi,

∀(v1, v2, ..., vk) ∈ (Rp)k, ∀(λ1, λ2, ..., λk) ∈ Rk, f

(
k∑

i=1
λivi

)
=

k∑
i=1

λif(vi).

Exemple 5. Soit f : R2 −→ R3 une application linéaire telle que f(1, 0) = (1, 1, 0) et
f(0, 1) = (0, 1,−1). Déterminer f(−2, 3).

Solution. Étant donné que (−2, 3) = −2(1, 0) + 3(0, 1) et que f est linéaire,

f(−2, 3) = −2f(1, 0) + 3f(0, 1) = −2(1, 1, 0) + 3(0, 1,−1) = (−2, 1,−3).

Définition 6

Un endomorphisme de Rp est une application linéaire de Rp dans lui-même. On note
L (Rp) l’ensemble des endomorphismes de Rp.

Exemple 7.
1. Montrer que f : (x, y, z) 7−→ (x + y + z, x− y + z, x + z) est un endomorphisme de R3

qui n’est pas bijectif.
2. Montrer que g : (x, y) 7−→ (x + y, x− y) est un endomorphisme bijectif de R2.
3. Justifier que h : (x, y, z) 7−→ (2x + y, 2y + z) est une application linéaire mais pas un

endomorphisme.

Solution.
1. Soit v1 = (x1, y1, z1) et v2 = (x2, y2, z2) deux éléments de R3 et λ ∈ R. Alors, λv1 + v2 =

(λx1 + x2, λy1 + y2, λz1 + z2) donc

f(λv1 + v2) = (λx1 + x1 + λy1 + y2 + λz1 + z2, λx1 + x1 − (λy1 + y2) + λz1 + z2,

λx1 + x1 + λz1 + z2)
= λ(x1 + y1 + z1, x1 − y1 + z1, x1 + z1) + (x2 + y2 + z2, x2 − y2 + z2, x2 + z2)
= λf(v1) + f(v2)

donc f est une application linéaire de R3 dans lui-même. Ainsi, f est un endomorphisme
de R3.

De plus, f(0, 0, 0) = f(1, 0,−1) = (0, 0, 0) donc f n’est pas injective et ainsi f n’est
pas un isomorphisme.

2. Soit v1 = (x1, y1) et v2 = (x2, y2) deux éléments de R2 et λ ∈ R. Alors, λv1 + v2 =
(λx1 + x2, λy1 + y2) donc

g(λv1 + v2) = (λx1 + x2 + λy1 + y2, λx1 + x2 − (λy1 + y2))
= λ(x1 + y1, x1 − y1) + (x2 + y2, x2 − y2)
= λf(v1) + f(v2)

donc g est une application linéaire de R2 dans lui-même : c’est donc un endomorphisme
de R2.



Montrons que g est bijective. Soit (a, b) ∈ R2. Alors, pour tout (x, y) ∈ R2,

f(x, y) = (a, b)⇐⇒

x + y = a L1

x− y = b L2
⇐⇒

x + y = a L1

−2y = b− a L2 ← L2 − L1

⇐⇒

x + a−b
2 = a

y = a−b
2

⇐⇒

x = a+b
2

y = a−b
2

.

Ainsi, g est bijective et sa bijection réciproque est la fonction g−1 : (x, y) 7−→
(

x+y
2 , x−y

2

)
de R2 dans lui-même.

3. Soit v1 = (x1, y1, z2) et v2 = (x2, y2, z2) deux éléments de R3 et λ ∈ R. Alors, λv1 + v2 =
(λx1 + x2, λy1 + y2, λz1 + z2) donc

h(λv1 + v2) = (2(λx1 + x2) + λy1 + y2, 2(λy1 + y2) + λz1 + z2)
= (2λx1 + 2x2 + λy1 + y2, 2λy1 + 2y2 + λz1 + z2)
= λ(2x1 + y1, 2y1 + z1) + (2x2 + y2, 2y2 + z2)
= λh(v1) + h(v2)

donc h est application linéaire de R3 dans R2 mais ce n’est pas un endomorphisme puisque
R3 ̸= R2.

2) Opérations

Propriété 8. — Combinaisons linéaires

Soit f ∈ L (Rp,Rn) et g ∈ L (Rp,Rn). Pour tous réels α et β, αf + βg ∈ L (Rp,Rn).

Démonstration. Soit (α, β) ∈ R2. Soit (u, v) ∈ (Rp)2 et λ ∈ R. Alors,

(αf + βg)(λu + v) = αf(λu + v) + βg(λu + v)
= α(λf(u) + f(v)) + β(λg(u) + g(v))
= λ(αf(u) + βg(u)) + αf(v) + βg(v)
= λ(αf + βg)(u) + (αf + βg)(v)

donc αf + βg ∈ L (Rp,Rn).

Propriété 9. — Composition

Soit f ∈ L (Rp,Rm) et g ∈ L (Rm,Rn). Alors, g ◦ f ∈ L (Rp,Rn).

Démonstration. Soit (u, v) ∈ (Rp)2 et λ ∈ R. Alors, en utilisant la linéarité de f puis celle de g,
il vient :

(g ◦f)(λu+v) = g(f(λu+v)) = g(λf(u)+f(v)) = λg(f(u))+g(f(v)) = λ(g ◦f)(u)+(g ◦f)(v)

donc g ◦ f ∈ L (Rp,Rn).

Exemple 10. En reprenant les fonctions de l’exemple 7, déterminer h ◦ f .



Solution. Soit (x, y, z) ∈ R3. Alors,

(h ◦ f)(x, y, z) = h(f(x, y, z)) = h(x + y + z, x− y + z, x + z)
= (2(x + y + z) + x− y + z, 2(x− y + z) + x + z)
= (3x + y + 3z, 3x− 2y + 3z)

donc h ◦ f : (x, y, z) 7−→ (3x + y + 3z, 3x− 2y + 3z) de R3 dans R2.

Propriété 11. — Réciproque

Soit f est un application linéaire bijective de Rp dans Rn. Alors f−1 est une application
linéaire bijective de Rn dans Rp.

Démonstration. Soit (u, v) ∈ (Rn)2 et λ ∈ R. Alors, comme f est bijective, il existe (x, y) ∈ (Rp)2

tel que f(x) = u et f(y) = v. Dès lors, f(λx + y) = λf(x) + f(y) = λu + v donc, par définition,
f−1(λu + v) = λx + y. Or, comme f(x) = u et f(y) = v, x = f−1(u) et y = f−1(v) donc
f−1(λu + v) = λf−1(u) + f−1(v). Ainsi, f−1 est une application linéaire bijective de Rn dans
Rp.

Exemple 12. En reprenant les applications de l’exemple 7, déterminer g−1.

Solution. On a vu que l’endomorphisme réciproque de g est

g−1 : R2 −→ R2

(x, y) 7−→
(

x+y
2 , x−y

2

)

II. — Noyau, image et rang d’une application linéaire

1) Noyau et lien avec l’injectivité

Définition 13

Soit f ∈ L (Rp,Rn). L’ensemble

{u ∈ Rp | f(u) = 0Rn}

est appelé le noyau de f et se note ker(f) (ou ker f).

Remarque 14.
1. Le noyau d’une application linéaire f : Rp −→ Rn est donc l’ensemble des antécédents de

0Rn par f .
2. Étant donné que si f ∈ L (Rp,Rn), f(0Rp) = 0Rn , 0Rp est toujours un élément de ker(f)

et en particulier ker(f) n’est jamais vide.

Propriété 15

Soit f ∈ L (Rp,Rn). Alors, ker(f) est un sous-espace vectoriel de Rp.



Démonstration. Par définition, ker(f) ⊂ Rp et, comme f(0Rp) = 0Rn , 0Rp ∈ ker(f).
Soit (u, v) ∈ ker(f)2 et λ ∈ R. Alors, comme f est linéaire,

f(λu + v) = λf(u) + f(v) = λ0Rn + 0Rn = 0Rn

donc λu + v ∈ ker(f).
Ainsi, ker(f) est un sous-espace vectoriel de Rp.

Propriété 16

Soit f ∈ L (Rp,Rn). Alors, f est injective si et seulement si ker(f) = {0Rp}.

Démonstration. Supposons que f est injective. Soit v ∈ ker(f). Alors, f(v) = 0Rn = f(0Rp)
donc, comme f est injective, v = 0Rp . Ainsi, ker(f) ⊂ {0Rp}. Or, {0Rp} ⊂ ker(f) donc on conclut
que ker(f) = {0Rp}.

Réciproquement, supposons que ker(f) = {0Rp}. Soit u et v deux vecteurs de Rp tels que
f(u) = f(v). Alors, f(u) − f(v) = 0Rn donc, comme f est linéaire, f(u − v) = 0Rn . Ainsi,
u− v ∈ ker(f) donc, comme ker(f) = {0Rp}, u− v = 0Rp et donc u = v. Ainsi, on conclut que f
est injective.

Par double implication, on a montré que f est injective si et seulement si ker(f) = {0Rp}.

Exemple 17.
1. Déterminer le noyau de l’endomorphisme g de R3 défini par

f : (x, y, z) 7−→ (x + y + z, x− y + z, x + y − z).

Que peut-on en déduire ?
2. Déterminer la noyau de l’application linéaire

g : (x, y, z) 7−→ (x + 2y, 2x− y)

de R3 dans R2. Que peut-on en déduire ?
3. Déterminer le noyau de l’endomorphisme de R2 défini par

h : (x, y) 7−→ (2x + 6y, x + 3y).

Que peut-on en déduire ?

Solution.
1. Soit (x, y, z) ∈ R3. Alors,

(x, y, z) ∈ ker(f)⇐⇒


x + y + z = 0 L1

x− y + z = 0 L2

x + y − z = 0 L3

⇐⇒


x + y + z = 0 L1

−2y = 0 L2 ← L2 − L1

−2z = 0 L3 ← L3 − L2

On obtient un système échelonné avec 3 pivots donc il s’agit d’un système de Cramer et,
comme il est homogène, l’unique solution est (0, 0, 0). Ainsi, ker(f) = {(0, 0, 0)}.
On en déduit que g est injective.



2. Soit (x, y, z) ∈ R3. Alors,

(x, y, z) ∈ ker(g)⇐⇒

x + 2y = 0 L1

2x− y = 0 L2
⇐⇒

x + 2y = 0 L1

−5y = 0 L2 ← L2 − 2L1

Le système échelonné 2 × 2 obtenu a 2 pivots donc il s’agit d’un système de Cramer
et, comme il est homogène, l’unique solution de ce système est (x, y) = (0, 0). Ainsi,
ker(g) = {(0, 0, z) | z ∈ R}.
Comme ker(g) ̸= {(0, 0, 0)}, on conclut que g n’est pas injective.

3. Soit (x, y) ∈ R1. Alors,

(x, y) ∈ ker(h)⇐⇒

2x + 6y = 0 L1

x + 3y = 0 L2
⇐⇒

x + 3y = 0 L1 ← 1
2L1

x + 3y = 0 L2
⇐⇒ x = −3y.

Ainsi, ker(h) = {(−3y, y) | y ∈ R} = Vect((−3, 1)).
Comme ker(h) ̸= {(0, 0)}, on conclut que h n’est pas injective.

2) Image et lien avec la surjectivité

Définition 18

Soit f ∈ L (Rp,Rn). L’image directe de Rp par f , c’est-à-dire

{f(u) | u ∈ Rp} = {v ∈ Rn | ∃u ∈ Rp v = f(u)}

est appelée l’image de f et se note Im(f) (ou Im f).

Remarque 19. Étant donné que si f ∈ L (Rp,Rn), f(0Rp) = 0Rn , 0Rn est toujours un élément de
Im(f) et en particulier Im(f) n’est jamais vide.

Propriété 20

Soit f ∈ L (Rp,Rn). Alors, Im(f) est un sous-espace vectoriel de Rn.

Démonstration. Par définition, Im(f) ⊂ Rn et, comme 0Rn = f(0Rp), 0Rn ∈ Im(f).
Soit (v1, v2) ∈ Im(f)2 et λ ∈ R. Alors, par définition, il existe (u1, u2) ∈ (Rp)2 tel que

f(u1) = v1 et f(u2) = v2. Dès lors, par linéarité de f ,

λv1 + v2 = λf(u1) + f(u2) = f(λu1 + u2).

Or, comme Rp est un espace vectoriel λu1 + u2 ∈ Rp donc λv1 + v2 possède un antécédent par f
dans Rp et ainsi λv1 + v2 ∈ Im(f).

On conclut donc que Im(f) est un sous-espace vectoriel de Rn.

Propriété 21

Soit f ∈ L (Rp,Rn). Alors, f est surjective si et seulement si Im(f) = Rn.



Démonstration. Supposons que f est surjective. Soit v ∈ Rn. Alors, il existe u ∈ Rp tel que
v = f(u) donc v ∈ Im(f). Ainsi, Rn ⊂ Im(f). Or, Im(f) ⊂ Rn donc, par double inclusion,
Im(f) = Rn.

Réciproquement, supposons que Im(f) = Rn. Soit v ∈ Rn. Alors, v ∈ Im(f) donc il existe
u ∈ Rp tel que v = f(u) donc f est surjective.

Par double implication, on a montré que f est surjective si et seulement si Im(f) = Rn.
Exemple 22. Déterminer les images des applications linéaires de l’exemple 17. Que peut-on en
déduire dans chaque cas ?

Solution.
1. Soit (a, b, c) ∈ R3. Alors, pour tout (x, y, z) ∈ R3,

f(x, y, z) = (a, b, c)⇐⇒


x + y + z = a L1

x− y + z = b L2

x + y − z = c L3

⇐⇒


x + y + z = a L1

−2y = b− a L2 ← L2 − L1

−2z = c− a L3 ← L3 − L2

On obtient un système échelonné avec 3 pivots donc il s’agit d’un système de Cramer : il
possède donc une solution dans R3. Ainsi, (a, b, c) ∈ Im(g) donc Im(f) = R3. On conclut
que f est surjective.

2. Soit (a, b) ∈ R2. Alors, pour tout (x, y, z) ∈ R3,

g(x, y, z) = (a, b)⇐⇒

x + 2y = a L1

2x− y = b L2
⇐⇒

x + 2y = a L1

−5y = b− 2a L2 ← L2 − 2L1

Le système échelonné 2× 2 obtenu a 2 pivots donc il s’agit d’un système de Cramer et
ainsi ce système admet une solution (x0, y0) Alors, pour tout z ∈ R, (x0, y0, z) est un
antécédent de (a, b) par h donc Im(h) = R2. Ainsi, g est surjective.

3. Soit (a, b) ∈ R2. Alors, pour tout (x, y) ∈ R2,

h(x, y) = (a, b)⇐⇒

2x + 6y = a

x + 3y = b
⇐⇒

x + 3y = a
2

x + 3y = b
⇐⇒ b = a

2x = b− 3y.

Ainsi, le système a des solutions si et seulement si a = 2b (et, dans ce cas, par exemple,
(b, 0) est une solution). Ainsi, Im(f) = {(2b, b) | b ∈ R} = Vect((2, 1)).
Comme Im(h) ̸= R2 (par exemple, (0, 1) /∈ R2), h n’est pas surjective.

3) Rang d’une application linéaire

Définition 23

Soit f ∈ L (Rp,Rn). On appelle rang de f , et on note rg(f), la dimension de Im(f)
c’est-à-dire

rg(f) = dim(Im(f)).

Exemple 24. Déterminer le rang des applications f , g et h de l’exemple 17.
Solution.
1. On a vu que Im(f) = R3 donc rg(f) = dim(R3) = 3.
2. On a vu que Im(g) = R2 donc rg(g) = dim(R2) = 2.
3. On a vu que Im(h) = Vect((2, 1)) donc, comme (2, 1) ̸= (0, 0), Im(h) est une droite

vectorielle donc rg(h) = 1.
Remarque 25. Si f ∈ L (Rp,Rn) alors Im(f) est un sous-espace vectoriel de Rn donc dim(Im(f)) ⩽
dim(Rn) i.e. rg(f) ⩽ n.



4) Image d’une base par une application linéaire

Théorème 26

Une application linéaire f : Rp −→ Rn est entièrement déterminée par l’image d’une base
de Rp.

Démonstration. Soit B = (e1, e2, ..., ep) une base de Rp. Soit f ∈ L (Rp,Rn). Supposons que
f(e1) = v1, f(e2) = v2, ..., f(ep) = vp. Soit u ∈ Rp. Alors, comme B est une base de Rp, il existe

des scalaires λ1, λ2, ..., λp tels que u =
p∑

i=1
λiei. Dès lors, par la Propriété 4,

f(u) = f

( p∑
i=1

λiei

)
=

p∑
i=1

λif(ei) =
p∑

i=1
λivi.

Ainsi, les valeurs de f sont entières déterminées par les valeurs de v1, v2, ..., vp donc par les
images des vecteurs de B par f .

Remarque 27. Une autre façon d’énoncer le théorème précédent est la suivante : si (e1, e2, ..., ep)
est une base de Rp et si f et g sont deux éléments de L (Rp,Rn) alors f = g si et seulement si,
pour tout i ∈ J1, pK, f(ei) = g(ei).

Exemple 28. Soit f ∈ L (R3,R2) telle que f(1, 1, 1) = (1, 0), f(1, 1, 0) = (0, 1) et f(1, 0, 0) =
(1, 1). Déterminer f(x, y, z) pour tout (x, y, z) ∈ R3.

Solution. Soit (x, y, z) ∈ R3. Alors, Pour tout (a, b, c) ∈ R3,

(x, y, z) = a(1, 1, 1) + b(1, 1, 0) + c(1, 0, 0)⇐⇒


a + b + c = x

a + b = y

a = z

⇐⇒


c = x− y

b = y − z

a = z

donc (x, y, z) = z(1, 1, 1) + (y − z)(1, 1, 0) + (x− y)(1, 0, 0). On en déduit que

f(x, y, z) = zf(1, 1, 1) + (y − z)f(1, 1, 0) + (x− y)f(1, 0, 0)
= z(1, 0) + (y − z)(0, 1) + (x− y)(1, 1)
= (x− y + z, x− z).

Ainsi, pour tout (x, y, z) ∈ R3, f(x, y, z) = (x− y + z, x− z).

Propriété 29

Soit f ∈ L (Rp,Rn). Si (e1, e2, ..., ep) est une base de Rp alors (f(e1), f(e2), ..., f(ep)) est
une famille génératrice de Im(f).
En particulier, dim(Im(f)) ⩽ dim(Rp) i.e. rg(f) ⩽ p.

Démonstration. La démonstration du théorème précédent assure que, pour tout vecteur u ∈
Rp, f(u) ∈ Vect(f(e1), f(e2), ..., f(ep)) donc Im(f) ⊂ Vect(f(e1), f(e2), ..., f(ep)). Or, pour
tout entier k ∈ J1, pK, f(ek) ∈ Im(f) donc, comme l’ensemble Im(f) est un espace vec-
toriel, Vect(f(e1), f(e2), ..., f(ep)) ⊂ Im(f). Ainsi, Im(f) = Vect(f(e1), f(e2), ..., f(ep)) donc
(f(e1), f(e2), ..., f(ep)) est une famille génératrice de Im(f).

On en déduit que dim(Im(f)) ⩽ Card({f(e1), f(e2), ..., f(ep)}) ⩽ p et ainsi on conclut que
rg(f) ⩽ p.



Remarque 30. Rien ne garantit que (f(e1), f(e2), ..., f(ep)) soit libre donc on ne peut pas affirmer,
en général, qu’il s’agit d’une base de Im(f).

Exemple 31. Déterminer une famille génératrice de l’image des applications linéaires de
l’exemple 17. Dans chaque cas, déterminer s’il s’agit d’une base.

Solution.
1. La base canonique de R3 est ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)). Or, f(1, 0, 0) = (1, 1, 1), f(0, 1, 0) =

(1,−1, 1) et f(0, 0, 1) = (1, 1,−1) donc une famille génératrice de Im(f) est la famille
F = ((1, 1, 1), (1,−1, 1), (1, 1,−1)). Or, on a vu que Im(f) = R3 donc, comme F est une
famille génératrice composée de 3 vecteurs dans un espace de dimension 3, F est une
base de Im(f) = R3.

2. De même, g(1, 0, 0) = (1, 2), g(0, 1, 0) = (2,−1) et g(0, 0, 1) = (0, 0) donc une famille
génératrice de Im(g) est ((1, 2), (2,−1), (0, 0)). Cette famille n’est pas libre car elle contient
le vecteur nul donc ce n’est pas une base de Im(g).

3. La base canonique de R2 est ((1, 0), (0, 1)). Or, h(1, 0) = (2, 1) et h(0, 1) = (6, 3). Ainsi,
((2, 1), (6, 3)) est une famille génératrice de Im(h). Or, (6, 3) = 3(2, 1) donc cette famille
n’est pas libre et ce n’est donc pas une base de Im(h)

III. — Matrice d’une application linéaire

1) Représentation matricielle d’une famille de vecteurs (rappel)
Si B = (e1, e2, ..., en) est une base de Rn alors, par théorème, tout vecteur v de Rn peut

s’écrire de manière unique sous la forme

v = λ1e1 + λ2e2 + · · ·+ λnen.

Les scalaires λ1, λ2, ..., λn sont appelés les coordonnées de v dans la base B. La matrice

colonne


λ1
λ2
...

λn

 est appelée la matrice des coordonnées v dans la base B et on la note

MatB(v). Si F = (v1, v2, ..., vp) est une famille de p vecteurs de Rn, on appelle matrice de F
dans la base B et on note MatB(F) la matrice de Mn,p(R) telle que, pour tout j ∈ J1, pK, la
j-ème colonne de MatB(F) est composée des termes de la matrice colonne MatB(vj).



2) Matrice d’une application linéaire

Définition 32

Soit f : Rp −→ Rn une application linéaire. Si Bp = (e1, e2, ..., ep) est une base de Rp et
Bn = (ε1, ε2, ..., εn) est une base de Rn alors la matrice de la famille (f(e1), f(e2), ..., f(ep))
dans la base Bn est appelée la matrice de f dans les bases Bp et Bn. Il s’agit d’une
matrice de Mn,p(R) que l’on note MatBp,Bn(f).
Ainsi,

∗ ∗ · · · ∗
∗ ∗ · · · ∗
... ... ... ...
∗ ∗ · · · ∗





Coordonnées
de f(e2)

dans la base Bn

Coordonnées
de f(e1)

dans la base Bn

Coordonnées
de f(ep)

dans la base Bn

ε1
ε2

...
εn

MatBp,Bn(f) =

Remarque 33. La matrice de f dépend du choix des bases Bp et Bn. En revanche, sa taille est
toujours n× p.
Exemple 34.

1. On considère l’application linéaire
f : R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (x + y, x− y, y)
Déterminer la matrice de f dans les bases canoniques de R2 et R3.

2. On considère l’application linéaire
g : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (x + y + z, x− y − z)
Déterminer la matrice de g dans les bases canoniques de R3 et de R2.

Solution.
1. La base canonique de R2 est ((1, 0), (0, 1)). Or, f(1, 0) = (1, 1, 0) et f(0, 1) = (1,−1, 1)

donc la matrice de f dans les bases canoniques de R2 et de R3 est1 1
1 −1
0 1

 .

2. La base canonique de R3 est ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)). Or, g(1, 0, 0) = (1, 1), g(0, 1, 0) =
(1,−1) et g(0, 0, 1) = (1,−1) donc la matrice de g dans les bases canoniques de R3 et de
R2 est (

1 1 1
1 −1 −1

)
.



Définition 35

Soit f un endomorphisme de Rn. On appelle matrice de f dans la base Bn, notée
MatBn(f), la matrice MatBn,Bn(f).

Exemple 36. On considère l’application
h : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (x− y + z, x + 2y + 4z, x + y + z)

1. Justifier que h est un endomorphisme de R3.
2. Déterminer la matrice de h dans la base canonique de R3.
3. On pose e1 = (−1, 3, 1), e2 = (−4, 5, 1) et e3 = (−1,−1, 1). Justifier que B = (e1, e2, e3)

est une base de R3 et déterminer la matrice de h dans cette base.

Solution.
1. Soit v1 = (x1, y1, z1) et v2 = (x2, y2, z2) deux éléments de R3 et λ ∈ R. Alors, λv1 + v2 =

(λx1 + x2, λy1 + y2, λz1 + z2) donc

h(λv1 + v2) = (λx1 + x2 − (λy1 + y2) + λz1 + z2, λx1 + x2 + 2(λy1 + y2) + 4(λz1 + z2),
λx1 + x2 + λy1 + y2 + λz1 + z2)

= λ(x1 − y1 + z1, x1 + 2y1 + 4z1, x1 + y1 + z1)
+ (x2 − y2 + z2, x2 + 2y2 + 4z2, x2 + y2 + z2)

= λf(v1) + f(v2)

donc f est une application linéaire de R3 dans lui-même : c’est donc un endomorphisme
de R3.

2. Comme f(1, 0, 0) = (1, 1, 1), f(0, 1, 0) = (−1, 2, 1) et f(0, 0, 1) = (1, 4, 1), la matrice de f
dans la base canonique de R3 est 1 −1 1

1 2 4
1 1 1

 .

3. Soit a, b et c des réels. Alors,

ae1 + be2 + ce3 = (0, 0, 0)⇐⇒


−a− 4b− c = 0 L1

3a + 5b− c = 0 L2

a + b + c = 0 L3

⇐⇒


a + b + c = 0 L1 ↔ L3

3a + 5b− c = 0 L2

−a− 4b− c = 0 L3 ↔ L1

⇐⇒


a + b + c = 0 L1

2b− 4c = 0 L2 ← L2 − 3L1

−3b = 0 L3 ← L3 + L1

⇐⇒


a = 0
c = 0
b = 0



Ainsi, la famille B est libre. Or, dim(R3) = 3 donc B est une famille libre de 3 vecteurs
dans un espace de dimension 3 : c’est donc une base de R3.

De plus, f(e1) = (−3, 9, 3) = 3e1, f(e2) = (−8, 10, 2) = 2e2 et f(e3) = (1, 1,−1) = −e3
donc la matrice de h dans la base B est3 0 0

0 2 0
0 0 −1

 .

Remarque 37.
1. Dans n’importe quelles bases, la matrice de l’application nulle de Rp dans Rn est la

matrice 0n,p et la matrice de l’identité de Rn est la matrice In.
2. Comme une application linéaire f de Rp dans Rn est entièrement déterminée par l’image

d’une base de Rp, f est également entièrement déterminer par sa matrice dans n’importe
quelles bases.

Propriété 38. — (admise)

Soit f ∈ L (Rp,Rn). Soit Bp une base de Rp et Bn une base Rn. Le rang de f est égal au
rang de la matriceMatBp,Bn(f). En particulier, le rang de cette matrice est indépendant du
choix des bases de Rp et de Rn.

Exemple 39. Déterminer le rang des applications f , g et h définies dans les exemples 34 et 36.

Solution.
La matrice de l’application f est composée de deux vecteurs colonnes non colinéaires donc le

rang de cette matrice est 2. On en déduit que rg(f).
La matrice de l’application g est composée de trois vecteurs dont les deux premiers sont non

colinéaires et le troisième est égal au second donc le rang de cette matrice est 2. Ainsi, rg(g) = 2.
La matrice de h dans la base B est diagonale et ces trois termes diagonaux sont non nuls

donc son rang est égal à 3. On conclut que rg(h) = 3.

3) Application linéaire canoniquement associée à une matrice
On a vu dans ce qui précède que toute application linéaire entre espaces vectoriels peut

être représentée par une matrice à condition de choisir une base de chaque espace. Inversement,
toute matrice peut être vue comme la matrice d’une application linéaire.

Propriété 40

Soit M ∈Mm,n(R). Il existe une unique application linéaire f ∈ L (Rn,Rm) telle que la
matrice de f dans les bases canoniques de Rn et Rm soit la matrice M .

Démonstration. Notons M =


a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
... ...

am,1 am,2 · · · am,n

. Considérons l’application

f : Rn −→ Rm

(x1, x2, ..., xn) 7−→
(

n∑
i=1

a1,ixi,
n∑

i=1
a2,ixi, . . . ,

n∑
i=1

am,ixi

)
.



On vérifie que, par linéarité de la somme, f est linéaire et que sa matrice dans les bases
canoniques de Rn et Rm est M . De plus, cette application est unique car la matrice M permet,
par définition, de connaître l’image de la base canonique de Rn et on sait qu’une application
linéaire est entièrement déterminée par l’image d’une base par le Théorème 26.

Définition 41

Soit M ∈Mm,n(R). L’unique application linéaire définie par la propriété précédente s’appelle
l’application linéaire canoniquement associée à M .

Exemple 42. Déterminer les applications linéaires canoniquement associées aux matrices

suivantes : A =
(

2 3 −1
0 −2 5

)
et B =

 1 0 1
−5 2 3
−1 3 0

.

Solution. L’application linéaire canoniquement associée à A est

fA : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (2x + 3y − z,−2y + 5z) .

L’application linéaire canoniquement associée à B est

fB : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (x + z,−5x + 2y + 3z,−x + 3y) .

4) Matrices et opérations

Propriété 43

Soit f : Rp −→ Rn et g : Rp −→ Rn deux applications linéaires, α et β deux réels et v un
vecteur de Rp. On considère une base Bp de Rp et une base Bn de Rn.

1. Si M est la matrice de f dans Bp et Bn et si V est la matrice de v dans Bp alors MV
est la matrice de f(v) dans Bn.

2. Si M est la matrice de f dans Bp et Bn et N est la matrice de g dans Bp et Bn alors
αM + βN est la matrice de αf + βg dans Bp et Bn.

Démonstration. Notons Bp = (e1, e2, ..., en) et Bn = (ε1, ε2, ..., εn).

1. Notons M =


a1,1 a1,2 · · · a1,p

a2,1 a2,2 · · · a2,p
... ...

an,1 an,1 · · · an,p

 et V =


v1
v2
...

vp

. Alors, par définition, v =
p∑

j=1
vjej

donc, par linéarité,

f(v) = f

 p∑
j=1

vjej

 =
p∑

j=1
vjf(ej).

Or, toujours par définition, pour tout j ∈ J1, pK, f(ej) =
n∑

i=1
ai,jεi donc

f(v) =
p∑

j=1
vj

(
n∑

i=1
ai,jεi

)
=

n∑
i=1

 p∑
j=1

ai,jvj

 εi



Ainsi, la matrice de f(v) dans la base Bn est la matrice colonne donc le i-ème terme est
p∑

j=1
ai,jvj. Or, par définition, cette matrice n’est autre que MV .

2. Notons N =


b1,1 b1,2 · · · b1,p

b2,1 b2,2 · · · b2,p
... ...

bn,1 bn,2 · · · bn,p

. Par définition, pour tout j ∈ J1, pK,

(αf + βg)(ej) = αf(ej) + βg(ej) = α
n∑

i=1
ai,jεi + β

n∑
i=1

bi,jεi =
n∑

i=1
(αai,j + βbi,j)εi.

Ainsi, la matrice de αf + βg dans les bases Bp et Bn est la matrice de taille n× p dont le
terme d’indices i et j est αai,j + βbi,j. Or, par définition, cette matrice n’est autre que
αM + βN .

Exemple 44. Soit v = (1,−3, 2) ∈ R3. Déterminer la matrice de h(v) dans la base canonique
de R3 où h est l’application linéaire de l’exemple 36.

Solution. La matrice de v dans la base canonique de R3 est

 1
−3
2

 donc la matrice de h(v)

dans la base canonique de R3 est1 −1 1
1 2 4
1 1 1


 1
−3
2

 =

6
3
0

 .

Propriété 45

Soit f : Rp −→ Rm et g : Rm −→ Rn deux applications linéaires. On considère une base Bp

de Rp, une base Bn de Rn et une base Bm de Rm.
Si M =MatBp,Bm(f) et N =MatBm,Bn(g) alors NM =MBp,Bn(g ◦ f).

Démonstration. Notons Bp = (e1, e2, ..., ep). Pour tout k ∈ J1, pK, la matrice de f(ek) dans la
base Bn est la matrice colonne Vk correspondant à la k-ième colonne de M . D’après la Propriété
43, la matrice de g(f(ek)) dans la base Bm est donc NVk. Ainsi, la matrice de g ◦f est la matrice
de taille p× n donc la k-ième colonne est NVk où Vk est la k-ième colonne de M . Par définition,
cette matrice est la matrice NM .
Exemple 46. On considère les applications f et g de l’exemple 34. Déterminer la matrice de
g ◦ f dans la base canonique de R2 et la matrice de f ◦ g dans la base canonique de R3.

Solution. On a vu que la matrice de f dans les base canoniques de R2 et R3 est

1 1
1 −1
0 1


et que la matrice de g dans les bases canoniques de R3 et R2 est

(
1 1 1
1 −1 −1

)
donc la matrice

de f ◦ g dans la base canonique de R3 est1 1
1 −1
0 1

(1 1 1
1 −1 −1

)
=

2 0 0
0 2 2
1 −1 −1

 .



Corollaire 47

Soit f un endomorphisme de Rn. On note M la matrice de f dans une base B de Rn.
1. Pour tout k ∈ N, la matrice de f ◦k = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸

k fois

dans B est Mk.

2. f est bijectif si et seulement si M est inversible et, dans ce cas, MatB(f−1) = M−1.

Démonstration.
1. Considérons, pour tout k ∈ N, la proposition P(k) : «MatB(fk) = Mk.

Initialisation. f 0 = idRn et M0 = In donc, comme la matrice de idRn dans n’importe
quelle base est In, P(0) est vraie.

Hérédité. Soit k ∈ N. Supposons que P(k) est vraie. Alors, la matrice de f ◦k dans
la base B est Mk. Or, fk+1 = f ◦ fk, d’après la Propriété 45, la matrice de fk+1 dans
la base B est MMk i.e. Mk+1 donc P(k) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout k ∈ N, la
matrice de f ◦k dans B est Mn.

2. Supposons que f est un bijectif. Alors, f−1 est une endomorphisme de Rn et f ◦f−1 = idRn .
Notons N la matrice de f−1 dans la base B. Par la Proposition 45, la matrice de f ◦f−1

dans la base B est MN donc, comme f ◦ f−1 = idRn , NM = In. Ainsi, M est inversible
et M−1 = N =MatB(f−1).

Réciproquement, supposons que M est inversible. Notons B = (e1, e2, ..., en) et, pour

tout i ∈ J1, nK, Ai =


a1,i

a2,i
...

an,i

 la i-ème colonne de M−1. Posons, de plus, pour tout i ∈ J1, nK,

vi =
n∑

j=1
aj,iej. Comme B est une base de Rn, on définit un unique endomorphisme g

de Rn en posant, pour tout i ∈ J1, nK, g(ei) = vi. De plus, par définition, la matrice
de g dans B est M−1. Ainsi, par la Propriété 45, la matrice de f ◦ g dans la base B
est MM−1 = In donc f ◦ g = idRn . De même, la matrice de g ◦ f dans la base B est
M−1M = In donc g ◦ f = idRn . Ainsi, f est un isomorphisme et f−1 = g.

Exemple 48. On reprend l’application h de l’exemple 36.
1. Déterminer, pour tout n ∈ N, la matrice de h◦n dans la base B de l’exemple 36.
2. a. Justifier que h est bijectif.

b. Déterminer la matrice de h−1 dans la base B.
c. Déterminer la matrice de h−1 dans la base canonique de R3.

Solution.
1. Soit n ∈ N. Par la propriété précédente, la matrice de h◦n dans la base B est3 0 0

0 2 0
0 0 −1


n



et donc, comme D =

3 0 0
0 2 0
0 0 −1

 est une matrice diagonale, la matrice de h◦n dans la

base B est 3n 0 0
0 2n 0
0 0 (−1)n

 .

2. a. Comme D est une matrice diagonale dont aucun des termes diagonaux n’est nul, D
est inversible donc h est bijectif.

b. Par la proposition précédente, la matrice de h−1 dans la base B est

D−1 =


1
3 0 0
0 1

2 0
0 0 −1

 .

c. La matrice de h dans la base canonique de h est

M =

1 −1 1
1 2 4
1 1 1

 .

Déterminer l’inverse M . Pour cela, considérons (a, b, c) ∈ R3. On associe à M le
système

(S)


x− y + z = a L1

x + 2y + 4z = b L2

x + y + z = c L3

Résolvons (S) :

(S)⇐⇒


x− y + z = a L1

3y + 3z = b− a L2 ← L2 − L1

2y = c− a L3 ← L3 − L1

⇐⇒


x− (−1

2a + 1
2c) + z = a

3(−1
2a + 1

2c) + 3z = b− a

y = −1
2a + 1

2c

⇐⇒


x + 1

6a + 1
3b− 1

2c = 1
2a + 1

2c

z = 1
6a + 1

3b− 1
2c

y = −1
2a + 1

2c

⇐⇒


x = 1

3a− 1
3b + c

z = 1
6a + 1

3b− 1
2c

y = −1
2a + 1

2c

On en déduit que

M−1 =


1
3 −1

3 1
−1

2 0 1
2

1
6

1
3 −1

2


et cette matrice est la matrice de h−1 dans la base canonique de R3.


