¢ Chapitre 20. Calcul intégral

Dans tout le chapitre, le plan est muni d’un repeére orthogonal (O 1, 5) Si f est une fonction,

on note ¢ sa courbe représentative dans (O ; ;, ;) Lorsqu’on parle de 'intervalle [a;b], il est
sous-entendu que a et b sont deux réels tels que a < b.

I. — Intégrale d’une fonction continue

1) Unité d’aire <K

Le plan étant muni d’un repére, une unité est choisie en abscisse 1 s,
(Hﬂ‘) et une unité est choisie en ordonnée (H ]H) Des lors, le plan est

naturellement munie d’une unité d’aire (u.a.) : il s’agit de HZH X H;H 0]

2) Intégrale d’une fonction continue et positive

— Définition 1 N

Soit f une fonction continue et positive sur
un intervalle [a;b]. On définit I'intégrale de
a a b de la fonction f comme l'aire sous
la courbe % i.e. la valeur, en unités d’aire,
de Taire de la partie du plan délimitée par la
courbe €%, l'axe des abscisses et les droites
d’équations x = a et x = b.

b
On la note/ f(x)dx.

a

Remarque 2.
1. On peut démontrer que 'intégrale ne dépend pas du repere choisi.

2. L’intégrale est le nombre d’unités d’aire que représente 'aire sous la courbe. En particulier,
c’est un nombre réel sans unité.

b
3. La variable  dans I’écriture / f(z)dx est ce qu'on appelle une variable muette : on

peut la remplacer par n’importeaquelle autre variable sans changer la valeur de 'intégrale.

Ainsi, /abf(x) dx:/abf(t) dt:/bf(s) ds...

a

Convention 3. Si f est une fonction continue sur [a;b], on convient de poser, pour tout réel
(&

cé€las], / f(z)dz = 0.
C

Exemple 4. Déterminer les intégrales suivantes a 1’aide de représentations graphiques :

5 3 1
11:/ 4dz 12:/ 9 +1dt 13:/ VI—2du
—1 0 0



Solution.
e Détermination de [, = / 4dz.
On considére la fonction f : x — 4 définie et continue sur [—1;5].

C’est une fonction constante : sa courbe est un segment de droite horizontale et ’aire sous
la courbe est I'aire d’un rectangle.

5
Ainsi, I} = / 4dxr =6 x 4 donc .

e Détermination de [, = / 2t + 1dt.

On consideére la fonction g : ¢t — 2t + 1 définie et continue sur [0; 3].
La fonction g est affine donc sa courbe est un segment de droite et 'aire a calculer est celle
d’un trapeze rectangle.

) . , b+ B)xh | )
Rappel : I'aire d'un trapeéze est donné par % ol b est la petite base, B est la grande

base et h est la hauteur.

3 (1+7)x3
Ainsi I::/"Qt 1dt = =0 X9 i [, = 12],

1
e Détermination de I3 = / V1 —u?du.
0

On considere la fonction A : u — /1 — u? définie et continue sur [0;1].
Remarquons que

0<z<1 isost

T

Mz;y)eC, e ~ 7 2 S yP=1—22

(3) &G {y:m F=ina
y>0

0<r«<l1
St +yt=1
y=0



On reconnait I’équation du cercle de centre O et de rayon 1 : 2? + y? = 1 dans un repere

orthonormé. Mais, avec les conditions supplémentaires 0 < x < 1 et y > 0, on conclut que la
courbe de h est un quart de cercle.

Ainsi, I'aire sous la courbe de h est 'aire d’un quart de disque de rayon 1 :

1 1
Ainsi, ]3:/ \/1_UZdUZZ x 7 x 12 i.e. .
0

3) Intégrale d’une fonction continue de signe quelconque

— Définition 5

e la partie positive de f, notée f, par :

Soit f une fonction définie sur un ensemble E. On définit

. >0
VieE fi(a)= {f(x) 7z 20,
0 sinon
e la partie négative de f, notée f_, par :
0 i >0
Ve E f(x)= st fl@) 20
—f(x) sinon
fonction f partie positive f, partie négative f_
Y Y

Gy Cr, (3

-

.

Remarque 6. Si f est positive ou nulle sur E alors f, = f et f_ est la fonction nulle sur E et si
f est négative ou nulle sur E alors f- = —f et f, est la fonction nulle sur E.

Exemple 7. Déterminer les parties positives et négatives de la fonction f : 2 — 22 — 3z + 2

définie sur I = [0;4].

Solution. Le discriminant du trindme X2 —3X +2 est A = (=3)? =4 x 1 x2=1> 0 donc
ce trinome admet deux racines réelles :

(=3 - VI
N 2 x 1

=1 et

—(=3)+ V1

S G )
2 2% 1




Comme son coefficient dominant est 1 > 0, on en déduit que f(z) > 0siz € [0;1] U[2;4] et
f(z) < 0sizell;2[. Ainsi, pour tout réel x € [0;4],

x? — 3z 51 @ : :
f+(x):{ 32+2 sizel0;1]U[2:4]

0 sinon
et
0 size[0;1]U[2;4]
J-(x) =1 . :
r“—3r+2 sinon
Propriété 8
Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
1. Les fonctions f, et f_ sont continues et positives sur I.
2. f=f—T-
Démonstration. On vérifie facilement que, pour tout x € I,
1 1
fr(2) = S(f@)]+ f=)) et f(2)=5(f(@)] = f(2)).
1. Comme f est continue sur I et comme la valeur absolue est continue sur R, les fonctions
’ fi et f_ sont continues sur [ ‘ par composition et somme. De plus, pour tout réel x € I,
lf(x)] = f(x) et |f(x)] = —f(x) donc ’f+ et f_ sont positives ‘
2. Pour tout réel xz € I,
1 1
Fulm) = F-(a) = SF@)|+ 7)) + 2 (15@)] + (@) = (@)
— Définition 9 N
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. On définit 'intégrale de a & b de la
b
fonction f, notée/ f(z)dz, par
b b b
[ r@ae= [ fi@de - [ 1 (@)da.

Remarque 10.

b b
1. En particulier, si f est négative ou nulle sur [a;b] alors / f(z)de = — / f-(z)dx est

I'opposé de 'aire sous la courbe de f_ i.e. 'opposé de Paire au-dessus de la courbe de I

[ i@ == [ 5@
= —aire(Dy)
)

= —aire(Dy




2. Lorsqu’une fonction f change de signe, son intégrale peut s’interpréter graphiquement
comme la somme des aires entre la courbe et l'axe des abscisse en comptant 1’aire
positivement quand la courbe est au-dessus de l'axe des abscisses et négativement quand
la courbe est en-dessous de 'axe des abscisses :

AR IS

Exemple 11. Déterminer les intégrales suivantes a ’aide de représentations graphiques :

1 2
14:/ _3da 15:/ 3t — 2t
1

—2

Solution. .

e Détermination de [, = / —3dz.
2

On considere la fonction f : z —— —3 définie et continue sur [—2;1].
C’est une fonction constante : sa courbe est un segment de droite horizontale et I'aire sur la
courbe est 'aire d’un rectangle.

1 ua

=

DO

Cr

1
Ai ‘,I:/ _3dz = —3 x 3 donc [ I; = —9].
wi, = [ ~3da one [T, = 9]

2
e Détermination de I5 = / 3t — 2dt.
-1

On considere la fonction g : ¢ — 3t — 2 définie et continue sur [—1;2].
La fonction g est affine donc sa courbe est un segment de droite et on doit calculer les aires
de deux triangles rectangles.

— N W o

N




2 1 2 25
La fonction g change de signe en 3 donc I'aire du triangle bleu est 3 X (3 — (—1)) X bH = 5
1 2 8 2 25 8
et laire du triangle rouge est — x (2 — ) 4 =—. Ainsi, Iy = / 3t —2dt = —— + - soit
2 3 3 ~1 6 3
3
[5 — —5 .

Remarque 12. On peut généraliser le calcul de [; et I, : I'intégrale d’une fonction constante égale

b
a m sur un intervalle [a;b] est égale & m fois la longueur de l'intervalle i.e. / mdx =m(b—a).

— Définition 13 N

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. On définit 'intégrale de b & a de f,

notée/ f(z)dz, par :
b

\ N /

1 0
Exemple 14. On a vu que [, :/ \/1—x2dx:£ donc/ \/1—1:%11:2—%
0 1

II. — Théoreme fondamental de ’analyse

1) Primitives (Rappels)

a) Généralités

— Définition 15 N

Soit f une fonction numérique et I un intervalle inclus dans Dy. On appelle primitive de
f sur I toute fonction définie et dérivable sur I telle que F' = f.

Propriété 16

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On suppose que f admet une primitive F’
sur I. Alors,

1. f admet une infinité de primitives sur I : ce sont toutes les fonctions de la forme
F + c ou ¢ est une constante réelle;

2. si zg et yo sont deux réels tels que xg € I, il existe une et une seule primitive G de f
sur I telle sur G(xg) = yo.

Propriété 17

Soit f et g deux fonctions définies sur un méme intervalle I. On suppose que f admet
une primitive F' sur I et que g admet une primitive G sur I. Alors, pour tous réel A et pu,
AF + pG est une primitive de A\f 4+ pg sur 1.




b) Primitives des fonctions usuelles

Dans le tableau suivant, a, k£ et o sont des réels et n € N*,

Les primitives de sont les fonctions sur
rT—a T—rar+c R
T — " T — "+ ¢ R
n+1
1 1 _ .
x»—>ﬁ(n/2) x»—)—m+c |—00;0[ ou ]0;+o00]
— x° —1 —s —— qgotl 0:
T  (a#£-1)| =z a1’ +c 105 4-00]
1
T — — z+— In(|z|) + ¢ |—00;0[ ou ]0; +o00]
x
1
xl—>ﬁ r+— 2y/r+c 105 4-00]
T — e’ r—e"+c R
x — sin(x) T +—> —COST + C R
x — cos(x) T +—>sinz + ¢ R
1
r—> x — arctan(x) + ¢ R
1+ a2

c) Formes particuliéres dont on sait déterminer les primitives

Dans le tableau suivant, u désigne une fonction définie et dérivable sur un intervalle I, a, b,
c et a sont des réels tels que a # 0 et n € N*.



Les primitives de

sont les fonctions

sur tout intervalle J

u'u" ?u”“ +c inclus dans [
n
w (n>2) — ! +c inclus dans [ et sur lequel u ne s’annule pas
ur 7 (n — Dur—! 4 P
1
u'u ?uo‘“ +c inclus dans I et sur lequel u est strictement positive
a
In(|ul) + ¢ inclus dans [ et sur lequel u ne s’annule pas

inclus dans I et sur lequel u est strictement positive

u'e” e’ +c inclus dans [/
u’ cos(u) sin(u) + ¢ inclus dans 1
u’ sin(u) —cos(u) + ¢ inclus dans 1

u/
— arctan(u) + ¢ inclus dans 1
1 4 u?

2) Théoréme fondamental de 1’analyse et conséquences

Exemple 18. Soit f la fonction f : x —— 3z + 3 définie sur R.
1. Soit x un réel. Calculer I, = / f)de.
-1

2. On considere la fonction F' qui a tout réel x associe I,.. Justifier que F' est dérivable sur
R et calculer, pour tout réel z, F'(z). Que constate-t-on ?

Solution.

1. La fonction f est une fonction affine. Sa courbe est donc une droite. De plus, f est

croissante et s’annule en —1 donc f est négative sur |—oo;

—1] et positive sur [—1;+o0].

Ainsi, si x > —1, I, est 'aire d’un triangle rectangle :

144 /
12 | /A
{-y

. /

()

6 s

4 €

//

lua v
-2 /file 12  3it4 5

—2 T+1




Dans ce cas, 'aire du triangle rouge est

(x+1)x f(z) (z+1)Bx+3) 3 5
: - 5 —§(x+1)

3
done I, = 5(90 +1)%

T -1
Siz < —1alors —1I, = —/ ft)dt = / f(t)dt est 'opposé de 'aire d’'un triangle
1 T

rectangle donc I, est laire du ce triangle rectangle :

/|

€T

7 -

y
Dans ce cas, 'aire du triangle bleu est

(—1—2)x (—=f(x)) (z+1)Bx+3) 3 )
5 - 5 zé(m—l—l)

3
done I, = 5(:}5 +1)%

3
Ainsi, | pour tout réel z, I, = §(ZE +1)2|

3
2. La fonction F' : x —— 5(:5 +1)? est une fonction polynome, elle est donc dérivable sur R
et, pour tout réel x,
3
F'(z) = 5 % 2x (x+1)=3z+3.

Ainsi, |pour tout z > —1, F'(z) = f(z) donc F' est une primitive de f sur R|.

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. Alors, la fonction F' définie sur [
par

F:xi—>/wf(t)dt

est I'unique primitive de f sur I qui s’annule en a.




Exemple 20. On considére la fonction F': x —— / e dt.
0
1. Que vaut F(0)?

2. Etudier les variations de F sur R.

3. En déduire le signe de F' sur R.

Solution.
1. F(0) = e ¥ dt donc | F(0) = 0|

. _ 42 . , . .
2. La fonction f :t — e™¥ est continue sur R comme composée de fonctions continues

donc, par le théoreme fondamental de analyse, I’ est dérivable sur R et, pour tout réel
2

x, F'(x) = f(x) = e,

Ainsi, pour tout réel 2, F’(z) > 0 donc | F est strictement croissante sur R |.

3. Comme F est strictement croissante sur R et s’annule en 0, F'(z) <0si 2z <0, F(0) =0
et F(x) >0sixz>0.

Corollaire 21

Toute fonction continue f sur un intervalle I admet des primitives sur I.

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoreme fondamental de I’analyse.
Remarque 22. Le corollaire précédent est purement théorique. Ainsi, la fonction f : z +—— e~
est continue sur R donc elle admet des primitives sur R. Pour autant, on peut démontrer quune
telle primitive ne peut pas s’exprimer a l’aide des fonctions de référence et des opérations usuelles

sur les fonctions (addition, soustraction, multiplication, division et composition).

— Corollaire 23 N

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a et b des éléments quelconques de I. Si
F' est une primitive de f sur I alors

LU@MZF@_MQ

\ N /

Démonstration. Soit /' une primitive de f sur I et soit G : x — / f(t)dt définie sur I.

D’apres le théoreme fondamental de I'analyse, G est la primitive de f sur qui s’annule en a,
il existe une constante c telle que G = F' 4 c. En particulier, G(a) = F(a) + ¢. Or, G(a) =0
donc ¢ = —F(a). Ainsi, pour tout z € I, G(z) = F(x) — F(a). En particulier, pour z = b,
G(b) = F(b) — F(a) i.e.

Notation 24. Pour des raisons pratiques, on note [F/(t)]" la différence F(b) — F(a).

Exemple 25. Calculer les intégrales suivantes :

s In(3) , 1
L :/ sin(t) dt I :/ ez dx I3 :/ u® — 2udu
-7 -1
¢ln(x) oz
L= [ =% Is = d
LT tln ST T+az "

e - T + 1 cos
J:/' 2 cos(2?) d I:/ d _/ e
o @ cos(z”) de *~ Jo (2% 4 22 4+ 2)* o Iy 1+ sin?(z) o



Solution.

o] = /7; sin(t) dt = [—cos(t)]", = —cos(m) — (—cos(—m)) = —(=1) = (—=(-1)) =1-1

donc .

n3 In3 1 = In3 1 = »11n(3 n
0_72:/ efdx:/ 2><fefdx:/ 2 X —e2 dx:[Zei] ():Qey—Qeg:
0 0 2 0

2¢m(V3) _ 92 donc I, =2V3-2|

1 6 1 1 1
ol [0 = 2udu= [lé‘“z] =51 (1) done[E=0]
—1

-1

donc | Iy = = |

2 2

€ dt e e 1 ) ,
* i = ) me = ) g4t = (@Dl = [n(n)l, donc I

e

In(In(e?)) — In(In(e)) i.e. [ I5 = In(2) |
1 11 2 1/ 2 1
e [ [l
0o 1+ a2 0 214 22 2Jo 1422 1+a2>0 2

———

u (@)

u(z)

[ln(l +x2)L1) donc I =

;(111(2) ~In(1)) ie. |Is = = In(2) |

e Vr 1 1 (V= 1 Y
o [; = / 2% cos(x?) dr = / — x 32” cos(2?) dw = 7/ 32? cos(z?) dz = = {Sin(wg)} v
0 o 3 3 Jo 3 0

—_——
L . : :
donc Iy = g(sm(w) —sin(0)) i.e. .

() cos(u(x))
-1 1 -11 2 1 1 1 2 2
018:/ T dx:/ — (@ +1) dx:f/ T dx donc
o (224 2x+2)* 0o 2(x?42z+2)* 2Jo (22+2x+2)4

e A Y | L S T [
T2 3@2+20+23], 21 3x13 3x23)] 20 3 24 " 48]

o [y = /05 Mi()ssiil?(:c)dx = [arctan(sin(:c))]g = arctan (sin (;T)) — arctan(sin(0)) donc
—_———
1-:ju<21()z)

Iy = arctan(1) — arctan(0) i.e. | Iy =

N




III. — Propriétés de l’'intégrale

1) Linéarité de l’intégrale

Propriété 26. — Linéarité de ’intégrale

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, a et b deux éléments quelconques
de I et k un réel quelconque. Alors, pour tous réels A et p,

/ab)\f(x) + pg(z) de = )\/abf(a:) dz -l—,u/abg(m) dz.

Démonstration. Soit (), 1) € R2. Considérons une primitives F' de f sur I et une primitive
G de g sur I. Alors, AF' + pG est une primitive de A\f 4+ puf sur I donc

[ A (@) + gl de = NF 4 Gl = (VF 4+ 4G)(b) — (AF + G (a)
— XF(b) + pG(b) — AF(a) — puGla) = M(F(8) — F(a)) + u(G(b) — G(a)

donc

/abAf(:L’)+M9($E)d:c:)\/abf(x)dx—l—u/abg(x)dgy_

& Il faut bien s’assurer que A et p sont des réels indépendants de la variable d’intégration.

Exemple 27.

1
1. Calculer I = / 3—4v1 —u?du.
0

2. Calculer J = /Tr cos?(t) dt + /Tr sin®(t) dt.
0 0

11+
x

3. Calculer K = .
0o 1+ a2

Solution.

1. Par linéarité de 'intégrale, on a
1 1 1
[:/ 3—4\/1—u2du:I:/ 3du—4/ V1—u?du
Jo 0 0
et donc, grace a I'exemple 4 et a la remarque 12, I = 3 x (1 —0) —4 x 7 donc .

2. De méme,
J:/ COSQtdt+/ sithdt:/ C052t+sin2tdt:/ 1dt =1x (m—0)
0 0 0 0

donc J = 7.

3. Par linéarité de l'intégrale,

L1 T L1 Loz
0 1+$2+1+x2 . 0 1+ 22 T 0o 1+ 22 .
1 1
= [arctan ()]} + {2 In(1 + 2?)

= arctan(1l) — arctan(0) + ;(1H(2) —In(1))

et donec | K =




2) Intégration et relation d’ordre

Propriété 28

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et a et b deux éléments de I tels
que a < b. Alors,

1. POSITIVITE DE L'INTEGRALE
b

Si f(z) = 0 pour tout = € [a;b] alors / f(z)dz > 0.

a

2. CROISSANCE DE L’INTEGRALE
b b
Si f(z) = g(x) pour tout = € [a;b] alors / flz)dzx > / g(x) dx.

& Ces inégalités ne sont vraies que si a < b.

Démonstration.
b

1. 1¢ démonstration. Comme f est continue et positive, / f(x)dx est une aire donc c’est
a

un nombre positif.

b
2¢me démonstration. Soit F' est une primitive de f sur I. Alors, / f(x)dx = F(b) — F(a).
Or, par définition, F’ = f est positive donc F' est croissante sur /. Ainsi, comme a < b,
F(a) < F(b) et donc F(b) — F(a) > 0.
2. Considérons la fonction h : © — f(z) — g(x) définie sur I. Comme f et g sont continues
sur I, h est également continue sur I. De plus, comme f(x) > g(z) pour tout = € [a;b],
b

h(z) = 0 pour tout x € [a;b] donc, d’apres 1., / h(z)dxz > 0. Or, par linéarité,

/abh(x)dx:/abf(x)—g(x)dx:/abf(x)dm—/abg(g;)dx

donc /bf(x)dx—/bg(x)dx2()et ainsi /bf(a:)dx>/ g(x)dx|.

Exemple 29.

1 1
1. Comparer I, = / etdt et [, = / ot dt.
0 0

™

2. On considere la suite (I,,) définie, pour tout n € N, par [, = /3 sin”(t) dt.
0
a. Calculer Iy, I, I et Is.

b. Démontrer que (I,,) est décroissante et minorée. Que peut-on en déduire ?

c. Déterminer la limite de ().

1. Comme on integre deux fonctions sur le méme intervalle, il suffit de comparer les fonctions
pour comparer les intégrales.
Or, pour tout ¢ € [0;1], t* < ¢ donc, par croissance de la fonction exp, et” < ef. Dés lors,

. 9. / 1 2
par croissance de 'intégrale, /0 el dt < /o el dt i.e. m

. a. _[0:/§Sino<t)dt:/§1dt:1>< (g—()) donc | [y =
0 0

[\V]

T
1

™

L = /03 sin(t) dt = [— cos(t)]§ = — COS <§> — (—cos(0))) = —; + 1 donc |, =

DN | —




I, = /§ sin?(t) dt.
0

Par calculer cette intégrale, nous allons utiliser les formules de duplication. On sait
1 — cos(2t
que, pour tout réel ¢, cos(2t) = 1 — 2sin*(¢) donc sin?(t) = A Ainsi,

Jus

(5 1—cos(2t) . [31 1 /3 _lym 1r1 .

2 0
donc
171 2 1 3
hzﬂ—[m%Tv—m@ﬂ:W—J_
6 2102 3 2 6 2
soit IQ—W_G?)\/g.

I3 = /§ sin®(t) dt.
0
1%¢ méthode. Pour tout réel ¢, sin®(¢) = sin(¢) x sin?(¢) = sin(¢) [1 — cos?(¢)] donc

us

I3 = /0g sin(t) [1 - COSZ(t)} dt = /0g sin(t) — sin(t) cos®(t) dt

— /0%r sin(t) dt + /og (— sin(t)) cos?(t) dt

u/ (t)u?(t)

b 1 3

= [~ cos(¥)]§ + { cos3(t)}
3 0
1 1
= — cos (73T — (—cos(0)) + 3 cos” (g) —3 cos®(0)
_ 1o 11
2 378 3
D
ie. 13 = ﬂ .

) oit _ it
2¢me méthode. D’apres les formules d’Euler, pour tout réel ¢, sin(t) =
donc, en utilisant la formule du binéme de Newton (pour tous complexes a et b,

(a+0)% = a®+ 3a®b + 3ab® + b%),

i —it\ 3 i —i i it)2,—i it (i —i
n(e) = oit _ it _ (el — mit)3 _ (€%)3 — 3(e™)2Ze 1t 4 3eit (e71)2 — (e7it)3
2i (2i)3 s
1 . . . . 1 . . . .
= (A8 it -t —iB6)\ _ _ ~ (Ai(3t) _ —i(3t) it —it
= 8i(e 3e" 4 3e e )— Si(e e S(e e ))
1
= —; (2isin(31) = 3 x 2isin(1))
i
3
soit finalement sin®(t) = 1 sin(t) — 1 sin(3t). Ainsi,
53 1 3 1 3
I3 = /03 1 sin(t) — 1 sin(3t) dt = {—4 cos(t) + T3 cos(3t)]:
3 1 3 1
= — cos <§> + D cos(m) — <—4 cos(0) + 1 COS(O))
1 1 3 1

3
ST T ntiTn



_ 0
24
. Soit n € N. Alors,

donc | I3

Loy — I, = / Sty de— [° B
0

sin™(¢) dt = / sin™ (1) — sin™(¢) dt

0 0

B}

= /O_ sin(t) x sin" (t) — sin”(¢) dt = /0 T(sin(t) — 1) x sin™(¢) dt

Or, pour tout t € [O ; %}, sin(f) > 0 donc sin™(t) = 0 et sin(¢) < 1 donc sin(t) — 1 < 0.

™

Ainsi, (sin(¢) — 1) x sin”(¢) < 0 et donc /g(sin(t) —1) x sin"(¢t)dt < 0.
0

On conclut que, pour tout n € N, [,,.; — I,, < 0 donc | (I,,) est décroissante |.

De plus, on a déja justifié que, pour tout n € Nt € [O ; %}, sin™(t) > 0, par positivité

de l'intégrale, donc I,, > 0. Ainsi, | (,,) est minorée par 0|,

La suite (I,,) est décroissante et minorée donc, d’apres le théoreme de la limite

monotone, | (I,,) converge |.

. Comme la fonction sinus est croissante sur [0; g], pour tout t € [0 ; %}, sin(0) <
sin(t) < sin(%) ie. 0 < sin(f) < ‘/75 Or, pour tout n € N, la fonction z — 2™ est
croissante sur [0; +oo[ donc, pour tout t € |0; %] et tout n € N, 0 < sin"(¢) < (‘/TE)”
Par positivité et croissance de l'intégrale, on en déduit que, pour tout n € N,

oene () a-5(9)

n
Or, -1 < \/Tg < 1 donc (73) —+> 0 et ainsi, par le théoreme d’encadrement, on
n—-+0o0o

conclut que | lim I, =0}
n—-+0o00

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. Alors,

/abf(x)d:v < /ab]f(a:)|dw.

Démonstration. Pour tout réel = € [a;b], f(z) < |f(x)| donc, par croissance de I'intégrale,

[ @< [[15@) .

De plus, pour tout réel = € [a;b], —f(z) < |f(x)| donc, par croissance de I'intégrale,

[ -rede < @)

i.e., par linéarité,

- [ 1w < @)



Or, /abf(x) dz f(z)dz ou —/ f(x)dz donc

est égal a I'un des deux nombres /

[ r@as| < [C17) x|
2024 gin (z

Exemple 31. Déterminer 11m
—r+00 n + T

dz.

Solution. Pour tout n € N,

< /1 sin(z) de
0o n+x

Or, pour tout n € N et tout z € [1;2024],

sin(x) _

n+x

sin(z)

dx.

1
</
0

n+x

|sin(x)| 1 1
< <
n+z| " n+zr n+l

Ainsi, par croissance de l'intégrale, pour tout n € N,

1si 1 1 1
g/sm(:c)dx g/ dz = (1-0)= )
0o n+x o n+1 n+1 n+1

, L. , , 2024 gin(x)
Or, lim = 0 donc, par le théoréeme d’encadrement, lim / dx| = 0 et donc
n—toon + 1 n—too |/t n+4+x
2024 gip
lim I —
n—-+oo J1 n-+x

3) Valeur moyenne d’une fonction

Définition 32

! /bf(x) dz est

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. Alors, le réel p = 2
— aJa

appelé la valeur moyenne de f sur U'intervalle [a;b].

Interprétation graphique dans le cas d’une fonction
positive

b
Par définition, p x (b —a) = / f(z)dx ce qui revient a
dire que p est la hauteur du rgctangle de base b — a qui
a la méme aire que l'aire sous la courbe % entre a et b.

Autrement dit, p est la constante telle que
b b
/ /,Ld:c:/ f(z)dx
a a

1. Calculer la valeur moyenne d’'une fonction constante sur un intervalle [a; b].

Exemple 33.

2. Calculer la valeur moyenne de la fonction f :  — 2% sur [0;1].



Solution.

1. Soit f une fonction constante égale & m sur [a;b]. Alors, la valeur moyenne de f sur
[a;b] est

- /bmdx— ! x m(b—a)
S — S Cb—a

donc .

2. La valeur moyenne de f sur [0;1] est

W= L /01 % do = %/01 32%e" da = % [ex?’]; = % <e13 — e03)

donc | u =

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. Si m est un minorant de f sur [a;b] et
si M est un majorant de f sur [a;b] (autrement dit, si m < f(z) < M pour tout = € [a;b])

alors
b

m(b—a) < / f(@)de < M(b— a).

a

En d’autres termes, la valeur moyenne de f sur [a;b] est comprise entre m et M.

& Ces inégalités ne sont vraies que si a < b.

Démonstration. Pour tout « € [a;b], m < f(x) < M donc par croissance de 'intégrale,

b b b
/mdxé/ f(x)dxg/ M dx

et donc

m(b — a) g/:f(x)dng(b—a).

Comme a < b, b —a > 0 donc en divisant par b — a, il vient

b
bia/a flz)de < M

m <

ie.m< M|

Interprétation graphique dans le cas d’une fonction positive

/abf(x) dz




1 1
Exemple 35. Démontrer que — < / e dt < 1.
e 0

Solution. Soit ¢ € [0;1]. Alors, 0 < ¢t < 1 donc, par croissance de la fonction carré sur
[0; 400[, 0 < t? < 1. Dés lors, en multipliant par —1 < 0, —1 < —#? < 0 et, par croissance de la

< e¥ie. = <e” < 1. Par les inégalité de la moyenne,

e

fonction exponentielle sur R, e™! < e ™ <e

on en déduit que

1 1
—x(l—O)g/ e dt <1 x (1—0)i.e.
0

1 2
g/e*t at < 1|
e 0

1
e

Remarque 36. Si f est une fonction décroissante sur un intervalle [a ; b] alors les inégalités de la

moyenne assurent que
b

(b—a)f®) < [ fB)dt < (b= a)f(a)

a

4) Relation de Chasles

Propriété 37

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soit a, b et ¢ trois réels quelconques
appartenant a I. Alors,

/acf(ac)dx—l—/cbf(x)dx:/abf(ac)dx.

Démonstration. Soit F' une primitive de f sur /. Alors,
/C fla)de + /b fl@)dz = F(¢) — F(a) + F(b) — F(c) = F(b) — F(a) = /b fo)da.

Remarque 38. On peut généraliser cette propriété par récurrence : si aq, as, ..., a, sont des

éléments de [ alors
ak41

Exemple 39. Pour tout n € N*, on pose

"1 11 1
Hy=Y - =1+ 44+
kz::lk Tyt

1. Soit £ € N*. Démontrer que

2. En déduire que, pour tout n € N*, H,, > In(n + 1) puis déterminer la limite de H,, quand
n tend vers +oc.
Solution.
1
1. Comme la fonction inverse est décroissante sur [k ; k + 1], pour tout ¢ € [k; k + 1], i < Z

k+1 1 1
donc, d’apres les inégalités de la moyenne, / n dt<(k+1—k) x z ¢’est-a-dire
k




2. On en déduit que

donc, par la relation de Chasles,
n+l 1 nal
H, > / Jdt =[O = n+1)  In(1)
1

c’est-a-dire

H,>Inn+1)|

Comme lilf In(n + 1) = 400, on déduit du théoréeme de comparaison que
n——+0oo

lim H, = +oo|.

n—-4o00

IV. — Autres méthodes de calcul d’intégrales

1) Intégration par parties

Propriété 40. — Formule d’intégration par parties

Soit u et v deux fonctions de classe ¢! sur un intervalle I. Alors, pour tous réels a et b
appartenant a I,

Solution. Comme u et v sont dérivables sur I, la fonction uv est dérivable sur I et
(uv)' = v'v +wv'. Des lors, on a uv’ = (uv) — u'v.
Comme u, v, v’ et v' sont continues sur [a;b], il en est de méme de uv’, uv et v'v donc
) ) ) ) Y

b

/ab uw(z)v'(x) de = / (w)(z) — /' (z)v(z) dz

et, par linéarité de 'intégrale,
b b b
/ u(z)v'(x)de = / (wv)'(z) dz —/ o' (z)v(x) de.

a a

Or, par définition, uv est une primitive de (uv)" donc

Remarque 41. La formule d’intégration par parties est intéressante si :
1. on ne sait pas trouver directement une primitive de uv’ sur I ;

2. on cherche & intégrer un produit de deux fonctions sur I dont une (au moins) possede
une primitive connue sur [ ;

3. la dérivée de u est « plus simple » que u et/ou on sait déterminer une primitive de u'v
sur /.



.

— Méthode 42 : Choix de la fonction a primitiver et de celle a dériver —

Voici quelques pistes pour que la nouvelle intégrale a calculer soit plus simple :

1. Les fonctions In et arctan ont pour dérivées des fonctions rationnelles (quotients de

3. Les fonctions x — e x +—— cos(az + b), x — sin(az + b), z — (ax + b)® avec

polynomes), il est donc a priori intéressant de les dériver.

. Si P est un polynéme de degré n € N* alors P’ est un polynéme de degré n — 1. On
va donc privilégier la dérivation pour les polyndémes.

a # 0 et a # —1 ont des dérivées ou des primitives de méme forme, on peut donc
indifféremment les primitiver ou les dériver.

Exemple 43.

1.

1
Calculer [ = / ze® dx.
0

2. Déterminer une primitive de In sur |0 ; 4o00].
3. Calculer J :/ sin(z)e® dz.
0
e—1
4. Caleuler K = / In(1 + ¢) dt.
0

Solution.

1. Posons u : x — x et v : x — e* de telle sorte que v/ : v —— 1 et v/ : x — e*. Les
fonctions u et v sont de classe ¢! sur [0;1] donc, grace a la formule d’intégration par
parties,

1 . 1
I:/ e do = [xew}o—/ 1 xe*da
0 0
1
=e—0— / e’ dw
0
—e—[e"lj=e—(e—1)
donc .
2. Par le théoreme fondamental de I’analyse, I'unique primitive de In sur ]0;-+oo[ qui

s’annule en 1 est

F:x»—>/ In(t) dt.
1
Soit z > 0. On va calculer F(x) par intégration par parties en écrivant
F(r) = / In(t) x 1dt
1

On considere les fonctions u : ¢ — In(t) et v : t — ¢ de telle sorte que v’ : ¢t — 1 et
vt — 1. Ainsi, u et v sont de classe ¢! sur [1 ;2] donc, grace a la formule d’intégration
par parties :

F(z) = /jln(t) x 1dt = [In(t) x t]] —/fi X tdt

:ln(ﬁ)xx—ln(l)xl—/lxldt
=zln(z) =1 x (z—1).

On conclut que la primitive de In sur |0 ; +o0o[ qui s’annule en 1 est | F': o — zIn(z) — 2 + 1|,

Remarque. Une autre primitive de In sur |0 ; +oo[ est la fonction x — xIn(x) — x.



3. Posons u : x — sin(x) et v : x — e” de telle sorte que v’ : x — cos(x) et v : x — €”.
Les fonctions u et v sont bien de classe ¢! sur [0; 7] donc, en intégrant par parties,

J = -/07r sin(z)e” dz = [sin(z)e”]; — /07T cos(x)e” dx

=— /7r cos(z)e” dx
0

car sin(0) = sin(7) = 0.

Procédons a une seconde intégration par parties pour cette nouvelle intégrale en consi-
dérant u; : © — cos(x) et v; : x — e” de telle sorte que v’ : x —— —sin(x) et
v : x — e”. Le fonctions u; et vy sont de classe €' sur [0; 7] donc, en intégrant par

parties,
/7r cos(x)e” dr = [cos(z)e”]; — /7r —sin(z)e” dx
0 0

= cos(m)e™ — cos(0)e” + /ﬂ sin(x)e” dx
0

T4+ 1
Onadonc J=—(—e"—1+J)=¢e¢"+1—Jie 2J =¢€"+1 et ainsi J="° : )

4. Ecrivons, comme dans 'exemple 3,

K= / n(1+4) x 1dt

et considérons u : t — In(1 +t) et v : ¢t — ¢ de telle sorte que v’ : t — et

1+t
v' 1t — 1. Les fonctions u et v sont de classe ¢! sur [0;e — 1] donc , en intégrant par

parties,

e—1
K =[ln(1+¢ te‘l—l/ tdt
L+ o) sty = [ x
In(1 1 1 L [T
=lnlte=1)xe= 1) =h(t)x0- 1ot =e—1- e
Comment calculer L = / —dt?
1+t

Une astuce consiste a remarquer que
irl-1 e-1¢41 1 e-1 1 .
L= / :/ L T / - — At =[t—In(1+ D)
1+t o 14+t 1+t 0 1+t [ (1+ 1)l

donc
L=e—1-In(l+e—-1)—(0—-In(l))=e—1—-1=e—2.

Finalement, on conclut que K = e —1— (e —2) i.e. [K = 1],

En fait, on aura pu étre plus malin dans 'intégration par parties sur le choix de la
primitive de v' : ¢ — 1. On a choisi v : t — ¢ mais on aurait eu intérét a plutét prendre
v:t+——t+ 1. En effet, avec ce choix, l'intégration par parties devient :

K:ﬂmu+¢)x@+¢ﬂ33—éﬁl X (t+1)dt

1+t
:mﬂ+e—l)x@—l+&)—mﬂ)xm+1%:f11&
=e—1x(e—1)

et on obtient directement | K = 1],



2) Changement de variable

Propriété 44. — Formule de changement de variable

Soit u une fonction de classe ¢! sur un intervalle [ telle que, pour tout ¢ € I, u(t) appartient

a un intervalle J. Pour toute fonction f continue sur J et pour tous réels a et b appartenant
al,

u(b) b ,
/u(a) f(z) dx:/a Flu(t)d () dt.

Démonstration. Soit f une fonction continue sur J et a et b deux éléments de J. Par
définition, ¢(a) et ¢(b) appartiennent a J. De plus, par théoreme, f admet une primitive F' sur
J. Des lors,

(b) b
| f@)de = [F@)]0) = F(e(®) = F(e(a) = (F o @)(b) = (F o 9)(a).
Mais, comme F' et ¢ sont dérivables respectivement sur J et I, par composition, F' o ¢ est

dérivable sur I et, pour tout t € I, (F o )'(t) = F'(¢(t))¢'(t) = f(e(t))¢'(t). Des lors, comme
f est continue sur J et ¢ et ¢’ sont continues sur I, (F o )" est continue sur I donc

b b
(Fog)b) = (Fop)a) = [(Fogf(tydt= [ fe®)e(t)dt.

Finalement, on conclut que

[ fayae = [ rone ol

v(a) a

Remarque 45. Un changement de variable consiste en pratique a poser z = ¢(t). Lorsque ¢ est
bijective, on peut également le donner sous la forme ¢ = ¢~1(x), ce qui revient en fait a lire la
formule de droite a gauche plutét que de gauche a droite.

Exemple 46. Calculer les intégrales suivantes a ’aide du changement de variable indiqué.

1
1. I :/ V1 —a?dex, v = sin(t).

2. I, = = cos(t).

; m

3. IgZ/lQIIiEE)dZE,t:\/E

Solution.

1. La fonction ¢ = sin est de classe ¢ sur {O; 2} De plus, sin(0) = 0 et sin(3) = 1 donc,



par la formule de changement de variable,

sin(%)

I, = ! V1—22dx

= / /1 —sin?(¢) x cos(t
= / \/cos?(t) x cos(t)dt
0

= /5 cos?(t) dt car, pour tout ¢ € {O; ;T] , cos(t) >0
0

_ /’2’ 1 + cos(2t) gt
0 2
%

! {t + ;Sm(%)}

T2 0
_!
2

(2 + ;sin(ﬂ) —0— ;Sin(0)>

T
soit | [} = —|.

4

m™ . T

. La fonction ¢ = cos est de classe €' sur {Z i3
donc, par la formule d’intégration par parties,

cos(%) 1
- / N
cos( %) ]_ — 2

= X (—sin(t))dt
5 cos?(t — cos?(t)
1 1
- _/ x sin(t) dt

§ cos2(t)y/sin?(t)

}. De plus, cos(§) = § et cos(

wlx
SN—
Il

N[ —=

/g L ()t ¢ tte[
= — X sin car, pour tou
= cos?(t)sin(t) P

- L ; dt = [tan(?)]

4

= 3] Csin(t) > 0

ISEXE

cos?(t)

soit | I, = /3 —1].
. Poser t = /x revient a poser x = t2. Or, la fonction ¢ : t — 2 est de classe €' sur
{1 ; \/ﬂ avec ¢(1) = 1 et p(v/2) = 2 donc

N v
13=/ In(z) da:_/ ln( 2tdt_2/ 2In(t dt—4/
12 \Jx 1

Or, on a vu dans I'exemple 43 qu’une primitive de In sur [0;+oo[ est t — tIn(t) — ¢
donc

Iy =4ftn(t) — Y2 =4 (V2In(v2) = V2 - (1In(1) = 1)) = 4V2In(v2) - 4v2 + 4

soit | [y = 2v/2In(2) +4 — 4/2|.




— Corollaire 47 N

Soit a un réel strictement positif et f une fonction continue sur [—a;al.

1. Si f est une fonction paire alors f dr =2 / f(z)dz.

a

2. Si f est une fonction impaire alors / f(z)dz = 0.

—a

Solution. Par la relation de Chasles,

/_aaf(:c)dx = /_Oaf(x)dx+/0af(x)dx

Considérons la fonction ¢ : t — —t définie sur [—a;al. Alors, ¢ est de classe €' sur [—a;a et,
pour tout réel t € [—a;al, p(t) € [—a;al. De plus, p(0) =0 et p(a) = —a donc, par la formule
de changement de variable,

/0 @) dx:/f(?)f(t) dt — /Of(—t)x(—l)xdt: —/aof(—t) dt:‘/oaf(—t) dt:/oaf(—x) dz.

—a p(a Ja

/_aaf(x) dz = /Oaf(—x) dx+/0af(x) dx

1. Si f est paire alors, pour tout x € [—a;al, f(—x) = f(2) donc/ f(—z)dz = /Oa f(z)dx

et I’égalité précédente donne

Ainsi,

_0; f(z)dz = 2/()@ f(z)dz

2. Si f est impaire alors, pour tout x € [—a;al, f(—x) = —f(z) donc, par linéarité,
/ f(—z)dx = / —f(x)dx = —/ f(x) dx et I’égalité précédente donne
0 0 0

/a flz)dze =0

—a

3) Méthode des rectangles

Il n’est pas toujours possible de calculer la valeur d’une intégrale avec les propriétés vues
précédemment. A défaut d’une valeur exacte, on peut déterminer des valeurs approchées a laide
de différentes méthodes. L'une d’entre elles et la méthode des rectangles.

L’idée de cette méthode, dans le cas d’'une fonction positive, est d’approcher I'aire sous
la courbe par la somme des aires de rectangles que l’'on sait facilement calculer. A intervalle
régulier, on dessine le rectangle dont la longueur correspond a la « hauteur de la courbe ». On
obtient alors une valeur approchée de I'intégrale, en additionnant les aires des tous les rectangles
obtenus.

1
Considérons, par exemple, [ = / 2?2 dz. Ici, on sait calculer la valeur exacte de I :
0

1 311
/ r?de = [xl = - ~0,333.
0 3], 3



Pour approcher la valeur de I par la méthode des rectangle, on considere un entier n € N*,

1 kE k+1
on découpe l'intervalle [0; 1] en n intervalles de longueur — et, sur chaque intervalle [ : 1 ,
n n.on
2 2 L2
on considere le rectangle de hauteur () . L’aire d’un tel rectangle est — x — = — donc la
n n o n n
n—1 k2

somme des aires des rectangles est .S, = Z

=
k=0 T

Comme on peut le constater sur les figures ci-dessous, plus les rectangles sont nombreux,
plus la somme de leurs aires est proche de la valeur de I'intégrale recherchée.

Y, Y, Y,
y = 2? y = 2? y = 2? ¢/
/
/ “
l‘
/
0 1 oo 1 oo 1 t
S5 - 0,24 SlO - 0,285 S50 - 0,3234
On peut remarquer que, pour tout n € N*,
1 I (m—-Dxnx@2n-1)+1) (n—-1)(2n—-1)
n3 ,; n3 6 6n?
2n? 1 1
donc S,, ~ 6—22 ~ 3 et ainsi ngrfoo S, = 3= /0 22 dz.




