¢ Chapitre 20. Calcul intégral

Dans tout le chapitre, le plan est muni d’un repeére orthogonal (O 1, 5) Si f est une fonction,

on note ¢ sa courbe représentative dans (O ; ;, ;) Lorsqu’on parle de 'intervalle [a;b], il est
sous-entendu que a et b sont deux réels tels que a < b.

I. — Intégrale d’une fonction continue

1) Unité d’aire <K

Le plan étant muni d’un repére, une unité est choisie en abscisse 1 s,
(Hﬂ‘) et une unité est choisie en ordonnée (H ]H) Des lors, le plan est

naturellement munie d’une unité d’aire (u.a.) : il s’agit de HZH X H;H 0]

2) Intégrale d’une fonction continue et positive

— Définition 1 N

Soit f une fonction continue et positive sur
un intervalle [a;b]. On définit I'intégrale de
a a b de la fonction f comme l'aire sous
la courbe % i.e. la valeur, en unités d’aire,
de Taire de la partie du plan délimitée par la
courbe €%, l'axe des abscisses et les droites
d’équations x = a et x = b.

b
On la note/ f(x)dx.

a

Remarque 2.
1. On peut démontrer que 'intégrale ne dépend pas du repere choisi.

2. L’intégrale est le nombre d’unités d’aire que représente 'aire sous la courbe. En particulier,
c’est un nombre réel sans unité.

b
3. La variable  dans I’écriture / f(z)dx est ce qu'on appelle une variable muette : on

peut la remplacer par n’importeaquelle autre variable sans changer la valeur de 'intégrale.

Ainsi, /abf(x) dx:/abf(t) dt:/bf(s) ds...

a

Convention 3. Si f est une fonction continue sur [a;b], on convient de poser, pour tout réel
(&

cé€las], / f(z)dz = 0.
C

Exemple 4. Déterminer les intégrales suivantes a 1’aide de représentations graphiques :

5 3 1
11:/ 4dz 12:/ 9 +1dt 13:/ VI—2du
—1 0 0



3) Intégrale d’une fonction continue de signe quelconque

— Définition 5 2

Soit f une fonction définie sur un ensemble E. On définit

e la partie positive de f, notée f, par :

flx) st f(x) =0

0 sinon

Vee E fi(z) :{

e la partie négative de f, notée f_, par :

0 si f(z) >0

—f(z) sinon

Ve e B f_(x):{

fonction f partie positive f partie négative f_

.

R s . N N
TN |

Remarque 6. Si f est positive ou nulle sur E alors f, = f et f_ est la fonction nulle sur E et si
f est négative ou nulle sur E alors f- = —f et f, est la fonction nulle sur E.

Exemple 7. Déterminer les parties positives et négatives de la fonction f : v — 2% — 32 + 2
définie sur I = [0;4].

Propriété 8

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

1. Les fonctions f, et f_ sont continues et positives sur I.

2. f=Ff—T-

— Définition 9 A

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. On définit I'intégrale de a a b de la

b
fonction f, notée/ f(z)dz, par

/abf(x) dr = /abf+(x) dr — /abf_(x) dz.




Remarque 10.

b b
1. En particulier, si f est négative ou nulle sur [a;b] alors / flz)de = — / f-(z)dx est

I'opposé de 'aire sous la courbe de f_ i.e. 'opposé de Paire au-dessus de la courbe de I

[ i@ =[5 @
= —aire(Dy)
)

= —aire(D,

2. Lorsqu’une fonction f change de signe, son intégrale peut s’interpréter graphiquement
comme la somme des aires entre la courbe et l'axe des abscisse en comptant 1’aire
positivement quand la courbe est au-dessus de l'axe des abscisses et négativement quand
la courbe est en-dessous de I'axe des abscisses :

= N

Exemple 11. Déterminer les intégrales suivantes a ’aide de représentations graphiques :

1 2
14:/ _3dx 15:/ 3t — 24t
2 -1

Remarque 12. On peut généraliser le calcul de I; et I : I'intégrale d’une fonction constante égale

b
a m sur un intervalle [a;b] est égale & m fois la longueur de l'intervalle i.e. / mdz =m(b— a).

— Définition 13 N

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. On définit 'intégrale de b & a de f,
notée/ f(z)dz, par :
b

/baf(x)d:c: —/abf(x)d:c.

\ N /

1 0
Exemple 14. On a vu que [, :/ \/1—x2dx:£ donc/ \/1—x2dx:—£
0 1

II. — Théoreme fondamental de ’analyse

1) Primitives (Rappels)

a) Généralités



Définition 15

Soit f une fonction numérique et I un intervalle inclus dans Dy. On appelle primitive de
f sur I toute fonction définie et dérivable sur I telle que F' = f.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On suppose que f admet une primitive F
sur I. Alors,

1. f admet une infinité de primitives sur [ : ce sont toutes les fonctions de la forme
F + ¢ ou ¢ est une constante réelle ;

2. si zg et yg sont deux réels tels que xg € I, il existe une et une seule primitive G de f
sur [ telle sur G(zo) = o.

Soit f et g deux fonctions définies sur un méme intervalle I. On suppose que f admet
une primitive F' sur I et que g admet une primitive G' sur I. Alors, pour tous réel \ et p,
AF + puG est une primitive de \f + pug sur 1.

b) Primitives des fonctions usuelles

Dans le tableau suivant, a, k et « sont des réels et n € N*.

Les primitives de sont les fonctions sur
T —>a T —ar+c R
T — " T — "4 R
n+1
— (n>2) — ! +c|] 0] ou J0;400]
x — (n x ————————+c¢|]-00;0[ ou ]0; 400
o 7 (n—1)an! ’ ’
r— x®* (a# —1) xi—>a+1x°‘+1+c 105 4-00]
1
T — — x+— In(|z|) + ¢ |—00;0[ ou |0 ; +o0|
x
1
x»—>ﬁ r— 2/x+c 105 4-00]
x— e’ r—e"+c R
x — sin(x) T +—> —COST + ¢ R
x — cos(x) r+—sinx + ¢ R
1
r— x — arctan(x) + ¢ R




c) Formes particuliéres dont on sait déterminer les primitives

Dans le tableau suivant, u désigne une fonction définie et dérivable sur un intervalle I, a, b,
c et a sont des réels tels que a # 0 et n € N*.

Les primitives de | sont les fonctions sur tout intervalle J
1
u'u” — " e inclus dans [
n+1
Y9 L inclus dans I et sur lequel ‘annul
— (n - +c inclus dans [ et sur lequel u ne s’annule pas
ur 7 (n — Dur—! 4 P
1
wu® (o # —1) ﬁuo‘“ +c | inclus dans I et sur lequel u est strictement positive
«
/
u
— In(|ul) + ¢ inclus dans I et sur lequel u ne s’annule pas
u
u/
7 2\/u+c inclus dans I et sur lequel u est strictement positive
u
u'e" e+ ¢ inclus dans [
u’ cos(u) sin(u) + ¢ inclus dans 1
u' sin(u) —cos(u) + ¢ inclus dans [
u’ .
arctan(u) + ¢ inclus dans [
1+ u?

2) Théoréme fondamental de 1’analyse et conséquences
Exemple 18. Soit f la fonction f : 2z —— 3x + 3 définie sur R.
1. Soit x un réel. Calculer I, = / f(t)dt.
-1

2. On considere la fonction F' qui a tout réel x associe I,.. Justifier que F' est dérivable sur
R et calculer, pour tout réel z, F'(z). Que constate-t-on ?

Théoreme 19. — Théoreme fondamental de ’analyse

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. Alors, la fonction F' définie sur [

par i
F.z i—)/ £(t) dt

est I'unique primitive de f sur I qui s’annule en a.

Exemple 20. On considere la fonction F': x —— / e dt.
0

1. Que vaut F(0)?
2. Etudier les variations de F sur R.

3. En déduire le signe de F' sur R.



Corollaire 21
Toute fonction continue f sur un intervalle I admet des primitives sur /. ]

Remarque 22. Le corollaire précédent est purement théorique. Ainsi, la fonction f : x —— e’
est continue sur R donc elle admet des primitives sur R. Pour autant, on peut démontrer qu'une
telle primitive ne peut pas s’exprimer a ’aide des fonctions de référence et des opérations usuelles
sur les fonctions (addition, soustraction, multiplication, division et composition).

— Corollaire 23 N

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a et b des éléments quelconques de I. Si
F' est une primitive de f sur [ alors

. J

Notation 24. Pour des raisons pratiques, on note [F/(t)]" la différence F(b) — F(a).

Exemple 25. Calculer les intégrales suivantes :

L :/7r sin(t) dt

—T

In(3)
I :/ ez dx
0

e dt

¢ ln(x) v
I :/ d Is = Is = d
LT * e tln(t) RO '

¥ —1 z+1 5 cos(x)
= [ ateos@®ydr K= dr n= ‘
=)@ cos(z”) dx =) @ro2cto) & *Jo 1+sin%(z) !

III. — Propriétés de l’'intégrale

1) Linéarité de l’intégrale

( \

Propriété 26. — Linéarité de ’intégrale

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, a et b deux éléments quelconques
de I et k un réel quelconque. Alors, pour tous réels A et p,

/ab/\f(x) + pg(z) dz = )\/abf(a:) dz -I—,u/abg(m) dz.

& Il faut bien s’assurer que A et p sont des réels indépendants de la variable d’intégration.

Exemple 27.

1
1. Calculer I = / 3 —4v1 —wu?du.
0

2. Calculer J = /Tr cos?(t) dt + /Tr sin®(t) dt.
0 0

11+xd
x

3. Calculer K = )
0o 1+ a2




2) Intégration et relation d’ordre

' 7

Propriété 28

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et a et b deux éléments de I tels
que a < b. Alors,

1. POSITIVITE DE L'INTEGRALE
b
Si f(z) > 0 pour tout = € [a;b] alors / f(z)dz > 0.

a

2. CROISSANCE DE L'INTEGRALE
b
Si f(z) = g(x) pour tout = € [a;b] alors /

a a

& Ces inégalités ne sont vraies que si a < b.

Exemple 29.
1 1,
1. Comparer I :/ et dt et I, :/ el dt.
0 0

™

2. On considere la suite (/) définie, pour tout n € N, par I,, = /§ sin”(t) dt.
0
a. Calculer Iy, I et I.

b. Démontrer que ([,) est décroissante et minorée. Que peut-on en déduire ?

c. Déterminer la limite de (I,,).

Propriété 30. — Inégalité triangulaire

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. Alors,

[ @z < [[17() o

2024 gin (x

Exemple 31. Déterminer hm
—r+oo n —|— :10

3) Valeur moyenne d’une fonction

Définition 32

/b f(z)dz est

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. Alors, le réel p = 7
— a Ja

appelé la valeur moyenne de f sur U'intervalle [a;b].

Interprétation graphique dans le cas d’une fonction
positive

b
Par définition, p x (b —a) = / f(z)dx ce qui revient a
dire que p est la hauteur du rgctangle de base b — a qui

a la méme aire que l'aire sous la courbe %} entre a et b.
Autrement dit, pu est la constante telle que

/abud:c:/abf(a:)dx




Exemple 33.

1. Calculer la valeur moyenne d'une fonction constante sur un intervalle [a; b].

2. Calculer la valeur moyenne de la fonction f : z — z2™ sur [0;1].

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. Si m est un minorant de f sur [a;b] et
si M est un majorant de f sur [a;b] (autrement dit, si m < f(x) < M pour tout = € [a;b])
alors

m(b— a) < /abf(x)dx < M(b—a).

En d’autres termes, la valeur moyenne de f sur [a;b] est comprise entre m et M.

& Ces inégalités ne sont vraies que si a < b.

Interprétation graphique dans le cas d’une fonction positive

1 1
Exemple 35. Démontrer que — < / e~ dt < 1.
e 0

Remarque 36. Si f est une fonction décroissante sur un intervalle [a;b] alors les inégalités de la

moyenne assurent que
b

(b= a)f ) < [ F(1)dt < (b~ a)f(a)

a

4) Relation de Chasles

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1. Soit a, b et ¢ trois réels quelconques
appartenant a I. Alors,

/acf(x)dx—k/cbf(a:)dm:/abf(:c)dx.

Remarque 38. On peut généraliser cette propriété par récurrence : si ai, as, ..., a, sont des

éléments de I alors
Ak+1

/:nf(x)dxzkzz/ak f(z)da.



Exemple 39. Pour tout n € N*, on pose

"1 11 1
Hy=> - =14 -4+ +—
kz::lk Tyt

1. Soit £ € N*. Démontrer que

k+1 1 1
—dt < —.
Joass

2. En déduire que, pour tout n € N*, H,, > In(n + 1) puis déterminer la limite de H,, quand
n tend vers +00.

IV. — Autres méthodes de calcul d’intégrales

1) Intégration par parties

( \

Propriété 40. — Formule d’intégration par parties

Soit u et v deux fonctions de classe ¢! sur un intervalle I. Alors, pour tous réels a et b
appartenant a I,

Remarque 41. La formule d’intégration par parties est intéressante si :
1. on ne sait pas trouver directement une primitive de uv’ sur I ;

2. on cherche a intégrer un produit de deux fonctions sur I dont une (au moins) possede
une primitive connue sur [ ;

3. la dérivée de u est « plus simple » que u et/ou on sait déterminer une primitive de u'v
sur /.

—— Meéthode 42 : Choix de la fonction a primitiver et de celle a dériver —

Voici quelques pistes pour que la nouvelle intégrale a calculer soit plus simple :

1. Les fonctions In et arctan ont pour dérivées des fonctions rationnelles (quotients de
polynomes), il est donc a priori intéressant de les dériver.

2. Si P est un polynome de degré n € N* alors P’ est un polynéme de degré n — 1. On
va donc privilégier la dérivation pour les polynomes.

3. Les fonctions x — e+ x +—— cos(ax + b),x — sin(az + b), x — (ax + b)* avec
a # 0 et a # —1 ont des dérivées ou des primitives de méme forme, on peut donc
indifféremment les primitiver ou les dériver.

\ N /

Exemple 43.
1
1. Calculer I:/ ze® dx.
0

2. Déterminer une primitive de In sur |0 ; +o0].

3. Calculer J = /7r sin(z)e” dz.
0

e—1
4. Calculer K = / In(1 + ¢) dt.
0



2) Changement de variable

( \

Propriété 44. — Formule de changement de variable

Soit ¢ une fonction de classe €’ sur un intervalle I telle que, pour tout ¢ € I, p(t) appartient
a un intervalle J. Pour toute fonction f continue sur J et pour tous réels a et b appartenant
al,

[ e = [ Flete o

v(a) a

Remarque 45. Un changement de variable consiste en pratique a poser x = ¢(t). Lorsque ¢ est
bijective, on peut également le donner sous la forme ¢ = ¢ (), ce qui revient en fait a lire la
formule de droite a gauche plutot que de gauche a droite.

Exemple 46. Calculer les intégrales suivantes a ’aide du changement de variable indiqué.

1
1. I :/ V1 —2x?2dz, x = sin(t).
0

dz, x = cos(t).

vz 1
2= [T
RPN

3. 13:/1213(;%:5,2&:\/5.

— Corollaire 47 N

Soit a un réel strictement positif et f une fonction continue sur [—a;al.

1. Si f est une fonction paire alors / flz)dz = 2/ f(z)dz.
—a 0

2. Si f est une fonction impaire alors [ f(z)dz = 0.

3) Méthode des rectangles

Il n’est pas toujours possible de calculer la valeur d’une intégrale avec les propriétés vues
précédemment. A défaut d’une valeur exacte, on peut déterminer des valeurs approchées a laide
de différentes méthodes. L'une d’entre elles et la méthode des rectangles.

L’idée de cette méthode, dans le cas d’une fonction positive, est d’approcher 'aire sous
la courbe par la somme des aires de rectangles que 1’on sait facilement calculer. A intervalle
régulier, on dessine le rectangle dont la longueur correspond a la « hauteur de la courbe ». On
obtient alors une valeur approchée de I'intégrale, en additionnant les aires des tous les rectangles
obtenus.

1
Considérons, par exemple, [ = / z? dz. Ici, on sait calculer la valeur exacte de I :
0

St 371 1
/ 2= |2 == ~02333.
0 3 0 3

Pour approcher la valeur de I par la méthode des rectangle, on considére un entier n € N*,

1 k+1
on découpe 'intervalle [0; 1] en n intervalles de longueur — et, sur chaque intervalle l : * 1 ,
n

n n



n n n?> nd
n—1 k’2
somme des aires des rectangles est .S, = Z —3-
k=0 "
Comme on peut le constater sur les figures ci-dessous, plus les rectangles sont nombreux,
plus la somme de leurs aires est proche de la valeur de I'intégrale recherchée.

2 2 k2
on considere le rectangle de hauteur () . L’aire d’un tel rectangle est — x — = — donc la

n=>5 n =10 n = 50

Y Y,

y =’ y =’ yzxﬂ/

1 T 1 T 1 x
Ss = 0,24 Sho = 0,285 S0 = 0,3234

On peut remarquer que, pour tout n € N*,

1, 1 (n=1)xnx2n-1)+1) (n—-1)2n-1)
=g LK =05 X 6 T

oan? 1 1 1
donc S,, ~ 6722 ~3 et ainsi nl_l)gloo S, = 3= /0 22 dz.

V. — Exercices

Exercice 1. Calculer les intégrales suivantes.

2 0 =1 du
1. [1:/ 2% dz 2. 12:/ el dt 3. 13:/
1 1 o l4+u
4.1:/ ~32 g 5. ,=[ & 6.1:/7d
R ¢ o YTy b 7 Jo 1+ a2 o
z e dx ln(2) et
7.1:/2 0) sin®(6) 49 8.I:/ 9.1:/ dt
L cos(0) sin”(6) * = ) zIn(z) T 1+e
Exercice 2. Calculer les intégrales suivantes.
2 1 2 3 1
Lh=[atde 2 h=[("+e®)a 3. L= [ G+3via 4. 1= T g
0 0 1 1 x

Exercice 3. On considere les intégrales

19620 4 1 Lor 1
I:/de et J:/ 0 g
0 eX 4 g R

1. Calculer 1.
2. Calculer I + J et en déduire la valeur de J.




t

x e
dt.
o t2+1

1. Calculer, pour tout réel z, F'(x) et en déduire les variations de F' sur R.

Exercice 4. On considere la fonction F' : © —

2. Déterminer, pour tout réel z, le signe de F'(z) en fonction de z.
et
t2+1

3x
3. On considere la fonction G : © — / dt. Calculer, pour tout réel z, G'(x).
xT

Exercice 5. On considere une fonction f dérivable sur R dont le tableau de variations est le
suivant :

x —00 0 2 +00
Signe de f'(z) + 0 -
o 1+e2
Variations de 0/
—00

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = / f(t) dt.
0

1. En tenant compte de toutes les informations contenues dans le tableau de variation,
tracer une courbe susceptible de représenter f dans le plan muni d’un repere orthogonal
(unités graphiques : 1 cm sur I'axe des abscisses, 2 cm sur l'axe des ordonnées).

2. a. Interpréter graphiquement g(2).
b. Montrer que 0 < ¢g(2) < 2,5.
3. a. Soit z un réel supérieur a 2.

Montrer que / f(t)dt > x — 2. En déduire que g(z) > = — 2.
2

b. Déterminer la limite de la fonction g en +oo.

4. Etudier le sens de variation de la fonction g sur R.

Exercice 6. Pour tout n € N, on pose

On définit ainsi une suite de réels (1,,).
1. Soit n € N. Démontrer que I,, > 0.
2. Soit n € N.

a. Démontrer que x"e™*

< 2™ pour tout = € [0;1].
1
n+1
3. Déduire des questions précédentes la limite de la suite (1,,).

b. En déduire que I, <

Exercice 7. Calculer les intégrales suivantes a 1’aide d’une intégration par parties.

s 1 2 2]
1. I, = /2 Osin(f)df 2. I, :/ re dx 3. 13 :/ *In(z)dz 4. I :/ n{g? dz
A 1

0 1




Exercice 8. Calculer les intégrales suivantes a ’aide d’une intégration par parties.

e 2
1. / tIn(t) dt 2. / tsin(t) dt 3. /thtdt 4. / In(t) dt
1

5. /W(t—l)sin(t)d 6. /t20201n dt 7. / sin(In(t 8. /t3 e
0

Exercice 9. Utiliser une ou plusieurs intégration(s) par parties pour répondre aux questions
suivantes.

1. Déterminer une primitive de arctan sur R.
2. Déterminer une primitive de f : 2 — In*(z) sur ]0; 4-o0l.

3. Déterminer une primitive de la fonction f : z — (2% — x)e** sur R.

Exercice 10. Calculer les intégrales suivantes en effectuant le changement de variable indiqué.

3 do 4 dz t+3
1.1 = — 1 2. L= | S ( B )
14 1 Vr+x (z ) 2= )y 4z 12219 \" 2

3. 1 —/4eﬁdx (z = 12) ah= [t (=)
B B Tt B

Exercice 11.
1. Rappeler les formules d’Euler.

2. Soit 6 € R. Exprimer cos®(f) comme une combinaison linéaire de cos(f) et cos(36).

jus

3. En déduire la valeur de / " cos®(6) d6.
0

Exercice 12. On pose
I= / e “sin(z)dz et J = /  cos(z
0
1. A l'aide de deux intégrations par parties, démontrer que
I=J et J=eT"T+1-1

2. En déduire les valeurs de I et J.

™

Exercice 13 (Intégrales de Wallis). On pose, pour tout n € N, [,, = /5 sin” () dt.
0
1. Calculer Iy, I et I>.

2. Démontrer que la suite (I,,) est décroissante et que I,, > 0 pour tout n € N.

3. En utilisant la formule d’intégration par parties, démontrer que, pour tout n € N,

n+1
Lo = I,
2=
4. Démontrer que 1,11 ~ I,,.
2n)! 227 (n!)?
5. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, Iy, = 2%(“()”!)2% et Iopy1 = (271(—1—1))'
Iy,
6. a. Soit n € N. Calculer —*1,
2n
2471(”!)4

b. Déterminer ngl}rloo W



Exercice 14. Pour tout entier naturel non nul n, on appelle f,, la fonction définie sur [0; +oo|
1
par f,(xz) =1n(1+ z") et on pose I, = / fol(z)de.
0

1. a. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n et tout réel = € [0; 1],
0 < frra(z) < fu(z) < In(2)

b. En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, 0 < I,,.1 < I, < In(2).
c. Conclure que la suite (I,,) est convergente.
2. Le but de cette question est de déterminer la limite de (1,,).
On considere la fonction g définie sur [0; +oo[ par ¢g(t) = In(1 +1¢) — t.
a. Etudier le sens de variation de g sur [0; +o0l.
b. En déduire, pour tout ¢t € [0; +00], le signe de g(t).

c. Déduire de la question précédente que, pour tout entier naturel n non nul et pour
tout x réel positif, on a In (1 + z") < z™.

d. En déduire la limite de la suite (1,,).
Exercice 15. Pour tout n € N, on pose
1 n

T
I, = dz.
0o 1+ a2 o

Calculer Iy et I4.
Montrer que Iy + I = 1 et en déduire la valeur de I5.

Démontrer que, pour tout n € N, I,, > 0.

W o=

a. Soit n € N. Justifier que "' < 2™ pour tout z € [0;1].

b. En déduire que la suite (7,,) est décroissante.

ot

. Démontrer que la suite (,,) converge.

6. Soit n € N.
1

1+ 22
b. A laide d’une intégration par parties, démontrer que

a. Calculer la dérivée de la fonction f : x —

/ 1 2 1 gnt2 d
n_2(n+1)+n—|—1/o 1+a22 "

c. Démontrer que

1 xn+2 q 1
0< [ i mde < ——.
0 (1+22)? TS T3

d. En déduire que
L <, < 1 + 2
2n4+1) " T 2(n+1)  (n+1)(n+3)

e. Démontrer que I, ~ —.
2n

f. Quelle est la limite de la suite (7,,) 7



Exercice 16. On considere la suite (u,) définie, pour tout n € N, par

111 ( I (—D)F
L=l
! 23 a’ kz:%kﬂ

Le but de I'exercice est de déterminer la limite de la suite (u,,).

Pour tout n € N, on définit la fonction f, sur [0; 1] par
fal@)=1—z+2* =2+ 4 (=2)" = Y _(—2)".

Ainsi, pour tout z € [0;1], fo(x) =1, fi(z) =1—x, folx) =1—z+22 f3(x) =1—z+ 2> — 23,
ete.

e

1
. Montrer que, pour tout n € N, / fo(z) dz = uy,.
0

) 1— (_x)n—&-l
2. Justifier que, pour tout n € N et tout = € [0;1], f,(z) = —————

14+
L1
3. Calculer / dx.
o 1+z
1 gntl
4. Déduire des questions précédentes que, pour tout n € N, u,, = In(2)—(—1)"* / T dx.
0 x
M N A !
5. Montrer que, pour tout n € N, 0 < / T < .
qane p SJol+z T T n+2
6. Démontrer que (u,) converge et déterminer sa limite.
. . L n(2) — dt
Exercice 17. On cherche a calculer I'intégrale I = / —
0 1+et
1. A l'aide du changement de variable ¢ = In(u), démontrer que I = / T) du.
u
2. En remarquant que, pour tout réel u, 1 = 1+ u — u, déduire de la question précédente la

valeur de I.

Exercice 18. Soit f une fonction continue et strictement positive sur Uintervalle [0; 1] telle que

1
/ F(t)dt = 1.
0 1 )
En considérant la fonction g : t — ( f(t) — ) montrer que / dt 1.
f(t)
Exercice 19. Soit a et b deux réels tels que a < b. Soit f une fonction continue et positive sur
b
[a;b]. On suppose qu'il existe ¢ € [a;b] tel que f(c) > 0. Montrer que / f(t)dt > 0.

1
Exercice 20. Soit f une fonction continue sur l'intervalle [0;1]. On suppose que / f(t)ydt=0

et que m et M sont deux réels tels que, pour tout t € [0;1], m < f(t) < M.
1 1
En considérant / (f(t) —m)(M — f(t)) dt, démontrer que / f)?*dt < —mM.
0 0

1

Exercice 21. Soit f une fonction continue sur [0;1]. Démontrer que / " f)dt — 0.
0 n o0

Exercice 22 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f une fonction de classe ¢! sur un intervalle

b
[a;b]. Démontrer que / f(t)sin(nt) dt T 0.



