¢ Chapitre 19. Variables aléatoires réelles

Dans tout le chapitre, (€2, P(£2), P) un espace probabilisé ou €2 est un ensemble fini.

I. — Notion de variable aléatoire

1) Un exemple pour commencer

Exemple 1. On considére le jeu suivant. On mise 1 euro et on lance un dé équilibré en fixant
la regle suivante :

1. si on obtient 1, 2 ou 3, on ne gagne rien;

2. si on obtient 4, on gagne 1 euro;

3. si on obtient 5, on gagne 2 euros;

4. si on obtient 6, on gagne 3 euros.

Ainsi, en fixant la régle, on donne un procédé qui permet d’associer, a chaque événement
élémentaire de I'expérience, un nombre (qui est, dans cet exemple, le gain algébrique c’est-a-dire
la somme d’argent gagnée moins la mise).

Iy a ici deux ensembles & bien distinguer : I'univers de I'expérience aléatoire Q = {1,2,3,4,5,6}
et Pensemble des sommes d’argent associées £ = {—1,0, 1,2}. D’un point de vue mathématique,
fixer la regle ci-dessus revient a définir une fonction de €2 dans F : a chaque élément de €2, on
associe un et un seul nombre appartenant a F.

2) Définition et notations

Définition 2

Une variable aléatoire (réelle) sur 2 est une fonction de 2 dans R.

Remarque 3.
1. Autrement dit, une variable aléatoire sur €2 est un procédé qui permet d’associer, a chaque
issue de ’expérience, un unique nombre réel.
2. En général, une variable aléatoire est notée avec une lettre majuscule et on utilise le plus
souvent la lettre X.
3. Les valeurs prises par une variable aléatoire sont des réels quelconques (ils peuvent étre
positifs ou négatifs, entiers ou non, ...).

— Définition 4 ~

Soit X : {2 — R une variable aléatoire. L’image directe de €2 par X est appelé I'univers
image de X (ou le support de X). On le note X(2).
Autrement dit, 'univers image de X est

X(Q) = {X(w) |weQ={tecR|IweQ, t=Xw)}

. J

Exemple 5. Dans 'exemple 1, la variable aléatoire est définie sur 'univers Q = {1,2,3,4,5,6}
par X(1) = X(2) = X(3) = -1, X(4) =0, X(5) =1 et X(6) = 2. L’univers image de X est
donc X () ={-1;0;1;2}.



— Définition 6 N

On consideére une variable aléatoire X : 2 — R. Soit a un réel quelconque. On définit

1. I'événement {X = a} : c’est 'ensemble des éléments w de Q2 tels que X(w) = a;
autrement dit, c’est I’ensemble de toutes les issues de I'expérience pour lesquelles la
variable aléatoire X vaut a.

2. 'évenement {X < a} : c’est 'ensemble des éléments w de € tels que X (w) < a;
autrement dit, c’est ’ensemble de toutes les issues de I'expérience pour lesquelles la
variable aléatoire X prend une valeur inférieure ou égale a a.

On définit de fagon analogue les évenements {X < a}, {X > a} et {X > a}.

. J

Remarque 7. Il faut bien comprendre que ce sont des évenements et ce sont donc des parties de
I'univers €2 méme si a lui n’appartient pas a €.

Exemple 8. On reprend I'exemple 1. Déterminer {X = —1}, {X =2}, {X =5}, {X > 0} et
{X €2}

Notation 9. Pour tout réel a, on note P(X = a) la probabilité de I’événement (X = a) (au
lieu de P({X = a}). On note de méme P(X < a), P(X < a), P(X > a) et P(X > a) les
probabilités des évenements {X < a}, {X < a}, {X > a} et {X > a}.

( \

Propriété 10

On considere une variable aléatoire X : @ — R. La famille ({X = a}).cx(q) est un systeme
complet d’éveénements.
En particulier, la somme des probabilités de tous ces évenements est égale a 1, ce que 1'on

notera
Y PX=a)=1
aeX(Q)
II. — Loi de probabilité d’une variable aléatoire

1) Définition

Définition 11

On consideére une variable aléatoire X : 2 — R. La loi de probabilité de X est la donnée
des probabilités P(X = a) lorsque a parcourt X ().

Exemple 12. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X de ’exemple 1.

La loi de probabilité d'une variable aléatoire X peut étre représentée graphiquement par un
diagramme en batons : on place, en abscisse, les valeurs a appartenant a X (2) et, en ordonnée,

les probabilités associées, en tragant au-dessus de a un segment (un « baton ») de hauteur
P(X =a).

Exemple 13. Représenter la loi de la variable aléatoire X de ’exemple précédent par un
diagramme en batons.



Définition 14

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme univers €2. On dit que ces variables
ont la méme loi si X (2) = Y () et, pour tout a € X(Q2), P(X =a) =P(Y = a).

Exemple 15. On lance une piece équilibré et on note X la variable aléatoire égale a 1 si on
obtient pile et 0 si on obtient face. On note Y la variable aléatoire définie par Y =1 — X.
Montrer que X et Y ont la méme loi. Ces deux variables aléatoires sont-elles égales ?

2) Fonction de répartition

— Définition 16 )

On considere une variable aléatoire X : 2 — R. La fonction de répartition de X, notée
Fx, est la fonction définie sur R par

VteR, Fy(t)=P(X <t).

\ N /

Exemple 17. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X de ’exemple 1 et
tracer sa représentation graphique.

Propriété 18

On considére une variable aléatoire X : 2 — R non constante. On suppose que X () est
constitué de n réels a1 < as < -+ < a,. Alors,

1. Fx est croissante sur R;

2. Fx est discontinue en a; pour tout i € [1,n];
3. Fx est constante sur [a;;a;41[ pour tout i € [1,n — 1].
4. pour tout t < ay, Fx(t) =0;
5. pour tout t > a,, Fx(t) = 1;
III. — Espérance, variance, écart-type

1) Espérance

— Définition 19 N

On consideére une variable aléatoire X : 2 — R. On définit I'espérance de X, notée E(X),
par
E(X)= > daP(X =a).
aeX(Q)




Remarque 20.

1. Si la loi de X est donnée par le tableau suivant :

Z; T ) . Tk
P(X = %) pPr| P2 ---| Pk
alors
k k
i=1 i=1

2. L’espérance est I’équivalent en probabilité de la moyenne en statistique. L’espérance
d’une variable aléatoire s’interprete comme la valeur moyenne de la variable X. Ainsi, si
X représente un gain a un jeu alors E(X) représente le gain moyen.

Exemple 21. On reprend la variable aléatoire X définie dans 'exemple 1. Calculer ’espérance

de X.

Définition 22

On dit qu’une variable X est centrée si E(X) = 0.

Remarque 23. On considére un jeu dans lequel le gain algébrique (c’est-a-dire la différence entre
le gain et la mise) est une variable aléatoire X. On dit que le jeu est équitable si X est centrée,
favorable au joueur si E(X) > 0 et défavorable au joueur si E(X) < 0.

Exemple 24. Ainsi, le jeu de I'exemple 1 est équitable.

( \

Propriété 25

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur
. Pour tous réel a et b, E(aX + bY) = adE(X

(€2, P(2),P).
1 ) + bE(Y) (linéarité de l'espérance).
2. Si, pour tout w € ©, X (w) > 0 alors E(X) > 0 (positivité de I'espérance).
3. Si, pour tout w € Q, X(w) < Y(w) alors E(X) <
4. |[E(X)| < E(|X|) (inégalité triangulaire).

E(Y) (croissance de 'espérance).

Remarque 26. En particulier, pour tous réels a et b, E(aX + b) = aE(X) + b.

Exemple 27. Dans le jeu de I'exemple 1, a combien 'oganisateur doit-il fixer la mise pour
gagner en moyenne 50 centimes par jeu?

' M

Théoréme 28. — Théoréme de transfert

Soit X : 2 — R une variable aléatoire et f : R — R une fonction. Alors, f(X) est une
variable aléatoire et
= > fla = a).

a€eX(Q)

Remarque 29. L’intérét du théoréme de transfert est de pouvoir calculer I'espérance de f(X) a
partir de la loi de X et sans avoir a déterminer la loi de f(X).

Exemple 30. On considére la variable aléatoire X de 'exemple 1. Déterminer 1'espérance de
X2



2) Variance et écart-type

— Définition 31 ~

Soit X : 2 — R une variable aléatoire. On définit la variance de X, notée V(X), par
V(X) = E((X - E(X))?)

et 'écart-type de X, noté o(X), par

\_ J

Remarque 32.

1. La variance représente « la moyenne des carrés des écarts a la moyenne ». Elle mesure la
dispersion des valeurs autour de I'espérance. Plus la variance est grande, plus les valeurs
sont dispersées et inversement.

2. On considere 'écart-type plutdt que la variance pour des raisons d’homogénéité.

3. D’apres le théoreme de transfert,

V(X) = Z( )(a —E(X))*P(X =a).

Ainsi, si la loi de X est donnée par le tableau suivant :

Z; T1 | X | ... | Tk
(X=x)|p1|p2]| - | P

P )
alors
i=1
Exemple 33. Considérons une variable aléatoire sur un univers €2 telle que X (2) = {—2;—1;0;4}
dont la loi de probabilité est donnée par le tableau suivant :

x; 2 -1] 0 | 4
P(X=2x,)]01]05]02]02

Calculer sa variance et son écart-type.

Soit X une variable aléatoire. Alors,

Exemple 35. Retrouver le résultat précédent en utilisant la formule de Konig-Huygens.

Soit X : 2 — R une variable aléatoire. Pour tous réels a et b,

V(aX +b) = a*V(X) et  o(aX +b) =|a|o(X).




Définition 37

On dit qu'une variable aléatoire X est réduite si V(X) = 1.

Exemple 38. On reprend la variable aléatoire X de 'exemple 33. Déterminer deux réels a et b
tels que Y = aX + b soit centrée réduite.

IV. — Lois usuelles

1) Loi uniforme

— Définition 39 )

Soit n € N*. On dit qu’une variable aléatoire définie sur €2 suit une loi uniforme sur [1, n]

1
si X(Q) = [1,n] et si, pour tout k € [1,n], P(X =k) = -~

Dans ce cas, on note X < % ([1,n])

P(X =) P(X < ;)
] ] =
E— - -
———
1
Sbeep ey —
I
0 1 2 3 no of T 2 3 n—1 mi =
Loi de probabilité d’une variable aléatoire Fonction de répartition d’une variable
suivant une loi uniforme sur [1,n]. aléatoire suivant une loi uniforme sur [1,n].
Propriété 40
Soit n € N*. Si X — % ([1,n]) alors
n+1 n?—1
E(X) = t  V(X)= :
=" @ v ="

Exemple 41. On lance un dé icosaédrique équilibré c¢’est-a-dire un dé a 12 faces dont les faces
sont numérotées de 1 a 12. On note X le résultat obtenu sur la face supérieure du dé.

1. Déterminer la loi de X.

2. Si on lance un grand nombre de fois le dé, a combien peut-on estimer la valeur moyenne
des résultats obtenus ?



2) Loi de Bernoulli

Définition 42

Soit p € [0;1]. On dit qu'une variable aléatoire X : 2 — R suit une loi de Bernoulli de
parametre psi X(Q) ={0;1}, P(X =1)=pet P(X =0)=1—0p.
Dans ce cas, on note X — %B(p).

L 1p------ =
l—pe-----ooomm - 1—pE [

L I ——————————————

0 1 ,Ii or 1 ,xi
Loi de probabilité d’une variable aléatoire Fonction de répartition d’une variable
suivant une loi de Bernoulli aléatoire suivant une loi de Bernoulli

Remarque 43. Dans la pratique, une variable de Bernoulli peut se définir pour n’importe quelle
expérience dans laquelle on s’intéresse a un évenement particulier S, appelé succés. On peut
alors définir une variable aléatoire X valant 1 en cas de succes et 0 sinon qui suit une loi de
Bernoulli de parametre P(.5).

Propriété 44

Soit p € [0;1]. Si X — ZB(p) alors

EX)=p e V(X)=p(l-p).

3) Loi binomiale

— Définition 45 N

Soit n € N* et p € [0; 1]. On dit qu’une variable aléatoire X : 2 — R suit une loi binomiale
de parametres n et p si X () = [0,n] et

Vk e [0,n], P(X=k)= <n>pk(1 —p)" .

Dans ce cas, on note X — %A(n,p).

\ N /

Remarque 46. X — (1, p) signifie que X suit une loi de Bernoulli de parameétre p.
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Remarque 47. On considere une expérience dans laquelle on a fixé un succes S de probabilité p.
On suppose qu’on répete n fois cette expérience dans les mémes conditions. Alors, la variable X
qui compte le nombre de succes obtenus lors des n répétitions suit une loi A(n,p).

Exemple 48. On lance 4 fois de suite un méme dé cubique bien équilibré. On appelle X la
variable aléatoire égale au nombre de 1 obtenus.
1. Déterminer la loi de X.
2. Calculer les probabilités des évenements suivants :
a. obtenir exactement trois 1;
b. obtenir entre un et trois 1;

c. obtenir au moins un 1.



Propriété 49

Soit p € [0;1] et n € N*. Si X — H(n,p) alors

E(X)=np et  V(X)=np(l-p).

Exemple 50. Un Q.C.M. comporte 5 questions. Pour chaque question, 4 réponses sont proposées
dont une seule est exacte. On suppose qu’on répond au hasard a ce Q.C.M. On note X la
variable aléatoire égale au nombre de réponses correctes.

1. Montrer que X suit une loi binomiale dont on précisera les parameétres.
2. Déterminer la probabilité d’obtenir exactement 2 bonnes réponses.

3. Déterminer la probabilité d’obtenir au plus 2 bonnes réponses.
4

. Déterminer I'espérance de X et en donner une interprétation.

V. — Exercices

Exercice 1. Déterminer la loi de la variable aléatoire X dans chacun des cas suivants.

1. On tire une boule dans une urne contenant 20 boules qui portent le numéro 2 et 30 boules
qui portent le numéro 3, et on note X le numéro de la boule obtenue.

2. On lance 3 fois de suite une piece équilibrée et on note X le nombre de pile obtenus.

3. On effectue deux tirages sans remise dans une urne contenant 4 boules blanches et 6
boules noires et on note X le nombre de boules blanches obtenues en tout.

Exercice 2. Soit X une variable aléatoire dont le loi est donnée par le tableau ci-dessous.

z; 0] 1]2]3]4
P(X=ux,)]02]03]01]03]0,1

Déterminer 'univers image de X.

}
}

Calculer la probabilité de I’évenement {X < 2
Calculer la probabilité de I’événement {X > 3
Calculer de deux fagons différentes P(X > 0).

W=

Exercice 3. Soit X une variable aléatoire dont le loi est donnée par le tableau ci-dessous.

z; 5[ -1 ]0] 2|7
P(X =x;) | 020,15 p| 05 0,1

Déterminer 'univers image de X.
Déterminer la valeur de p.
Calculer P(X > 2).

Calculer P(X < 0).

W b=



Exercice 4. Une entreprise fabrique des machines a laver. Son service qualité note, sur un
échantillon de 112 machines a laver prélevées au hasard, au bout de combien de temps survient
la premiere panne.

Par exemple, lorsque la panne arrive au bout de 4 ans et 3 mois, soit au cours de la cinquieme
année, on note « 5 ans » comme date de la premiere panne.

Date de la 1™ panne (en année) |4 | 5 | 7 | 8 | 10
Nombre d’appareils 6|11 |37 (45|13

On suppose que 1’échantillon est représentatif de la production de I’entreprise et on note X la
variable aléatoire modélisant la date, en année, de la premiere panne d’une machine a laver prise
au hasard.

1. a. Déterminer 'univers image de X.
b. Déterminer la loi de X.

2. Chaque machine bénéficie d’'une garantie de 5 ans. Quelle est la probabilité qu’une
machine a laver tombe en panne pendant la période de garantie ?

3. Un client acquiert une extension de garantie de 2 ans lors de ’achat de sa machine a
laver. Y a-t-il plus d’'une chance sur deux pour que sa machine a laver tombe en panne
pendant la période de garantie ?

Exercice 5. Une entreprise produit en série des objets qu’elle destine a la vente. Ces objets
peuvent présenter deux types de défauts : le défaut S de nature esthétique et le défaut F de
fonctionnement. Un objet est déclaré parfait s’il ne présente aucun des deux défauts.

1. On préleve un lot de 200 objets sur la production et on constate que le défaut S est
présent sur 16 objets, le défaut F est présent sur 12 objet et que 180 objets sont déclarés
parfaits.

Recopier et compléter le tableau suivant.

Avec le Sans le Total
défaut F | défaut F ota
Avec le défaut S 16
Sans le défaut S
Total 200

2. On admet que la répartition des deux types de défauts, observée dans le lot de 200 objets

prélevés, reflete celle de 'ensemble de la production. On admet également que tout objet
produit est vendu. On sait que le cotit de fabrication d'un objet est 200 € et que le prix
de vente de l'objet est fixé a 250 €.
Si I'objet présente le seul défaut S, 'entreprise accorde au client une réduction de 15% du
prix. Si 'objet présente le seul défaut F, 'entreprise réalise les réparations a ses frais pour
un cofit de 45 €. Si I'objet présente les deux défauts, ’entreprise réalise les réparations
a ses frais pour un cotit de 58 €. On note X la variable aléatoire qui, a chaque objet
choisi au hasard dans la production, associe le bénéfice algébrique, en euro, réalisé par
I’entreprise a la vente de cet objet.

a. Déterminer la loi de probabilité de X.
b. Calculer P(X < 0) et interpréter le résultat obtenu.



Exercice 6. Une entreprise est chargée d’entretenir un distributeur de boisson dans la salle
d’attente d’une gare. On sait que 40% des boissons distribuées sont des cafés courts et que 45%
sont des cafés longs et le reste des chocolats chauds. Le colit d’une boisson pour 'entreprise est
0,10 €. Le prix de vente d'un café court est 0,40 €, celui d'un café long 0,50 € et celui d'un
chocolat 0,60 €.

On note X la variable aléatoire égale au bénéfice réalisé par I’entreprise pour une boisson
vendue exprimé en euro.

1. Déterminer la loi de X.
2. Calculer 'espérance de X et interpréter le résultat obtenu.

3. Si 2500 boissons sont vendues en un mois, quel est le bénéfice peut espérer réaliser par
I’entreprise durant ce mois?

Exercice 7. Une urne contient 8 boules noires et 4 boules bleues. On tire simultanément 3
boules dans 'urne.

1. On note B la variable aléatoire égale au nombre de boules bleues obtenues.
a. Quel est 'univers image de B 7
b. Déterminer la loi de la variable aléatoire B.
c. En déduire I'espérance de B.

2. On suppose que le joueur paye une mise initiale de 2 euros, puis qu’a l'issue du tirage, il
récupere B euros, ou B est la variable aléatoire de la question précédente.

On note G le gain algébrique réalisé par le joueur.
a. Exprimer G en fonction de B.
b. Quel est le gain moyen d’un joueur ?

c. Quelle devrait étre la mise initiale pour que le jeu devienne favorable au joueur ?

Exercice 8. Un jeu consiste a tirer, successivement et avec remise, trois boules d'une urne
contenant six boules blanches et quatre boules rouges. On suppose que tous les tirages sont
équiprobables.

Le joueur mise 10 €. Si les trois boules tirées sont rouges, le joueur gagne 100 €, si exactement
deux boules tirées sont rouges, il gagne 15 €, si une seule boule tirée est rouge, il gagne 4 € et,
dans tous les autres cas, il ne gagne rien.

On note X la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.
2. Calculer I'espérance de X et interpréter le résultat.

3. Inquiet pour son avenir, I'organisateur envisage d’augmenter la mise d’'un nombre entier
d’euros. Quel montant minimal d’augnemtation faut-il lui conseiller ?

Exercice 9. Soit n € N*. Une urne contient 1 boule numérotée 1, 2 boules numérotées 2, et
ainsi de suite jusqu’a n. Autrement dit, pour tout k € [1,n], I'urne contient k& boules qui portent
le numéro k. On tire une boule au hasard dans I'urne et on note X son numéro.

1. Combien 'urne contient-elle de boules en tout ?

2. Déterminer la loi de X.

3. Calculer E(X).

n n2 n -+ 1 2
4. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N*, Z K = ¥
k=1

5. Calculer V(X).



Exercice 10.

1.

Une entreprise fabrique des appareils susceptibles de présenter deux types de pannes :
la panne « a » ou la panne « b ». On admet que 5% des appareils sont concernés par la
panne « a », 3% par la panne « b » et 1% par les deux pannes. On préléve au hasard un
appareil dans la production. On définit I’évenement A (resp. B) « 'appareil présente la
panne « a » (resp. « b ») ».

a. Montrer que la probabilité que cet appareil présente la panne « a » ou la panne « b »
est 0,07

b. Quelle est la probabilité que cet appareil de présente la panne « a » mais pas la panne
«b»?

c. Quelle est la probabilité que cet appareil ne présente aucune des deux pannes?

. L’entreprise fabrique un grand nombre d’appareils par semaine. Chaque appareil a un

colit de fabrication de 200 €. La réparation d’une panne « a » cotite 60 € a ’entreprise
et la réparation d’une panne « b » cotite 40 €. On considere la variable aléatoire X qui,
a chaque appareil, associe son prix de revient total

a. Quel est 'univers image de X 7

b. Déterminer la loi de probabilité de X.

c. Calculer E(X) et interpréter le résultat obtenu.

d. Calculer V(X) et o(X) et interpréter le résultat obtenu.

Exercice 11. Dans chacun des cas ci-dessous, dire si la variable X suit I’'une des lois usuelles
du cours, et si oui préciser laquelle.

1.

Une urne contient 3 boules blanches et 4 boules noires. On y effectue 10 tirages successifs
avec remise et on note X le nombre de boules blanches obtenues.

. On tire au hasard une boule dans une urne contenant 5 boules numérotées de 1 & 5 et on

note X le résultat obtenu.

. Une urne contient 10 boules numérotées de 1 a 10. On tire simultanément deux boules

dans 'urne et on note X la somme des deux numéros obtenus.

On lance 8 fois de suite un dé cubique équilibré et on note X le nombre de 3 obtenus.

. On lance 8 fois de suite un dé cubique équilibré et on note X le numéro obtenu au

troisieme lancer.

Exercice 12. Une puce se déplace vers la droite le long d'un axe gradué durant n secondes
(n € N*). Elle se trouve initialement & I’abscisse 0. A chaque seconde, elle effectue soit un petit

1 2
saut d’une unité (avec probabilité 5) soit un grand saut de deux unités (avec probabilité 5)

1.

2.

On note G le nombre de grands sauts qu’effectue la puce.

a. Déterminer la loi de G.

b. En déduire E(G) et V(G).

Soit X I'abscisse a laquelle se retrouve la puce apres les n sauts.
a. Exprimer X en fonction de G.

b. En déduire E(X) et V(X).

Exercice 13. Soit n € N*. Une machine permet de jouer au jeu suivant. Le joueur paye une
mise initiale de 3 euros, puis la machine effectue n tirages successifs avec remise dans une urne
contenant 1 boule blanche et 9 boules noires. La machine donne ensuite au joueur une somme
égale (en euros) au double du nombre de boules blanches obtenues.

Déterminer en fonction de n s’il est intéressant de jouer a ce jeu.



Exercice 14. Une urne contient 4 boules numérotées de 1 a 4. On y effectue deux tirages
successifs avec remise. On note X le numéro obtenu au premier tirage, Y le numéro obtenu au
second tirage et M = max(X,Y’) le plus grand des deux.

1. Déterminer les lois de X et de Y.
2. Déterminer les fonctions de répartition F'x et Fy de X et Y.
3. Déterminer ’ensemble des valeurs possibles pour M.
4. Soit k € [1,4].
a. Justifier que les évenements {X < k} et {Y < k} sont indépendants.
b. Exprimer I'événement {M < k} en fonction des évenements {X < k} et {Y < k}.
c. En déduire la valeur de Fy; (k).
5. Déterminer la loi de M.
Exercice 15. Soit un entier n > 2. Une urne contient initialement 1 boule blanche et n — 1
boules noires. On effectue des tirages successifs sans remise jusqu’a avoir sorti toutes les boules
de 'urne. On note X le rang d’apparition de la boule blanche.

Pour tout k& € [1,n], on note Ny I’événement réalisé lorsque la boule obtenue au k-iéme
tirage est noire.

1. Quel est 'univers image de X ?
2. Calculer P(X =1) et P(X =2).
3. Soit un entier k € [[1,n].
a. Apres k — 1 tirages, combien reste-t-il de boules dans I'urne ?
b. En déduire P(N;, | Ny N -+~ N Ny_q) et P(N, | Ny N+ N Ni_q).
c. Exprimer I'événement {X = k} en fonction des événements Ny, No,--- | N, et de
leurs contraires.
d. En déduire la loi de X. On reconnaitra une loi usuelle.
4. Déterminer 'espérance et la variance de X.
Exercice 16. On dispose de deux bassins numérotés 1 et 2. Un poisson se trouve initialement
dans le bassin 1. Chaque heure, une trappe s’ouvre entre les deux bassins et le poisson change
de bassin avec une probabilité 1 et reste dans le bassin ot il se trouve avec une probabilité i

Pour tout n € N, on note X,, le numéro du bassin dans lequel se trouve la bassin apres n
heures. On a donc X, = 1.

1. Déterminer la loi de X7, ainsi que son espérance.
2. a. Déterminer P(X, =1 | X; =1 et P(Xp = 1] X; =2).
b. En déduire P(X, = 1).
c. Calculer 'espérance de X5.
3. Pour tout n € N, on pose a, = P(X,, = 1) et b, = P(X,, = 2). Justifier que, pour tout

n €N,
3 1 1 3
n = —Un *bn t bn = —Un *bn'
Apt1 4a +4 e +1 4a +4
4. On pose, pour tout n € N, u,, = a,, — b,.

a. Démontrer que u est une suite géométrique. On précisera sa raison et son premier
terme.

b. En déduire, pour tout n € N, une expression de u,, en fonction de n.
5. Déterminer, pour tout n € N, la valeur de a,, + b,.

6. Déterminer, pour tout n € N, la loi de X, en fonction de n.



