¢ Chapitre 18. Limites, continuité, dérivabilité

Dans tout le chapitre, les fonctions f considérées sont des fonctions numériques i.e. des
fonctions définies sur une partie Dy de R et a valeurs dans R.

I. — Limites

1) Limite finie en un point

Dans tout ce paragraphe, xg est un réel et f est une fonction numérique définie au voisinage
de x¢ i.e. une fonction telle qu'il existe des réels a et b tels que a < zo < bet |a;xo[U]xo;b] C Dy.

— Définition 1 ~

On dit que f converge en x s’il existe un réel ¢ tel que
Ve>0 Ja>0 VzeDy (Jx—xo <a=|f(z)—/{ <e).

Dans ce cas, on dit que f tend vers £ en zy (ou que f(z) tend vers ¢ quand z tend vers xg).
Dans le cas contraire, on dit que f diverge en z.

\ N /

Autrement dit, f tend vers £ en x si la distance entre f(x) et ¢ peut étre rendue aussi petite
qu’on veut pourvu que x soit suffisamment proche de z.
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La fonction représentée ci-dessus converge en zy mais diverge en x;.

Exemple 2. Soit f la fonction carré. Montrer que f tend vers 9 en 3.



Propriété 3

Si f tend vers un réel ¢ en xy alors ¢ est unique.

— Définition 4 N

Si f tend vers un réel £ en xy alors le nombre ¢ s’appelle la limite de f en xy. On note alors

lgglf =/ ou lim f(zx) =4 ou flz) — ¢

T—T0 T—T0

2) Limite infinie en un point

— Définition 5 N

Soit xg € R et f une fonction définie au voisinage de x.

1. On dit que f diverge (ou tend) vers +0o en z (ou que f(x) tend vers +oo lorsque
x tend vers xg) si

VBeR Ja>0 VreD; (lz—x<a= f(z)>B).
On note alors

lim f = +o00 ou lim f(x) =400 ou f(z) —— +oo.

T—T0 T—T0

2. On dit que f diverge (ou tend) vers —oo en z (ou que f(x) tend vers —oo lorsque
x tend vers xo) si

VBeR FJa>0 VreD; (lz—x<a= f(z)<B).

On note alors

hxl(])nf = —00 ou xlglzlo f(z) = -0 ou f(zx) il 32

) '

: Y To— Ty To+ T
B E i

E B E

: L |Gy

To— Lo xo + x E
f diverge vers +o00 en xg f diverge vers —oo en x

Exemple 6. On peut démontrer que lir% :%2 = +00.
T—



Définition 7
Soit g € R et f une fonction définie au voisinage de x.
Si f(z) —— +ooou f(z) —— —00, 0n dit que la droite d’équation & = xy est asymptote
T—x0 T—T0

verticale a la courbe €.

3) Limite a droite, limite a gauche

— Définition 8 N

Soit z¢ un réel.
1. On suppose qu’il existe un réel a < xq tel que Ja;zo[ C Dy.

a. Soit £ € R. On dit que f admet le nombre ¢ comme limite a gauche en xg si
Ve>0 da>0 Vrela;zy (Jr—z <a=|f(x)—{ <e).
b. On dit que f admet 400 comme limite a gauche en z si
VBeR Ja>0 Vrela;zy (Jxv—z0 <a= f(x)>B).
c. On dit que f admet —oo comme limite a gauche en z si
VBeR 3Ja>0 Vrela;zo (Jz—ax<a= f(z)<B).
Dans tous les cas, si f admet L comme limite a gauche en xy, on note

lim f(zr)=L ou lim f(z)=L ou f(z)—— L ou f(z)— L.

— T—T0 -
T z<x0 T

2. On suppose qu’il existe un réel b > x¢ tel que |zg ;0] C Dy.

a. Soit £ € R. On dit que f admet le nombre ¢ comme limite a droite en xq si
Ve>0 Ja>0 Vrelrg;b (Jr—z <a=|f(x)—1{ <e).
b. On dit que f admet +o0o comme limite a droite en x si
VBeR 3a>0 Vre|zrg;b (jz—x<a= f(zx)>=B).
c. On dit que f admet —oo comme limite a droite en zj si
VBeR Ja>0 Vze|rg;b (Jx— 1z <a= f(z)<B).
Dans tous les cas, si f admet L comme limite a droite en zy, on note

lim f(z)=L ou lim f(x)=L ou f(r)——L ou f(x)— L.

+ T—T0 + T30
T2, r>x0 =T x>0
| J
Exemple 9. lim ! = —ocoet lim 1 = +o0.
z—=0— T z—0+ ¥

Remarque 10. Si f admet une limite a droite ou a gauche égale a +00 ou a —oo, on dit encore
que la droite d’équation x = x( est asymptote verticale a la courbe de f.



Propriété 11

Soit xg un réel et f une fonction numérique définie au voisinage de xy. Soit L un réel ou
—00 ou +00.

1. Si mlggl f(z) = L alors f admet une limite a droite et une limite & gauche en z et
0

lim f(z) = lim, f(z) = L.

I—)Cﬂo (IJ—):I?O

2. Réciproquement,

a. si f est définie en zg et si lim f(x) = lim f(x) = f(xo) alors lim f(x) = L.
Ty x—)xOJr T—T0

b. si f n’est pas définie en zg et si lim f(z) = lim f(x) = L alors lim f(z) = L.
T z—zd T=rg

Exemple 12. On considére les fonctions f et g définies sur R par :

r+1 stz <0 rlosir<0
Ve e R f(x):{ et VeeR g(x)= 0 siz=0

e’  sinon i
e sizx>0

Les fonctions f et g admettent-elles des limites a gauche en 07 des limites a droite en 07 des
limites en 07

4) Limite en 00 et en —oo

a) Limite en +oo

— Définition 13 N

Soit f une fonction numérique définie au voisinage de 400 i.e. telle qu’il existe un réel a tel
que [a;+oo[ C Dy. On dit que f converge en +oo s'il existe un réel ¢ tel que

Ve>0 JA€R VzeD; (z2A=|f(x)—{|<e).

Dans ce cas, on dit que f tend vers ¢ en +oo.
Dans le cas contraire, on dit que f diverge en +o0.
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La fonction représentée ci-dessus converge en —+00



Exemple 14.
1. Montrer que f : z —> Z‘i—jl tend vers 2 en +oo.

2. Montrer que la fonction sinus diverge en +o00.

On peut montrer que, de méme, cos diverge en +00.

Propriété 15

Soit f une fonction numérique définie au voisinage de +oc0. Si f tend vers un réel ¢ en +o0o
alors ¢ est unique.

— Définition 16 N

Soit f une fonction numérique définie au voisinage de +00. Si f tend vers un réel ¢ en +o00
alors le nombre ¢ s’appelle la limite de f en +00. On note alors

T W R I P

— Définition 17

Soit f une fonction numérique définie au voisinage de +oc0. Si f tend vers un réel ¢ en +o00
alors on dit que la droite d’équation y = ¢ est asymptote horizontale a la courbe de f au
voisinage de +o0.

.
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Exemple 18. D’apres l'exemple 14, si f : x — =275 alors f(x) T) 2 donc la droite

d’équation y = 2 est asymptote horizontale a la courbe € au voisinage de +oo.

— Définition 19 N

Soit f une fonction numérique définie au voisinage de +oo.

1. On dit que f tend (ou diverge) vers +oo en +oo si
VBeR JAeR VreD; (x>2A= f(z)> D).
Dans ce cas, on écrit alors

limf = 400 ou lim f(x)=+o0 ou f(z) —— +o0.

z-5+00 z—+00
2. On dit que f tend (ou diverge) vers —oc en +o0 si
VBeR JA€R VreD; (z>2 A= f(z)<B).
Dans ce cas, on écrit alors

lg.lgf = —00 ou lim f(z)=—o0 ou f(z) —— —o0.

Tr—-+00 Tr—-+00
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f diverge vers +o00 en +00 f diverge vers —oo en +o0.
Exemple 20. Montrer que EIJP r? = +00.
b) Limite en —oo

— Définition 21 N

Soit f une fonction numérique définie au voisinage de —oo i.e. telle qu’il existe un réel a tel
que |—00;a] C Dy. On dit que f converge en —oo s'il existe un réel ¢ tel que

Ve>0 JA€eR VreD; (z<A=|f(zx)—1{ <e).

Dans ce cas, on dit que f tend vers £ en —oo.
Dans le cas contraire, on dit que f diverge en —oo.

Propriété 22

Soit f une fonction numérique définie au voisinage de —oo. Si f tend vers un réel £ en —oo
alors ¢ est unique.

— Définition 23 )

Soit f une fonction numérique définie au voisinage de —oo. Si f tend vers un réel £ en —oo
alors le nombre ¢ s’appelle la limite de f en +o00. On note alors

lim f = ¢ ou lim f(x)=1¢ ou flz) —— ¢.

T—r—00 T—r—00

Définition 24

Soit f une fonction numérique définie au voisinage de —oo. Si f tend vers un réel £ en —oo
alors on dit que la droite d’équation y = ¢ est asymptote horizontale a la courbe de f au
voisinage de —oc.




— Définition 25 N

Soit f une fonction numérique définie au voisinage de —oo.

1. On dit que f tend (ou diverge) vers +00 en —oo si
VBeR JAeR VreD; (x<A= f(x)>B).
Dans ce cas, on écrit alors

l_igolf = 400 ou lim f(z)=+o00 ou f(z) —— +o0.

2500 T——00
2. On dit que f tend (ou diverge) vers —oo en —oo si
VBeR JAeR VreD; (r<A= f(z)<B).
Dans ce cas, on écrit alors

lim f = —o0 ou lim f(z)=—o00 ou f(z) —— —o0.

T—r—00 T—r—00

5) Limites des fonctions usuelles

Fonctions constantes

1. lim c=c 2. lim c=c
r——+00 T——00

Fonctions puissances

Soit n € N*.
1. lim 2" = +oo 2. lim gn—{ 00T estpar
T—+00 L——00 —00 si n est impair
1
3. lim —=0 1
z—+oo 4. lim — =0
1 r——oo0 N
5. Sin est pair, lim — = +o0. . . . .
P z—0 ™" 6. Si n est impair, hI(I){ — = —oo et
7. lim =400 1 S
x—0+t "

Fonctions exponentielles et logarithme népérien
Soit un réel a > 0.

1. lim e =400 2. lim =0
r——+00 T—>—00
3. lim In(x) = +o0 4. lim In(z) = —o0
r—r-+00 r—0t
Osia<l1 ia<l1
5. lim a® = o a. 6. lim a" = +O? oa
z—+00 +oosia>1 T——00 Osia>1

6) Limites et opérations
a) Opérations algébriques

Dans tous les tableaux suivants, f et g sont deux fonctions et £ et £’ sont deux réels. Les regles
suivantes sont valables lorsque x tend vers +o00, vers —oo ou vers un réel z, (éventuellement a
droite ou & gauche).



1. Limite d’une somme

si f(x) tend vers

et si g(x) tend vers v +o0 —00 +00

alors f(z)+ g(x) tend vers

Remarque. L’étude de f(z) — g(x) se ramene a celle d'une somme en écrivant la différence
sous la forme f(z) — g(z) = f(z) + (—g(x))

2. Limite d’un produit

si f(x) tend vers ¢ 1 4>010>04<0|l<0|+00 | +00 | —00| O
et si g(z) tend vers v +o0 | —00 | 400 | —00 | 400 | —00 | —00 | 0
alors f(x)g(z) tend vers

Remarque. L’étude de kg(x) ou k est un réel est un cas particulier de ce qui précede en
prenant pour f la fonction constante égale a k.

3. Limite d’un quotient
e Cas ou g(z) ne tend pas vers 0

si f(x) tend vers 14 14 +o0 +0o0 —00 —00 00
et si g(x) tend vers 0#0 00 >0 | 0<0 | >0 | <0 00
alors /() tend vers

g(x)

e Cas ou g(z) tend vers 0

si f(x) tend vers (>0 |+00 | £>0] 400 [ £<0| —00 | {<O0]| -0 | O
et si g(z) tend vers 0t ot 0~ 0~ 0t 0t 0~ 0~ 0
alors /() tend vers

g(x)

b) Composition

Propriété 26

Les lettres a, b et ¢ désignent des réels ou +00 ou —oo. On considere une fonction u définie
au voisinage de a et une fonction v définie au voisinage de b. On suppose que liin u(z) =0b
r—a

et que ;ginbv(X) = c. Alors, lim(v o u)(z) = c.

Exemple 27. Dans chaque cas, déterminer la limite de f en a.

2 1
1) frz—e™ a=+40 2)f:xl—>ln(1—|—), a=+400 3) f:x+—V1—-3x, a=—-
T

14e™® In(z?
5)f:xr—>+7e a = +00 6)f:x|—>n(§),a:0
T

In(x) ’

4) f:rxr+— 2%, a =400



¢) Quelques formes indéterminées usuelles

Propriété 28

1. La limite d’un polynéme en +0o ou en —oo est la limite de son monome de plus
haut degré.

2. La limite d’une fonction rationnelle (i.e. un quotient de deux polynémes) en +oo ou
en —oo est égale a la limite du quotient des mondémes de plus haut degré.

& Ceci n’est valable qu’aux voisinages de +o00 et de —oo0.

Exemple 29. Déterminer les limites en +0o et en —oo des fonctions suivantes.

Ry —

1. fror— =203+ 22 — 200 — 7 2. g:x— 1 —e* 4 7 3. h:x— ———
24+ +1

Méthode 30

Pour lever une indétermination portant sur la limite d’'une fraction rationnelle au voisinage
d’un réel r, on peut factoriser le numérateur et le dénominateur par X — r.

22 —3x+2

Exemple 31. Déterminer la limite en 1 de la fonction f : x — 51
‘%' J—

Méthode 32

Pour lever une indétermination dans une expression de la forme \/ A(z) — \/ B(z), on peut

multiplier et diviser par la quantité conjuguée \/ A(z) + \/ B(x).

Exemple 33. Déterminer, dans chacun des cas suivants, la limite de f en +ooc.

1. fro— Vo +2—Va+1 2. frx—Vxi+l—1z 3. frx— Vele 3™

7) Limites et ordre

'e 7

Propriété 34

Soit a un réel ou +o0o ou —oo. On suppose que [ et g sont deux fonctions définies au
voisinage de a, convergeant en a et telle que, pour tout x au voisinage de a, f(z) < g(z).
Alors,

lim f(z) < lim g(z).

r—a Tr—a
En particulier, si f est minorée (resp. majorée) par m (resp. M) alors lim f (x) = m (resp.
lim f(z) < M).

T—a

Méme si f(x) < g(z) pour tout réel x au voisinage de a, on ne peut pas en déduire que
. . . 1 1 i T3 _1_

lim flz) < lim g(x). Par exemple, pour tout réel 2 >0, 1 — - < 14 — mais wginoo -+ =
lim 1+ i

T——+00



Théoréme 35. — Théoréme d’encadrement (ou « des gendarmes »)

Soit a un réel ou 400 ou —oo. Soit f, g et h des fonctions définies au voisinage de a. On
suppose que

1. pour tout x dans un voisinage de a, g(z) < f(x) < h(x);
2. les fonctions g et h convergent en a vers le méme réel /.

Alors, f converge vers { en a.

Exemple 36. Soit f la fonction définie sur R* parf(z) = 2?sin(1).
Déterminer la limite de f en 0.

Théoreme 37. — Théoreme de comparaison

Soit @ un réel ou 400 ou —oo. Soit f et g des fonctions définies au voisinage de a. On
suppose que, pour tout réel z dans un voisinage de a, f(x) < g(x).

1. Silim f(z) = 400 alors lim g(z) = +oo.

2. Si glﬁlg}lg(x) = —oc alors lim f(z) = —o0.

X

Exemple 38. Etudier le comportement en —oo et de +oo de f : & — ——————.
2 + cos(z)

Théoréme 39. — Théoréme de la limite monotone

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de la forme |a;b[ o a et b sont des réels ou
—o0o (pour a) ou +oo (pour b).

1. On suppose que f est croissante sur I.

a. La fonction f admet une limite L a droite en a. De plus, L € R si f est minorée
sur [ et L = —o0 sinon.

b. La fonction f admet une limite L" & gauche en b. De plus, L’ € R si f est majorée
sur [ et L = +00 sinon.

2. On suppose que f est décroissante sur .

a. La fonction f admet une limite L a droite en a. De plus, L € R si f est majorée
sur [ et L = +00 sinon.

b. La fonction f admet une limite L” & gauche en b. De plus, L’ € R si f est minorée
sur [ et L = —o0 sinon.

8) Croissances comparées

y

Théoréme 40. — Croissance comparées

Soit € Ret A € RY.

e)\x

1. lim — =4 2. lim 2% =0
z—+oo & T——00

3. lim (n@)® _ 0 4. lim 2*(In(z))* =0

g—=4oo0 A z—0+




Exemple 41. Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite de f en a.

1
e’ In(z e o7
l.f:xrﬁw,az—koo 2. fix+— \/(E),CL:vLoo 3. f:rx+— o , a=0
In(1+ e”
4. f:xr—e* —In(z), a=+4+o00 5. f:x+—— 2" a=0" 6. f:z+— ul ge),a:%—oo
x
II. — Continuité

1) Continuité en un point

Définition 42

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I et xyg € I. On dit que f est
continue en o si lim f(z) = f(xg).
T—T0

Interprétation graphique. Graphiquement, la continuité d'une fonction f en z¢ € Dy se
traduit par le fait que la courbe de f ne présente pas de saut en xg.

Exemple 43. Etudier la continuité en 0 des fonctions f et ¢ définie sur R par :

r+1 siz<0 r—1 six<0

1—22 sinon 1 — 22 sinon

Ve e R f(x)—{ et Ve e R g(x)—{

Remarque 44.
1. Si zg est une borne de I, on ne considere que la limite a droite ou a gauche.
2. Dire que f est continue en zy € I est équivalent a dire que }lbli% f(zo+h) = f(xg).
3. La question de la continuité d’une fonction ne se pose qu’en un réel zy en lequel la
fonction est définie.

4. Si f n’est pas continue en xy € I, on dit que f est discontinue en xy.

Propriété 45. — Opérations algébriques

Soit f et g deux fonctions définies sur un méme intervalle I et x5 € I. On suppose que f et
g sont continues en . Alors,

1. pour tous réels \ et u, la fonction \f + pg est continue en x ;
2. la fonction fg est continue en zg;

3. si g(xg) # 0 alors les fonctions % et % sont continues en xy.

Propriété 46. — Composition

Soit v une fonction définie sur un intervalle I et v une fonction définie sur un intervalle J
tel que u(l) C J. Soit xp € . Si u est continue en x, et v est continue en u(zy) alors vou
est continue en x.




2) Continuité sur un intervalle

Définition 47

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est continue sur [ si f est
continue en tout point zy € 1.

Interprétation graphique. Graphiquement, la continuité d’une fonction f sur un intervalle
I inclus dans Dy se traduit par le fait qu’on peut « tracer la courbe sans lever le crayon ».
Autrement dit, la continuité de f se traduit par le fait que la courbe € ne présente pas de saut
aux abscisses en lesquelles f est définie.

( \

Propriété 48. — Opérations algébriques

Soit f et g deux fonctions définies sur un méme intervalle I. On suppose que f et g sont
continues sur I. Alors,

1. pour tous réels A et pu, la fonction Af + pg est continue sur I ;
2. la fonction fg est continue sur [ ;

3. si g ne s’annule pas sur [ alors les fonctions % et 5 sont continues sur I.

Propriété 49. — Composition

Soit w une fonction définie sur un intervalle I et v une fonction définie sur un intervalle J
tel que u(I) C J. Si u est continue en sur I et v est continue sur J alors v o u est continue
sur /.

Propriété 50

Toutes les fonctions de références sont continues sur leur ensemble de définition et, par
conséquent, toute fonction obtenue par opérations (algébriques et composition) a partir des
fonctions de référence est continue sur tout intervalle de son ensemble de définition.

Exemple 51.

1. La fonction f; : ¥ — "5 est une fonction rationnelle (quotient de 2 polynomes) définie

sur R donc elle est continue sur R.

2. La fonction f5: x —— €* + 5z — 1 est une somme de fonctions continues sur R donc elle
est continue sur R.

3. La fonction f3 : © — - est un quotient de fonctions continues définies sur R\ {1} donc
elle est continue sur |—oo; 1] et |1;+o00[. Dans ce cas, on peut dire qu’elle est continue

sur R\ {1}.

4. La fonction f; : 2 — In(z* 4 1) est la composée de la fonction u : & — x? + 1 continue
sur R et de la fonction v = In continue sur R . De plus, u(R) C R* donc fy = vou est
continue sur R.




— Corollaire 52 N

Soit (u,,) une suite convergeant vers un réel £ et f une fonction continue en ¢. Alors, la suite
(f(uy)) est convergente et 1_131 f(u,) = f(0) ie.

lim f(u,) = f( im wu,).

n—-+oo n—-+o0o

3) Prolongement par continuité

( \

Propriété 53

Soit I un intervalle et xy € I. On suppose que f est une fonction définie sur I\ {xo} et que
f nest pas définie en xo. Si f converge vers un réel £ en x alors la fonction f définie sur I
par

fla) sio#m

? siz =z

Ve el f:{

est continue en x.

Définition 54

Avec les notations de la propriété précédente, la fonction f est appelée le prolongement
par continuité de f en x,.

Exemple 55.
1. Considérons la fonction f : x — 22 Sin(i) définie sur R*. On a vu dans 'exemple 36 que

liH(l) f(z) =0 donc f définie sur R par
r—r

sin (i) siz#0

~ ;pQ
veeR flo)= 0 siz =0

est le prolongement par continuité de f en 0.

2. Montrer que la fonction g : z ¢~ %7 définie sur R* admet un prolongement par
continuité en 0.

3. Est-ce la cas de la fonction h : 2 — ez ?

4) Théoréme des valeurs intermédiaires

( \

Théoréme 56. — (Théoréme des valeurs intermédiaires)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Alors, f(I) est un intervalle.
Ainsi, pour tous éléments a et b de I tels que a < b et pour tout réel k& compris entre f(a)
et f(b), il existe au moins un réel ¢ € [a;b] tel que f(c) = k.




Corollaire 57

Soit f une fonction continue sur un intervalle /. Si f change de signe sur I alors f s’annule
sur I. De facon équivalente, si f ne s’annule pas sur I alors f est de signe constant sur .

Exemple 58. Démontrer que 1’équation 23 + x — 3 = 0 admet au moins une solution o dans
I'intervalle [1;2].

Remarque 59. Le théoréme 56 et le corollaire 57 s’étendent aux cas ou a et/ou b n’appartient

pas a I mais sont/est une borne de /. Il suffit alors dans les énoncés de remplacer f(a) et/ou

f(b) par lim f (x) et/ou lirri f(z) (ces limites étant éventuellement respectivement des limites a
r—a T—

droite et/ou a gauche).

Exemple 60. Démontrer que 1’équation xe” = 1 admet au moins une solution dans R.

5) Théoréme des bornes atteintes

( \

Théoréme 61. — Théoréme des bornes atteintes

Soit a et b deux réels tels que a < b. Si f est une fonction continue sur le segment [a ;0]
alors f est bornée sur [a;b] et elle atteint ses bornes i.e. il existe u € [a;b] et v € [a;b] tel
que, pour tout x € [a;b], f(u) < f(z) < f(v).

Le théoreme des bornes atteintes n’est vrai que sur un segment et il n’est plus vrai sur un
& intervalle ouvert ou semi-ouvert. Par exemple, la fonction inverse est continue sur ]0;1] et
pourtant elle n’est pas majorée sur cet intervalle.

zsin(z)

Exemple 62. Montrer que la fonction f : z — est bornée sur R, .



6) Théoréme de la bijection continue

a) Théoréme de la bijection continue

Théoreme 63. — Théoreme de la bijection continue

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors, f réalise
une bijection de I sur f(I). De plus, la bijection réciproque f~! est continue et strictement
monotone sur f(I) et a le méme sens de variation que f.

Exemple 64. Démontrer que I’équation cos(z) = x possede une unique solution sur R.

b) La fonction racine n-iéme

Propriété 65

Soit n € N* et f, : v —> ™.

1. Si n est impair alors la fonction f,, réalise une bijection continue et strictement
croissante de R sur R.

2. Sin est pair alors la fonction f,, réalise une bijection continue et strictement croissante
de R, sur R,.

— Définition 66 N

Avec les notations précédentes,
1. si n est impair, la bijection réciproque de f,, sur R est appelée la fonction racine
n-iéme.
2. si n est pair, la bijection réciproque de f, sur R, est appelée la fonction racine
n-iéme.

Dans les deux cas, cette fonction se note /" (sauf pour n = 2 ol on note plutot /).
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Soit n € N*.
1. Si n est impair, la fonction racine n-iéme est une bijection continue et strictement
croissante de R sur R. De plus, elle est impaire, Em /x = —o0 et EIP /x = 400.
Tr——00 T o0

2. Si n est pair, la fonction racine n-iéme est une bijection continue et strictement

croissante de R, sur R, . De plus, EIJP r = +00
x o0

c) La fonction arctan

La fonction tan réalise une bijection continue et strictement croissante de ]—% ; g[ sur R.

Définition 69
-5 %[ — R s’appelle la fonction arc tangente et on la

La bijection réciproque de tan : }

note arctan.
i i 4 ] -
’
.= o
: Tr+— T, H
] Vd .'
i 3 ’ ;
! H ’ H
." i (gta n 7 H
H ] e ;
; 2 i i
/ i [ ;
. ‘ .
/ / /S
J "
3 / 1 ’ // 3
S 7 S
'Il "I
'll 'l' ,
P Pl o
'I" I "" = "'
= 5 = 4 ':' = 3 - 2 = 1 ]L 4 :" 3 4 < ,'()
’ / ‘l
'l' // ,/ 1 K "'1
/ e 4 J K
7 & ~ ! /
! arctape / ! !
H 9 ! H
) /7 4 H
H ’ '
H e H H
! , H H
H ’ ] H :
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H , H
H 4 A H
R4 = H

1. La fonction arctan réalise une bijection continue et strictement croissante de R sur

™

. De plus, la fonction arctan est impaire.
=

i
lim arctan(x)
——00

—7 et xllgloo arctan(z) =

2.

xT




Remarque 71. Par définition, pour tout x € }—g ; g[ et tout réel y, y = tan(z) si et seulement si

xr = arctan(y). On a donc les valeurs remarquables suivantes

3
arctan(0) =0 arctan ({;) = % arctan(l) = % arctan(v/3) = g

III. — Dérivabilité

Dans tout ce paragraphe, f est une fonction numérique, a € Dy et on suppose qu’il existe
un intervalle I non réduit a un point tel que a € I C Dy.

1) Nombre dérivé (rappels)

— Définition 72 N
fla+h)— f(a)

limite finie quand A tend vers 0. Cette limite est alors appelée le nombre dérivé de f en a
et se note f'(a) ou %(a).

\ N /

On dit que f est dérivable en a si le taux de variation t(h) = admet une

Remarque 73.

1. Si a est une borne de Dy, on ne considere que la limite a droite ou a gauche en a.

fla+h) = f(a)
h

2. Si f est dérivable en a alors, par définition, f'(a) = ’lliH(l)
—

aussi s’écrire, en posant x = a+h, f'(a) = lim fz) = f(a)
T—a €T —a

ce qui peux

. Ceci peut parfois servir pour

calculer des limites.

— Définition 74 N

On suppose que a n’est pas une borne de Dy et on note A le point de coordonnées (a; f(a))

1. Si f est dérivable en a, on appelle tangente a 47 au point A la droite passant par
A et dont le coefficient directeur f'(a).

2. Si f n’est pas dérivable en a mais si son taux de variation en a diverge vers +o0o ou
vers —oo lorsque h tend 0, on dit que € possede une tangente verticale en A.

5 41

¢ T, T,
4+ 31

A
f(a) TA
o 1/
-1 1 2 3 4 5

5 0 /1 a3 -1

Tangente dans le cas ou f est dérivable en a Tangente verticale en A



Remarque 75. Si a est une borne de Dy, on peut prolonger la définition précédente mais on parle
plutot, dans ce cas, de demi-tangente.

( \

Propriété 76

Soit a n’est pas une borne de Dy et si f est dérivable en a alors la tangente a 6 point
d’abscisse a a pour équation réduite

y = f'(a)(z = a) + f(a).

2) Fonction dérivée

a) Définition

— Définition 77 )

1. Si f est dérivable en tout point a € Dy, on dit que f est dérivable sur Dy.

2. Si f est dérivable sur Dy, on définit la fonction dérivée (ou simplement la dérivée)
de f comme la fonction qui a tout a € Dy associe le nombre f’(a). On note cette
fonction f’ ou i—i.

b) Dérivées des fonctions usuelles

On désigne par ¢, a, b et a des constantes réelles et par n un entier naturel non nul.

La dérivée de est sur
Tr+—c z+——0 R
r——axr—+b T—a R
T — " x — na ! R
1 n ' _
T T g |—00;0[U]0; +o0]
1
— — 0;
T T T N 105 4-00]
xr— @ r— az® ! 105 +oo]
exp exp R
1
In T = 105 4+00]
T
sin coSs R
CoS —sin R
1
_ 2 T
tan xr—>COSQ($)—1+tan () | R\ {5 +kr|kecZ}




Remarque 78. Toutes les fonctions de référence sont dérivables sur leurs ensembles de définition
respectifs SAUF :

1. la fonction racine carrée qui n’est pas dérivable en 0 car, pour tout h > 0,

t(h)_—mh_\/ﬁ_ﬁ_i_ﬂrm
N h _h—\/ﬁha(ﬁ

Cela dit, la courbe de la fonction racine carrée admet une demi-tangente verticale en 0;

2. la fonction valeur absolue qui n’est pas dérivable en 0 car son taux de variation en 0 a
une limite a gauche égale a —1 et une limite a droite égale a 1.

3) Lien avec la continuité

( \

Propriété 79

1. Si f est dérivable en a alors f est continue en a.

2. Si f est dérivable sur I alors f est continue sur /.

Remarque 80.

1. La réciproque de la propriété précédente est fausse : la fonction valeur absolue est continue
en 0 mais elle n’est pas dérivable en 0.

2. Comme toutes les fonctions de référence (a 'exeption de la valeur absolue et de la racine
carrée en 0) sont dérivables sur leurs ensembles de définition, elles sont aussi continues
sur leurs ensembles de définition.

4) Dérivée et opérations algébriques

' 7

Propriété 81

Soit u et v deux fonctions définies sur un intervalle I et o € I. On suppose que u et v sont
dérivables en x.

1. Pour tous réels A et p, la fonction Au + pv est dérivable en xq et
(A + a0) (w0) = A () + i (o).
2. La fonction uv est dérivable en xq et
(uv) (z0) = v (zo)v(xo) + u(x0)v' (70).

3. Siv(zg) # 0 alors

S |

est dérivable en zq et

(2 g = -0

v v(xg)

4. Siwv(xg) # 0 alors ¥ est dérivable en z et

<U>' (o) = u'(zo)v(20) — ul@o)v'(20)

v(x0)?




— Corollaire 82

Soit u et v deux fonctions définies sur un intervalle I. On suppose que u et v sont dérivables
sur I.

1. Pour tous réels A et u, la fonction Au + pv est dérivable sur I et
M+ pv) = M/ + o'
2. La fonction uv est dérivable sur I et
(uwv) = v'v +uv'.
3. Si v ne s’annule pas sur [ alors % est dérivable sur I et
1\ v
B2

est dérivable sur I et

<u)/ v —ud’
v vz

4. Si v ne s’annule pas sur I alors

SHIS

.

Exemple 83. On considere la fonction f: x — xy/x.
1. Justifier que f est dérivable sur R et calculer f’(z) pour tout réel x > 0.

2. La fonction f est-elle dérivable en 07

5) Dérivée d’une fonction composée

y

Propriété 84

Soit v une fonction définie sur un intervalle J et u une fonction définie sur un intervalle
I telle que, pour tout x € I, u(x) € J. Soit xy € I. Si u est dérivable en xq et si v est
dérivable en u(xg) alors la composée v o u est dérivable en xq et

(vou) (xg) = v (u(xg)) x u'(xg)

— Corollaire 85

Soit v une fonction définie sur un intervalle J et u une fonction définie sur un intervalle [
telle que, pour tout x € I, u(x) € J. Si u est dérivable sur I et si v est dérivable sur J alors
la composée v o u est dérivable sur [ et

(vou) = (v ou) x v

\ N

Exemple 86. On a vu dans 'exemple 55 que la fonction f définie sur R par

—z sixz#0

0 sinon

VeeR flz)= {e

est continue sur R. Etudier sa dérivabilité sur R.



6) Dérivée d’une réciproque

~

Propriété 87

Soit f une fonction bijective d’un intervalle I dans un intervalle J. Soit zy € J. On pose
yo = [ (o). On suppose que f est dérivable en yy et que f'(yo) # 0. Alors, f~! est

dérivable en z( et
1 1

=) @) = 700 = T o)

— Corollaire 88

Soit f une fonction bijective d’un intervalle I dans un intervalle J. On suppose que f est
dérivable sur I et que f’ ne s’annule pas sur I. Alors, f~! est dérivable sur J et

1

(Y = Gre

Propriété 89

1. Soit n € N*. On note D,, = R si n est impair et D,, = R* si n est pair. La fonction
racine n-ieme f,, : x — /x est dérivable sur D,, \ {0} et, pour tout réel z € D,,\ {0},

1
nA/gn—1

2. La fonction arctan est dérivable sur R et, pour tout réel x,

ful) =

1
1422

arctan’(x) =

7) Fonctions de classe ¢!

Définition 90

Soit I un intervalle de R. On dit quune fonction f : I — R est de classe € sur I si f est
dérivable sur I et si sa dérivée f’ est continue sur I.

Exemple 91.
1. La fonction f de I'exemple 86 est-elle de classe €' sur R?
2. On considere la fonction g définie sur R par
?sin(l) siz#0

veeR g(x):{g(x):O six=0

Montrer que g est dérivable sur R mais qu’elle n’est pas de classe 6! sur R.



Propriété 92

1. Toutes les fonctions de références sont de classe €' sur tout intervalle inclus dans
leur ensemble de dérivabilité.

2. Soit u et v deux fonctions de classe € sur un intervalle I.
a. Pour tous réels \ et p, la fonction Au + pov est de classe € sur I.
b. La fonction uv est de classe ¢! sur I.
c. Si v ne s’annule pas sur [ alors les fonctions % et ¥ sont de classe ¢! sur 1.

3. Soit u une fonction définie sur un intervalle I et v une fonction définie sur un intervalle
J telles que u(I) C J. On suppose que u est de classe € sur I et que v est de classe
&" sur J. Alors, v owu est de classe €' sur I.

8) Théoréme des accroissements finis et conséquences

'e 7

Théoréeme 93. — Théoréme des accroissements finis

Soit I un intervalle et f une fonction dérivable sur I. Alors, pour tous éléments a et b de [
tels que a < b, il existe ¢ € |a; b[ tel que

f(b) = f(a)

S0 pe).

Interprétation graphique. Ceci signifie que si f est dérivable sur I alors, pour toute sécante
(AB) a la courbe €7, il existe un point C en lequel a € est parallele (AB).

6 | ¢

ey 4

Exemple 94. Démontrer que, pour tout réel x > 0, arctan(z) >

O $emcennnss

x
1422



Théoréme 95

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.

1. Si, pour tout x € I, f'(x) > 0 et si f'(x) ne s’annule qu’un nombre fini de fois sur /
alors f est strictement croissante sur I.

2. Si, pour tout € I, f'(z) <0 et si f'(x) ne s’annule qu’un nombre fini de fois sur /
alors f est strictement décroissante sur .

3. Si, pour tout x € I, f'(x) = 0 alors f est constante sur I.

Exemple 96. Démontrer que la fonction f : z — 2 arctan(%) est strictement croissante sur
105 400

IV. — Exercices

Exercice 1. Déterminer les limites suivantes.

1 1 — a2
1. lim o+ - 2. lim 22028 — 2024 3. lim -
T—+00 T T—+00 z—+oo 1 + g2
T 2 x
4. lim — 5. lim — 7 6. lim —
z—+oo | + % =0 x5 4 3 z——o0 | 4+ ¥
. . rz—1 ) 71
7. $1_1>1E100 Vr+1—+x 8. ”Clg?ll NZEST 9. xlif& x sin (a:)
. . . . I\
10. :DEIEOO xe 11. Ilggl+ Vv In(z) 12. mgr&o (x)
13. lim z*+ 14. lim In(1 — &%) 15. lim In(1—e")
T——+00 x—0— T——00

Exercice 2. Etudier le comportement de chacune des fonctions suivantes au voisinage de +oo.

v x Vi

1. fro+— ——— 2. h:x+— —— 3. k:xr—
fre S T 1 S
r+1

22 —x—2

1. Déterminer I'ensemble de définition Dy de f.

Exercice 3. On considere la fonction f : z —

2. Etudier la comportement de f aux bornes de Dy.
23— T —6

24+x—2
1. Déterminer I’ensemble de définition Dy de f.

Exercice 4. On considere la fonction [ :x +—

2. Déterminer les limites de f aux bornes de Dy.

9 4 g
Exercice 5. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = W
x
3
1. Dé t tout réel — < < .
émontrer que, pour tout réel z, —; 1 f(z) o

2. Déterminer les limites de f en —oo et +o0.



Exercice 6. On considere la fonction f définie sur [0; 3] par

x sizel0;1]
Ve e [0;3] f(x)= 1 sixe|l;2]
20 —2 sixz€]2;3

1. Tracer la représentation graphique de f.
2. La fonction f est-elle continue en 17

3. La fonction f est-elle continue en 27

Exercice 7. Soit a et b deux réels et f la fonction définie sur R par :

ar+2 sizx<l1
VeeR f(z)=<2ax—-0b sil<x<3.
20+2b six >3

Déterminer les valeurs de a et b pour lesquelles f est continue sur R.
3

T
Exercice 8. On considere la fonction g définie sur R\ {1} par g(x) = T Montrer que g

admet un prolongement par continuité en 1 et déterminer la valeur de ce prolongement en 1.

Exercice 9. Soit f la fonction définie pour tout réel = € |0 ; 4+o00[ par :
Ve >0 f(z)=2"In(z)+ 1.

1. Justifier que f est continue sur |0; 4o0.

2. Démontrer que f est prolongeable par continuité en 0 et préciser la valeur de son
prolongement en 0.

22024 1 |
f(z) = 0 admet au moins une solution dans l'intervalle [—1;0].

Exercice 10. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = . Démontrer que I’équation

Exercice 11. Soit f : R — R une fonction continue telle que, pour tout réel x,

|[f(z)] = L.

1. Soit = € R. Quelles sont les valeurs possibles pour f(z)?

2. En raisonnant par 'absurde, montrer que f est constante.
Exercice 12. On considere la fonction f définie sur R par

eI + e—ﬂf,’
VeeR f(z)= —
Dresser le tableau de variations de f . On y fera apparaitre ses limites en 400 et en —oo.
La fonction f est-elle injective ?

Démontrer que f réalise une bijection de [0; +oo[ sur [1;4o00].

oW

Déterminer une expression de la bijection réciproque.

Exercice 13. Résoudre dans R les équations suivantes d’inconnue x.

1. (B):2°=7 2.(BEy):2"=8 3.(FE3):2°+x=0.



Exercice 14. En reconnaissant des taux d’accroissement, calculer, dans chacun des cas suivant,
la limite de f(x) lorsque = tend vers 0.

PO it SR ) Bk RNV, 1 1C) SRR [t Bt}

T T i T

Exercice 15. Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer sur quel ensemble f est dérivable et
calculer sa dérivée.

1 1
1.frx— — 2. frx—eV” 3.f:xr—>cos<)
x x

sin(x)
V14 22

Exercice 16. On considere la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par

4. f:x— oV 5. f:x+— 6.f:xr—>:z:%.

Vr >0 f(z)=arctan(z) + arctan (1) :
T

1. Justifier que f est dérivable sur |0;+oo[ et que, pour tout réel x > 0, f'(x) = 0.
2. En déduire que, pour tout z > 0,

O m—
arctan [ — | = — — arctan(z).
T 2

3. Déduire de la question précédente que, pour tout réel x < 0,

tan () = =2 — arctan(a)
arctan | — = —— — arctani(x).
T 2

Exercice 17. Soit f : x — xe® définie sur [—1;+4o0].
1. Montrer que f réalise une bijection de [—1; +oo[ sur [—% ; —i—oo{.
On note w la bijection réciproque de f.

2. Déterminer w(0).

3. Justifier que w est dérivable sur }—% ; +00 {, que w'(0) =1 et que

w(x)

Vo e ]—i;+oo[\{o}, W) = Tt

Exercice 18. En utilisant le théoreme des accroissements finis, donner une valeur approchée de
v/ 10001 en majorant I'erreur commise.
Exercice 19.

1. Soit un réel a > 0. En utilisant le théoreme des accroissements finis, montrer que

1
a+1

1
<In(ea+1) —1In(a) < —.
a

1
2. Vérifier que, pour tout réel z > 0, In(zx + 1) — In(z) = 1n (1 + )
x

1 x
3. Déduire des questions précédentes la limite de (1 + ) lorsque = tend vers +oo.
x



Exercice 20. Le but de l'exercice est d’étudier la suite (u,,) définie par

U,Q:O
Vn € N un+1:2—cos(“7")‘

1. Soit ¢ la fonction définie sur [0; +oo[ par g(z) = 2 — cos (%) — .

. Démontrer que g est strictement décroissante sur [0; +oo].

a

b. Déterminer la limite de g en +o0.

c. Démontrer que I'équation ¢g(z) = 0 admet une unique solution « sur [0; +o0].
d

. Déterminer le signe de g sur [0; +o0[ et justifier que o € [0; 7).
2. Soit f la fonction définie sur [0; ] par f(x) = 2 — cos (%)
. Calculer f(0) et justifier que f(a) = a.

a
b. Montrer que f est croissante sur [0; a/.

e

Déduire des questions précédentes que av > 1.
d. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, 0 < u,, < Uy <

e. Démontrer que (u,) converge puis déterminer sa limite.

Exercice 21. Pour tout n € N, on considere I’équation suivante d’inconnue x € R :
(E,) 2° 4+ nz = 1.
1. Soit n € N. On considere la fonction
fonixr— 2®+nx—1

définie sur R.

a. Dresser le tableau de variations de f, sur R. On y fera apparaitre ses limites ainsi
que ses valeurs en 0 et en 1.

b. Démontrer que I’équation (F,) admet une unique solution dans R et que cette solution
appartient a [0;1].

Pour tout n € N, on note u, ["unique solution de ’équation (F,). On définit ainsi une
suite réelle u. D’apres la question précédente, u,, € [0;1] pour tout n € N.

2. a. Vérifier que, pour tout n € N, f,,(tpy1) = —Upi1-
b. En déduire, pour tout n € N, le signe de f,, (u,41).

c. En utilisant la question précédente et le tableau de variations de f,,, démontrer que u
est décroissante.

3. a. Justifier que u converge.

S

b. Montrer que, pour tout n € N*, u,, <

c. En déduire la limite de w.

1
4. Démontrer que u, ~ —.
n



Exercice 22. On considere, pour tout n € N*, la fonction f,, définie sur [0;1] par

W=

falx)=1—2—2a™

Montrer que, pour tout n € N*, il existe un unique réel «,, € [0; 1] tel que f,(a,) = 0.
Montrer que, pour tout n € N*, f,,11(a,) > 0.
En déduire que la suite (a,),en+ est monotone et qu’elle converge vers un réel /.

En utilisant un raisonnement par ’absurde, montrer que ¢ = 1.

Exercice 23. On considere la fonction f définie sur [0;+oo[ par

1.

RO o

6.
7.

flz)=1- 22el ™"
Justifier que f est dérivable sur [0;4o00] et démontrer que, pour tout réel x > 0,
F(x) = 2z(z — (x4 1)e' .

En déduire les variations de f sur [0;+o00].
Déterminer la limite de f en +oo.

Dresser le tableau de variation de f sur [0;+o0].

1
Montrer que, pour tout entier naturel n > 2, I'équation f(z) = — possede exactement
n

deux solutions que 'on notera wu,, et v, (avec u, < v,).
On définit ainsi deux suites (u,)n>2 €t (Uy)n>2-.

Déterminer les variations de (u,) et (v,).

Montrer que (u,) et (v,,) sont convergentes puis déterminer leurs limites.

Exercice 24. Déterminer, en justifiant sa réponse, si les affirmations suivantes sont vraies ou
fausses.

Une fonction continue sur R est croissante sur R.

Une fonction continue sur R est dérivable sur R.

Une fonction strictement décroissante sur R tend vers —oo en +o0.

oo +a+1 1

lim —— = —.

z—1 212 —1 2

Si f est une fonction continue sur R telle que I'équation f(z) = 0 admet une unique
solution alors f est strictement monotone sur R.

Il existe un entier naturel n > 2 tel que I'équation 2" + x — 1 = 0 admette au moins 2
solutions dans [0; +oo].

Exercice 25.

1.

2.

Démontrer que si f : [0;1] — [0;1] est une fonction continue alors il existe un réel
c € [0;1] tel que f(z) = x. On pourra considérer la fonction ¢ : x — f(z) — .

Démontrer que si f: R — R est une fonction continue et décroissante alors il existe un
réel ¢ tel que f(x) = x.



