
♦ Chapitre 17. L’espace vectoriel Rn

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul.

I. — Définition

1) Introduction
Étant donné deux vecteurs −→u et −→v du plan (resp. de l’espace), on peut définir le vecteur

−→u +−→v et, pour tout réel k, le vecteur k−→u .
Si on se donne un repère du plan (resp. de l’espace), on peut déterminer les coordonnées

(x ; y) ∈ R2 (resp. (x ; y ; z) ∈ R3) du vecteur −→u et les coordonnées (x′ ; y′) (resp. (x′ ; y′ ; z′)) du
vecteur−→v . Dans ce cas, les coordonnées de−→u +−→v sont (x + x′ ; y + y′) (resp. (x + x′ ; y + y′ ; z + z′))
et les coordonnées de k−→u sont (kx ; ky) (resp. (kx ; ky ; kz)).

Ainsi, les opérations sur les vecteurs se traduisent par les mêmes opérations sur les coordonnées.
Le but du chapitre est de généraliser cela.

2) Définition

Définition 1 : (Rappel)

On désigne par Rn le produit cartésien R× R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n fois

i.e. l’ensemble des n-uplets de réels.

Ainsi,
Rn = {(x1, x2, . . . , xn) | ∀i ∈ J1, nK, xi ∈ R}.

Exemple 2. R4 est l’ensemble des quadruplets de réels i.e.

R4 = {(x1, x2, x3, x4) | x1 ∈ R et x2 ∈ R et x3 ∈ R et x4 ∈ R}.

Ainsi, (−1, 2
3 , π,
√

2) ∈ R4 mais (1, 3,−2) /∈ R4 et (1,−1, i,−i) /∈ R4.

Définition 3 : Opérations sur Rn

On définit sur Rn,
• une addition en posant, pour tous u = (u1, u2, ..., un) et v = (v1, v2, ..., vn) dans Rn,

u + v = (u1 + v1, u2 + v2, ..., un + vn).

• une multiplication par un réel en posant, pour tout u = (u1, u2, ..., un) ∈ Rn et
pour tout λ ∈ R,

λu = (λu1, λu2, ..., λun).

Lorsqu’on a muni Rn de ces deux opérations, on dit que Rn est un espace vectoriel et
ses éléments sont appelés des vecteurs.

Remarque 4. Lorsqu’on munit Rn d’une structure d’espace vectoriel, les réels sont aussi appelés
des scalaires et la multiplication par un réel s’appelle aussi la multiplication par un scalaire.



Propriété 5

L’addition et la multiplication par un scalaire héritent des propriétés habituelles de l’addition
et de la multiplication sur R. Plus précisément,

1. pour tout (u, v) ∈ (Rn)2, u + v = v + u (l’addition est commutative) ;
2. pour tout (u, v, w) ∈ (Rn)3, (u + v) + w = u + (v + w) (l’addition est associative) ;
3. le vecteur 0Rn = (0, 0, ..., 0) vérifie, pour tout v ∈ Rn, v + 0Rn = 0Rn + v = v ;
4. pour tout v = (v1, v2, ..., vn) ∈ Rn, le vecteur −v = (−v1,−v2, ...,−vn), appelé

opposé de v, vérifie v + (−v) = 0Rn .
5. pour tout (λ, µ) ∈ R2 et tout (u, v) ∈ (Rn)2, (λ+µ)v = λv +µv et λ(u+v) = λu+λv

(distributivité à droite et à gauche de la multiplication par un scalaire sur l’addition) ;
6. pour tout (λ, µ) ∈ R2 et tout v ∈ Rn, λ(µv) = (λµ)v (associativité de la multiplication

par un scalaire) ;
7. pour tout v ∈ Rn, 1v = v.

Démonstration. Soit u = (u1, u2, ..., un), v = (v1, v2, ..., vn) et w = (w1, w2, ..., wn) des vecteurs
de Rn et λ et µ deux réels.

1. Par définition,
u + v = (u1 + v1, u2 + v2, ..., un + vn) = (v1 + u1, v2 + u2, ..., vn + un) = v + u.

2. De même,
(u + v) + w = (u1 + v1, u2 + v2, ..., un + vn) + (w1, w2, ..., wn)

= ((u1 + v1) + w1, (u2 + v2) + w2, ..., (un + vn) + wn)
= (u1 + (v1 + w1), u2 + (v2 + w2), ..., un + (vn + wn))
= (u1, u2, ..., un) + (v1 + w1, v2 + w2, ..., vn + wn)
= u + (v + w)

3. Par définition,
0Rn + v = (0, 0, ..., 0) + (v1, v2, ..., vn) = (0 + v1, 0 + v2, ..., 0 + vn) = (v1, v2, ..., vn) = v

et, en utilisant 1., on en déduit que v + 0Rn = v.
4. Par définition,

v+(−v) = (v1, v2, ..., vn)+(−v1,−v2, ...,−vn) = (v1−v1, v2−v2, ..., vn−vn) = (0, 0, ..., 0) = 0Rn .

5. Par définition,
(λ + µ)v = (λ + µ)v1, (λ + µ)v2, ..., (λ + µ)vn)

= (λv1 + µv1, λv1 + µv2, ..., λvn + µvn)
= (λv1, λv2, ..., λvn) + (µv1, µv2, ..., µvn)
= λv + µv.

et
λ(u + v) = λ(u1 + v1, u2 + v2, ..., un + vn)

= (λ(u1 + v1), λ(u2 + v2), ..., λ(un + Vn))
= (λu1 + λv1, λu2 + λv2, ..., λun + λvn)
= (λu1, λu2, ..., λun) + (λv1, λv2, ..., λvn)
= λu + λv



6. Par définition,

λ(µv) = λ(µv1, µv2, ..., µvn) = (λ(µv1), λ(µv2), ..., λ(µvn))
= ((λµ)v1, (λµ)v2, ..., (λµ)vn) = (λµ)v.

7. 1v = (1v1, 1v2, ..., 1vn) = (v1, v2, ..., vn) = v.

Notation 6. Si u et v sont deux vecteurs de Rn et λ est un scalaire alors le vecteur u + (−λ)v
se note également u− λv.

Exemple 7. Dans l’espace vectoriel R4, on considère les vecteurs u = (1, 0,−1, 2) et v =
(3, 1,−2, 6). Déterminer le vecteur 3u− 4v.

Solution. Par définition,

3u− 4v = (3× 1, 3× 0, 3(−1), 3× 2) + (−4× 3,−4× 1,−4× (−2),−4× 6)
= (3, 0,−3, 6) + (−12,−4, 8,−24)
= (−9,−4, 5,−18).

Propriété 8

Soit λ ∈ R et v ∈ Rn. Alors, λv = 0Rn si et seulement si λ = 0 ou v = 0Rn .

Démonstration. Écrivons v = (v1, v2, ..., vn). Alors, λv = (λv1, λv2, ..., λvn). Alors,

λv = 0Rn ⇐⇒ ∀i ∈ J1, nK, λvi = 0⇐⇒ λ = 0 ou ∀i ∈ J1, nK, vi = 0⇐⇒ λ = 0 ou v = 0Rn .

Définition 9

Soit u1, u2, ..., up des vecteurs de Rn. Une combinaison linéaire de u1, u2, ..., up est une
somme de la forme

p∑
i=1

λiui i.e. λ1u1 + λ2u2 + · · ·+ λpup

où λ1, λ2, ..., λp sont des scalaires.
Les nombres réels λ1, λ2, ..., λp sont alors appelés les coefficients de la combinaison

linéaire.

Remarque 10. Une combinaison linéaire de vecteurs de Rn est un vecteur de Rn.

Exemple 11. Dans R4, on considère le vecteur w = (2,−6,−1,−2).
1. Le vecteur w est-il combinaison linéaire des vecteurs u = (1, 0, 1, 2) et v = (0, 2, 1, 2) ?
2. Le vecteur w est-il combinaison linéaire des vecteurs U = (1, 0, 1,−1) et V = (2, 1, 0, 3) ?
3. Le vecteur w est-il combinaison linéaire des vecteurs U = (1, 0, 1,−1), V = (2, 1, 0, 3) et

W = (0, 1, 0, 1) ?



Solution.
1. On cherche deux réels a et b tels que w = au + bv. En coordonnées, cela donne

w = au + bv ⇐⇒


a× 1 + b× 0 = 2
a× 0 + b× 2 = −6
a× 1 + b× 1 = −1
a×+b× 2 = −2

⇐⇒


a = 2
2b = −6
a + b = −1
2a + 2b = −2

⇐⇒


a = 2
b = −3
−1 = −1
−2 = −2

⇐⇒

a = 2
b = −3

Ainsi, w = 2u− 3v donc w est une combinaison linéaire de u et v.
2. On cherche deux réels c et d tels que w = cU + dV . En coordonnées, cela donne

w = cU + dV ⇐⇒


a× 1 + b× 2 = 2
a× 0 + b× 1 = −6
a× 1 + b× 0 = −1
a× (−1) + b× 3 = −2

⇐⇒


a + 2b = 2
b = −6
a = −1
−a + 3b = −2

⇐⇒


−13 = 2
b = −6
a = −1
−a + 3b = −2

La première égalité est absurde donc le système n’a pas de solution et ainsi w n’est pas
combinaison linéaire de U et V .

3. On cherche trois réels e, f et h tels que w = eU + fV + gW . En coordonnées, cela donne

w = eU + fV + gW ⇐⇒


e× 1 + f × 2 + g × 0 = 2
e× 0 + f × 1 + g × 1 = −6
e× 1 + f × 0 + g × 0 = −1
e× (−1) + f × 3 + g × 1 = −2

⇐⇒


e + 2f = 2
f + g = −6
e = −1
−e + 3f + g = −2

⇐⇒


f = 3

2
g = −15

2
e = −1
−2 = −2

Ainsi, w = −U + 3
2V − 15

2 W donc w est combinaison linéaire de U , V et W .



II. — Sous-espaces vectoriels

1) Définition et propriétés

Définition 12

Un sous-espace vectoriel de Rn est une partie F de Rn telle que :
1. 0Rn ∈ F ;
2. F est stable pour l’addition c’est-à-dire, pour tout (u, v) ∈ F 2, u + v ∈ F ;
3. F est stable pour la multiplication par un scalaire c’est-à-dire, pour tout v ∈ F et

tout λ ∈ R, λv ∈ F .

Remarque 13. D’un point de vue pratique, les deux derniers points peuvent être vérifiés en même
temps en montrant que, pour tout (u, v) ∈ F 2 et tout λ ∈ R, λu + v ∈ F .

Exemple 14. Déterminer, dans chaque cas, si F est un sous-espace vectoriel de E.
1. F = {0Rn} et E = Rn.
2. F = Rn et E = Rn.
3. F = {(x, y, z) ∈ R3 | x + 2y + 3z = 0} et E = R3

4. F = {(x, y, z) ∈ R3 | x + 2y + 3z = 1} et E = R3

5. F = {(x, y, z) ∈ R3 | x− y + z = 0} et E = R2

6. F = {(x, y) ∈ R2 | x2 − y2 = 0} et E = R2

Solution.
1. En premier lieu, F ⊂ Rn et 0Rn ∈ F . Ensuite, si u et v sont deux éléments de F alors

u = v = 0Rn donc, pour tout réel λ, λu + v = λ0Rn + 0Rn = 0Rn donc λu + v ∈ F . Ainsi,
F est un sous-espace vectoriel de Rn.

2. En premier lieu, F ⊂ Rn et 0Rn ∈ F . Ensuite, si u et v sont deux éléments de F alors,
par définition, pour tout réel λ, λu + v ∈ Rn = F donc F est un sous-espace vectoriel de
Rn.

3. En premier lieu, F ⊂ R3 et 0 + 2 × 0 + 3 × 0 = 0 donc 0R3 ∈ F . Soit u = (x, y, z) et
v = (x′, y′, z′) deux éléments de F et λ un réel. Alors, λu + v = (λx + x′, λy + y′, λz + z′).
Or,

(λx + x′) + 2(λy + y′) + 3(λz + z′) = λ(x + 2y + 3z) + (x′ + 2y′ + 3z′)

et, comme u et v sont dans F , x + 2y + 3z = 0 et x′ + 2y′ + 3z′ = 0 donc

(λx + x′) + 2(λy + y′) + 3(λz + z′) == λ× 0 + 0 = 0

i.e. λu + v ∈ F . Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de R3.
4. comme 0 + 2× 0 + 3× 0 = 0 ̸= 1, 0R3 /∈ F donc F n’est pas un sous-espace vectoriel de

R3.
5. Comme F n’est pas inclus dans R2, F n’est pas un sous-espace vectoriel de R2.
6. Comme 12 − 12 = 0, u = (1, 1) ∈ F et, comme 12 − (−1)2 = 0, v = (1,−1) ∈ F . Or,

u + v = (2, 0) et 22 − 02 = 4 ̸= 0 donc u + v /∈ F . Ainsi, F n’est pas stable par somme
donc F n’est pas un sous-espace vectoriel de R2.



Propriété 15

Soit F un sous-espace vectoriel de Rn. Alors, F est stable par combinaison linéaire i.e. si u1,
u2, ..., up appartiennent à F alors toute combinaison linéaire de u1, u2, ..., up appartient
également à F .

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le nombre de vecteurs de la famille. Considérons,
pour tout p ∈ N∗, P(p) : « Toute combinaison linéaire d’une famille de p vecteurs de F est un
vecteur de F ».
Initialisation. Si la famille contient un seul vecteur, alors la combinaison linéaire est de la
forme λv avec λ ∈ R et v ∈ F donc, par définition, elle appartient à F . Ainsi, P(1) est vraie.
Hérédité. Soit p ∈ N∗. On suppose que P(p) est vraie. Considérons une famille (v1, v2, ..., vp, vp+1)

de p + 1 vecteurs de F et S =
p+1∑
k=1

λkvk une combinaison linéaire de ces vecteurs. Alors,

S =
p∑

k=1
λkvk + λp+1vp+1. Or,

p∑
k=1

λkvk est une combinaison linéaire des p vecteurs v1, v2, ..., vp

donc, par hypothèse de récurrence, elle appartient à F et, par définition, vp+1 ∈ F donc, par

stabilité de F par produit par un scalaire et par somme,
p∑

k=1
λkvk + λp+1vp+1 ∈ F . Ainsi, S ∈ F

donc P(p + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, on a montré que toute combinaison linéaire de
vecteurs de F est un vecteur de F .

Exemple 16. On considère le sous-espace vectoriel F = {(x, y, z) ∈ R3 | x + 2y + 3z = 0} de
R3. Déterminer trois vecteurs u1, u2 et u3 appartenant à F puis vérifier que v = 5u1− 3u2 + 1

3u3

est un vecteur de F .

Solution. Comme −2 + 2 × 1 + 3 × 0 = 0, u1 = (−2, 1, 0) appartient à F . De même,
−3+2×0+3×1 = 0 donc u2 = (−3, 0, 1) ∈ F et 1+2×1+3×(−1) = 0 donc u3 = (1, 1,−1) ∈ F .
Ainsi, v = (−10 + 9 + 1

3 , 5 + 0 + 1
3 , 0− 3− 1

3) = (−2
3 , 16

3 ,−10
3 ) et −2

3 + 2× 16
3 − 3× 10

3 = 0 donc
v ∈ F .

Propriété 17

Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de Rn. Alors, F ∩G est un sous-espace vectoriel
de Rn.

Démonstration. Par définition, 0Rn ∈ F et 0Rn ∈ G donc 0Rn ∈ F ∩G. Soit u et v deux éléments
de F ∩G et λ ∈ R. Alors, u et v appartiennent à F donc, comme F est un sous-espace vectoriel
de Rn, λu + v ∈ F . De même, u et v sont dans G donc λu + v ∈ G. Ainsi, λu + v ∈ F ∩G donc
F ∩G est sous-espace vectoriel de Rn.

Exemple 18. Montrer que G = {(x, y, z) ∈ R3 | x− y + z = 0} est un sous-espace vectoriel de
R3 et en déduire que H = {(x, y, z) ∈ R3 | x + 2y + 3z = 0 et x− y + z = 0} est un sous-espace
vectoriel de R3.

Solution. Montrons que G est un sous-espace vectoriel de R3. Par définition, G ⊂ R3. De
plus, 0− 0 + 0 = 0 donc (0 ; 0 ; 0) ∈ G. Soit u1 = (x1 ; y1 ; z1) et u2 = (x2 ; y2 ; z2) deux éléments
de G et λ ∈ R. Alors, par définition, x1 − y1 + z1 = 0 et x2 − y2 + z2 = 0 donc

(λx1 + x2)− (λy1 + y2) + (λz1 + z2) = λ(x1 − y2 + z1) + (x2 − y2 + z2) = λ× 0 + 0 = 0



donc λu1 + u2 ∈ G.
Ainsi, G est un sous-espace vectoriel de R3. On remarque que

H = {(x ; y ; z) ∈ R3 | x + 2y + 3z = 0 et x− y + z = 0} = F ∩G

où F = {(x, y, z) ∈ R3 | x + 2y + 3z = 0} est un sous-espace vectoriel de R3 d’après le point 3.
de l’Exemple 14.. Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3, H est un sous-espace
vectoriel de R. En particulier, H est un sous-espace vectoriel de R3.
Remarque 19. La propriété précédente se généralise par récurrence : si F1, F2, ..., Fk sont des

sous-espaces vectoriels de Rn alors
k⋂

i=1
Fk est un sous-espace vectoriel de Rn.

En général, l’union de deux sous-espaces vectoriels de Rn n’est pas un sous-espace vectoriel.

Exemple 20. En reprenant les notations de l’exemple précédent, montrer que K = F ∪G n’est
pas un sous-espace vectoriel R3.

Solution. On peut remarquer que u = (2 ;−1 ; 0) ∈ F donc u ∈ F ∪ G. De même, v =
(1 ; 1 ; 0) ∈ G donc v ∈ F ∪ G. Or, u + v = (3 ; 0 ; 0) et, d’une part, 3 + 2 × 0 + 3 × 0 = 3 ̸= 0
donc u + v /∈ F et, d’autre part, 3− 0 + 0 = 3 ̸= 0 donc u + v /∈ G. Ainsi, u + v /∈ F ∪G donc
F ∪G n’est pas stable par somme et ce n’est donc pas un sous-espace espace vectoriel de R3.

2) Sous-espace engendré par une famille de vecteurs

Définition 21

Soit p ∈ N∗. Un p-uplet F = (v1, v2, ..., vp) d’éléments de Rn est appelé une famille de p
vecteurs de Rn.

Exemple 22.
1. F1 = ((1, 0), (0, 1)) est une famille de 2 vecteurs de R2.
2. F2 = ((1, 0, 1), (0, 1, 2), (4,−1, 1), (1, 1,−1)) est une famille de 4 vecteurs de R3.

Théorème et définition 23

Soit F = (v1, v2, ..., vp) une famille de vecteurs de Rn. L’ensemble des combinaisons linéaires
des vecteurs de F est un sous-espace vectoriel de Rn appelé le sous-espace engendré par
F . On le note Vect(v1, v2, ..., vp) ou Vect(F).

Démonstration. Notons F l’ensemble des combinaisons linéaires de F . Par la propriété précé-
dente, F ⊂ Rn. De plus, 0Rn = 0v1 + 0v2 + · · ·+ 0vp donc 0Rn ∈ F . Soit u et u′ deux éléments

de F et µ ∈ R. Par définition, il existe des scalaires λ1, ..., λp, λ′
1, ..., λ′

p tels que u =
p∑

k=1
λkvk et

u′ =
p∑

k=1
λ′

kvk. Ainsi,

µu + u′ = µ

( p∑
k=1

λkvk

)
+

p∑
k=1

λ′
kvk =

p∑
k=1

µλkvk +
p∑

k=1
λ′

kvk =
p∑

k=1
µλkvk + λ′

kvk =
p∑

k=1
(µλk + λ′

k)vk

donc µu + u′ est une combinaison linéaire des vecteurs v1, v2, ..., vp donc µu + u′ ∈ F .
Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de Rn.



Remarque 24.
1. On a donc Vect(v1, v2, ..., vp) = {λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λpvp | (λ1, λ2, ..., λp) ∈ Rp}.
2. Si v1, ..., vp appartiennent à un sous-espace vectoriel F de Rn alors Vect(v1, ..., vp) ⊂ F

d’après la propriété 15.

Exemple 25.
1. Montrer que R2 = Vect(v1, v2) où v1 = (1,−2) et v2 = (1,−1).
2. Montrer que R3 ̸= Vect(w1, w2) où w1 = (1, 1, 0) et w2 = (0, 1, 1).

Solution.
1. Soit u = (x, y) ∈ R2. On cherche des réels a et b tels que u = av1 + bv2. En coordonnées,

cela revient à résoudre le système

(S)

a + b = x L1

−2a− b = y L2
.

Or,

(S)⇐⇒

a + b = x L1

b = 2x + y L2 ← L2 + 2L1
⇐⇒

a + 2x + y = x

b = 2x + y
⇐⇒

a = −x− y

b = 2x + y
.

Ainsi, u = (−x − y)v1 + (2x + y)v2 donc u ∈ Vect(v1, v2). Ainsi, R2 ⊂ Vect(v1, v2).
Réciproquement, comme v1 et v2 sont des vecteurs de R2, Vect(v1, v2) ⊂ R2. On conclut
donc que R2 = Vect(v1, v2).

2. Si (a, b) ∈ R2 alors aw1 +bw2 = (a, a+b, b) donc Vect(v1, v2) = {(a, a+b, b) | (a, b) ∈ R2}.
On en déduit que u = (1, 0, 1) /∈ Vect(v1, v2) car 1 + 1 ̸= 0. Or, (1, 0, 1) ∈ R3 donc
Vect(v1, v2) ̸= R3.

III. — Familles libres, familles génératrices, bases

1) Familles libres

Définition 26

Soit F = (v1, v2, ..., vp) une famille de vecteurs de Rn.
• On dit que F est une famille libre (ou famille linéairement indépendante) si

∀(λ1, λ2, ..., λp) ∈ Rp
p∑

k=1
λkvk = 0Rn ⇐⇒ (λ1, λ2, ..., λp) = (0, 0, ..., 0).

Autrement dit, une famille est libre si la seule combinaison linéaire de ses vecteurs
qui soit nulle est la combinaison dont tous les coefficients sont nuls.
• Si la famille F n’est pas libre, on dit qu’elle est liée.

Exemple 27.
1. On pose e1 = (1, 0, 1, 1), e2 = (0, 1, 1, 1), e3 = (2, 1, 0,−1) et e4 = (1, 1, 0, 0). Montrer que

(e1, e2, e3, e4) est une famille libre de R4.



2. On pose e1 = (0, 1), e2 = (1, 1) et e3 = (2,−5). Montrer que (e1, e2, e3) est une famille
liée de R2.

Solution.
1. Soit a, b, c et d des réels. Alors, ae1 + be2 + ce3 +de4 = (a+2c+d, b+ c+d, a+ b, a+ b− c)

donc

a1 + be2 + ce3 + de4 = 0R4 ⇐⇒


a + 2c + d = 0
b + c + d = 0
a + b = 0
a + b− c = 0

⇐⇒


a + d = 0
b + d = 0
a + b = 0
c = 0

⇐⇒


a = −d

b = −d

−2d = 0
c = 0

⇐⇒


a = 0
b = 0
d = 0
c = 0

Ainsi, a = b = c = d = 0 donc la famille (e1, e2, e3, e4) est libre.
2. On peut remarquer que 7e1 − 2e2 + e3 = 0R3 donc il existe (au moins) une combinaison

linéaire nulle de e1, e2 et e3 dont tous les coefficients ne sont pas nuls donc (e1, e2, e3) est
liée.

Remarque 28. Toute famille de vecteurs contenant 0Rn est liée car 1 · 0Rn = 0Rn .

Propriété 29

Soit u et v des vecteurs de Rn.
1. La famille (u) est libre si et seulement si u ̸= 0Rn .
2. La famille (u, v) est libre si et seulement si u et v ne sont pas colinéaires c’est-à-dire

si et seulement si, pour tout réel λ, u ̸= λv et v ̸= λu.

Démonstration.
1. Si u = 0R3 alors 1u = 0Rn et 1 ̸= 0 donc (u) est liée. Réciproquement, suppose que (u) est

liée. Alors, il existe λ ̸= 0 tel que λu = 0Rn et donc, d’après la Proposition 4, u = 0Rn .
Ainsi, (u) est liée si et seulement si u = 0Rn donc (u) est libre si et seulement si u ̸= 0Rn .

2. Si (u, v) est liée alors il existe deux réels non tous les deux nuls a et b tels que au + bv = 0.
Si a ̸= 0 alors u = − b

a
v donc, en posant λ = − b

a
, u = λv. Sinon, b ̸= 0 et alors v = −a

b
u

donc, en posant λ = −a
b
, v = λu. Ainsi, u et v sont colinéaires. Réciproquement, si u et v

sont colinéaires, alors soit il existe λ ∈ R, u = λv donc u− λv = 0Rn donc (u, v) est liée
(puisque (1,−λ) ̸= (0, 0)) soit il existe λ ∈ R tel que v = λu donc −λu + v = 0E donc
(u, v) est liée (puisque (−λ, 1) ̸= (0, 0)). Ainsi, (u, v) est liée si et seulement si u et v sont
colinéaires donc (u, v) est libre si et seulement si u et v ne sont pas colinéaires.

Remarque 30. Attention ! Le point 2. ne se généralise pas à plus de 2 vecteurs. Par exemple,
u = (1, 1, 1), v = (2, 1, 1) et w = (1, 0, 0) sont deux à deux non colinéaires mais u−v+w = (0, 0, 0)
donc (u, v, w) est liée.



Propriété 31

Soit F une famille de vecteurs de Rn. La famille F est liée si et seulement si un des vecteurs
de F est combinaison linéaire d’autres vecteurs de F .

Démonstration. Écrivons F = (v1, v2, ..., vp). Si F est liée alors il existe des scalaires λ1, λ2, ...,

λp non tous nuls tels que
p∑

k=1
λkvk = 0E. Quitte à modifier l’ordre des vecteurs, on peut supposer

que λ1 ≠ 0. Alors, v1 = − 1
λ1

p∑
k=2

λkvk =
p∑

k=2

(
−λk

λ1

)
vk donc v1 s’écrit comme combinaison

linéaire des autres vecteurs de F .
Inversement, si l’un des vecteurs de F s’écrit comme combinaison linéaire des autres vecteurs

de F , quitte à modifier l’ordre, on peut supposer qu’il s’agit de v1. Alors, il existe des scalaires λ2,

..., λp tels que v1 =
p∑

k=2
λkvk et donc v1 −

p∑
k=2

λkvk = 0Rn . Comme (1,−λ2, ...,−λp) ̸= (0, 0, ..., 0),

on en déduit que F est liée.
Ainsi, F est liée si et seulement si l’un des ses vecteurs est combinaison linéaire des autres.

Remarque 32. On en déduit qu’une famille est libre si et seulement si aucun de ses vecteurs ne
peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille.

Méthode 33

• Pour montrer qu’une famille est libre, on écrit une combinaison linéaire nulle et on
montre que tous les coefficients sont égaux à 0.
• Pour montrer qu’une famille est liée, on essaie d’exprimer un vecteur en fonction des

autres.

Exemple 34. On se place dans R3 et on considère les vecteurs u1 = (1,−1, 0), u2 = (−1, 2, 1),
u3 = (−1, 1, 1) et u4 = (1, 0, 1)

1. Montrer que (u1, u2, u3) est libre.
2. Montrer que (u1, u2, u4) est liée.

Solution.
1. Soit a, b et c des réels. Alors,

au1 + bu2 + cu3 = 0R3 ⇐⇒


a− b− c = 0 L1

−a + 2b + c = 0 L2

b + c = 0 L3

⇐⇒


a− b− c = 0 L1

b = 0 L2 ← L2 + L1

b + c = 0 L3

⇐⇒


a− b− c = 0 L1

b = 0 L2 ← L2 + L1

c = 0 L3 ← L3 − L2

On obtient un système échelonné avec 3 pivots donc de rang 3. Ainsi, le système est un
système de Cramer homogène donc son unique solution est (0, 0, 0). Ainsi, a = b = c = 0
donc la famille (u1, u2, u3) est libre.

2. On peut remarquer que u4 = 2u1 + u2 donc (u1, u2, u4) est liée.



Propriété 35

Soit F une famille de vecteurs de Rn et G une famille obtenue à partir de F en enlevant
éventuellement des vecteurs. Si F est libre alors G est libre.

Démonstration. Supposons que F = (v1, v2, ..., vp) et, quitte à renuméroter, on peut supposer

que G = (v1, v2, ..., vm) avec m ⩽ p. Soit λ1, λ2, ..., λm des scalaires tels que
m∑

k=1
λkvk = 0. Alors,

en posant λm+1 = · · · = λp = 0, on a toujours
p∑

k=1
λkvk = 0. Comme F est libre, on en déduit

que tous les λk sont nuls et, en particulier, λ1 = λ2 = · · · = λm = 0 donc G est libre.

Remarque 36. Autrement dit, toute sous-famille d’une famille libre est libre.

2) Familles génératrices

Définition 37

Soit F un sous-espace vectoriel de Rn et F une famille de vecteurs de F . On dit que F est
une famille génératrice de F si F = Vect(F).
Autrement dit, une famille (v1, v2, ..., vp) de vecteurs de F est génératrice si, pour tout

vecteur v ∈ F , il existe (λ1, λ2, ..., λp) ∈ Rp tel que v =
p∑

k=1
λkvk.

Exemple 38. Déterminer une famille génératrice de F = {(x ; y ; z) ∈ R3 | x + 2y + 3z = 0}.
Solution. Par définition,

F = {(x ; y ; z) ∈ R3 | x = −2y − 3z}
= {(−2y − 3z ; y ; z) | (y ; z) ∈ R2}
= {y (−2 ; 1 ; 0) + z (−3 ; 0 ; 1) | (y ; z) ∈ R2}
= Vect((−2 ; 1 ; 0) , (−3 ; 0 ; 1))

donc ((−2 ; 1 ; 0) , (−3 ; 0 ; 1)) est une famille génératrice de F .
Remarque 39.

1. Par définition, une famille de vecteurs F est génératrice de l’espace vectoriel Vect(F).
2. Dans la pratique, montrer qu’un ensemble F s’écrit sous la forme F = Vect(F) permet

à la fois de montrer que F est un sous-espace vectoriel de Rn et d’en déterminer une
famille génératrice.

Propriété 40

Soit F un sous-espace vectoriel de Rn, F une famille de vecteurs de F et G une famille
obtenue à partir de F en ajoutant éventuellement des vecteurs de F . Si F est génératrice
de F alors G est génératrice de F .

Démonstration. Supposons que F = (v1, v2, ..., vp) et que G = (v1, v2, ..., vp, vp+1, vm) avec m ⩾ p.
Soit x ∈ F . Alors, comme F est génératrice de F , il existe des scalaires λ1, λ2, ..., λp tels que

x =
p∑

k=1
λkvk. Alors, en posant λp+1 = · · · = λm = 0, on a toujours x =

m∑
k=1

λkvk donc G est

génératrice de F .



Remarque 41. Autrement dit, toute famille de vecteurs de F ayant une sous-famille génératrice
de F est une famille génératrice de F .

3) Bases

Définition 42

Soit F un sous-espace vectoriel de Rn. On dit qu’une famille de vecteurs F de F est une
base de F si F est à la fois libre et génératrice de F .

Exemple 43.
1. Montrer que B1 = ((1,−2), (1,−1)) est une base de R2.
2. Montrer que B2 = ((1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)) est une base de R3.
3. Montrer que B3 = ((1,−2), (1,−1), (2, 1)) n’est pas une base de R2.

Solution.
1. Comme les deux vecteurs (1,−2) et (1,−1) ne sont pas colinéaires, la famille B1 est libre.

De plus, on a vu dans l’Exemple 22 que B1 est une famille génératrice de R2 donc on
conclut que B1 est une base de R2.

2. Soit a, b et c des réels et u = (x, y, z) ∈ R3. Alors,

a(1, 0, 0) + b(1, 1, 0) + c(1, 1, 1) = u⇐⇒


a + b + c = x

b + c = y

c = z

On obtient un système échelonné avec 3 pivots donc c’est un système de Cramer. Ainsi,
pour tout u, il existe (au moins) un triplet (a, b, c) de réels tels que u = a(1, 0, 0) +
b(1, 1, 0) + c(1, 1, 1) donc B2 est une famille génératrice de R3. De plus, ce triplet est
unique donc pour u = 0R3 , l’unique solution est (a, b, c) = (0, 0, 0), ce qui prouve de B2
est une famille libre. On conclut donc que B2 est une base de R3.

3. Soit a, b et c des réels. Alors,

a(1,−2) + b(1,−1) + c(2, 1) = 0R2 ⇐⇒

a + b + 2c = 0 L1

−2a− b + c = 0 L2

⇐⇒

a + b + 2c = 0 L1

b + 5c = 0 L2 ← L2 + 2L1

⇐⇒

a− 5c + 2c = 0
b = −5c

⇐⇒

a = 3c

b = −5c

Ainsi, en prenant, par exemple c = 1, on obtient a = 3 et b = −5 donc

3(1,−2)− 5(1,−1) + (2, 1) = (0, 0)

donc B3 n’est pas libre. Par conséquent, B3 n’est pas une base de R2.



Théorème 44

Soit F un sous-espace vectoriel de Rn et F une famille de vecteurs de F . Alors, F est une
base de F si et seulement si tout vecteur de F s’écrit de manière unique comme combinaison
linéaire des vecteurs de F .
Autrement dit, une famille (v1, v2, ..., vp) de vecteurs de F est une base de F si et seulement
si, pour tout vecteur v de F , il existe un unique p-uplet (λ1, λ2, ..., λp) ∈ Rp tel que

v =
p∑

k=1
λkvk.

Démonstration. Supposons que F = (v1, v2, ..., vp) soit une base de E. Alors, en particulier, F

est génératrice donc, pour tout x ∈ F , il existe des scalaires λ1, λ2, ..., λp tels que x =
p∑

k=1
λkvk.

Supposons qu’il existe des scalaires µ1, µ2, ..., µp tels que x =
p∑

k=1
µkvk. Alors,

p∑
k=1

λkvk =
p∑

k=1
µkvk

donc
p∑

k=1
λkvk −

p∑
k=1

µkvk = 0Rn i.e.
p∑

k=1
(λk − µk)vk = 0Rn . Comme F est libre, on en déduit que

pour tout k ∈ J1, pK, λk − µk = 0 donc λk = µk. Ainsi, l’écriture x =
p∑

k=1
λkvk est unique.

Réciproquement, supposons que F = (v1, v2, ..., vp) soit une famille de vecteurs de F telle
que tout vecteur v ∈ F s’écrive de façon unique comme combinaison linéaire des vecteurs de F .
Ainsi, tout vecteur de F est une combinaison linéaire des vecteurs de F donc F est génératrice.

De plus, si λ1, λ2, ..., λp sont des scalaires tels que
p∑

k=1
λkvk = 0Rn alors

p∑
k=1

λkvk =
p∑

k=1
0vk donc,

par unicité de la décomposition, pour tout k ∈ J1, pK, λk = 0 donc F est libre. Ainsi, F est une
base de F .

On a donc bien montré l’équivalence annoncée.

Exemple 45. Tout vecteur v de R3 s’écrit de manière unique sous la forme v = (a, b, c) i.e. sous
la forme v = a(1, 0, 0) + b(0, 1, 0) + c(0, 0, 1) donc ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) est une base de R3.

L’exemple précédent se généralise à n’importe quel espace vectoriel Rn. Tout vecteur v de
Rn s’écrit de manière unique v = (v1, v2, ..., vn) c’est-à-dire

v = v1(1, 0, 0, ..., 0) + v2(0, 1, 0, ..., 0) + · · ·+ vi(0, 0, ..., 0, 1
↑
ie

, 0, ..., 0) + · · ·+ vn(0, 0, ..., 0, 1)

Définition 46

Pour tout i ∈ J1, nK, on note ei le vecteur de Rn dont toutes les coordonnées sont nulles sauf
la i-ème qui égale à 1. Alors, (e1, e2, ..., en) est une base de Rn appelée la base canonique
de Rn. On la notera Bcan.

Exemple 47.
1. La base canonique de R2 est Bcan = ((1, 0), (0, 1)).
2. La base canonique de R3 est Bcan = ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)).
3. La base canonique de R4 est Bcan = ((1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)).



IV. — Dimension d’un sous-espace vectoriel

1) Définition

Théorème et définition 48. — (admis)

Soit F un sous-espace vectoriel de Rn différent de {0Rn}. Alors, F admet des bases et toutes
les bases de F ont le même cardinal p. Ce nombre p est appelé la dimension de F et on le
note dim(F ). On convient, de plus, que dim({0Rn}) = 0.

Exemple 49. On a vu que la base canonique de Rn est composée de n vecteurs donc dim(Rn) = n.
Ainsi, toute base de Rn est également composée de n vecteurs.

Exemple 50. Montrer que F = {(x, y, z, t) ∈ R4 | 4x + 3y + 2z + t = 0} est un sous-espace
vectoriel de R4 de dimension 3.

Solution. On remarque que

F = {(x, y, z, t) ∈ R4 | t = −4x− 3y − 2z}
= {(x, y, z,−4x− 3y − 2z) | (x, y, z) ∈ R3}
= {x(1, 0, 0,−4) + y(0, 1, 0,−3) + z(0, 0, 1,−2) | (x, y, z) ∈ R3}

donc, en posant e1 = (1, 0, 0,−4), e2 = (0, 1, 0,−3) et e3 = (0, 0, 1,−2), F = Vect(e1, e2, e3).
Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de R4 et (e1, e2, e3) en est une famille génératrice.
Soit a, b et c des réels. Alors,

ae1 + be2 + ce3 = 0R4 ⇐⇒


a = 0
b = 0
c = 0
−4a− 3b− 2c = 0

⇐⇒


a = 0
b = 0
c = 0

donc la famille (e1, e2, e3) est libre et c’est donc une base de F . Comme elle comporte 3 vecteurs,
on conclut que dim(F ) = 3.

Définition 51

Soit F un sous-espace vectoriel de Rn.
1. Si dim(F ) = 1, on dit que F est une droite vectorielle de Rn.
2. Si dim(F ) = 2, on dit que F est un plan vectoriel de Rn.

Exemple 52.
1. Démontrer que F = {(x, y, z) ∈ R3 | x + y − 2z = 0} est un plan vectoriel de R3.
2. Démontrer que G = {(x, y, z) ∈ R3 | x − y + 3z = 0 et x + y − z = 0} est une droite

vectorielle de R3.

Solution.
1. On remarque que

F = {(x, y, z) ∈ R3 | y = −x + 2z}
= {(x,−x + 2z, z) | (x, z) ∈ R2}
= {x(1,−1, 0) + z(0, 2, 1) | (x, z) ∈ R2}



donc, en posant e1 = (1,−1, 0) et e2 = (0, 2, 1), on a F = Vect(e1, e2). De plus, les deux
vecteurs e1 et e2 ne sont pas colinéaires donc (e1, e2) est libre et ainsi (e1, e2) est une base
de F . Dès lors, dim(F ) = 2 donc F est un plan vectoriel de R3.

2. On remarque que
G = {(x, y, z) ∈ R3 | y = x + 3z et x + (x + 3z)− z = 0}

= {(x, y, z) ∈ R3 | y = x + 3z et 2x + 2z = 0}
= {(x, y, z) ∈ R3 | y = −2x et z = −x}
= {(x,−2x,−x) | x ∈ R}
= {x(1,−2,−1) | x ∈ R}

donc G = Vect((1,−2,−1)). Comme (1,−2,−1) est non nul, ((1,−2,−1)) est libre donc
((1,−2,−1)) est une base de G. Ainsi, dim(G) = 1 donc G est une droite vectorielle de
R3.

2) Liens entre dimension, famille libre et famille génératrice

Propriété 53. — (admise)

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension p de Rn et F une famille de k vecteurs de F .
1. Si F est libre alors k ⩽ p.
2. Si F est génératrice alors k ⩾ p.
3. Si k = p alors il y a équivalente entre

• F est libre • F est génératrice de F • F est une base de F .

Remarque 54. Soit F un sous-espace vectoriel de dimension p de Rn.
1. Une famille de k vecteurs avec k > p est liée et une famille de k vecteurs avec k < p n’est

pas génératrice.
2. Pour montrer qu’une famille de p = dim(F ) vecteurs de F est une base, il suffit de

montrer qu’elle est libre ou qu’elle est génératrice.
Exemple 55.

1. Justifier que B1 = ((1, 1), (1, 0)) est une base de R2.
2. Justifier que B2 = ((1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 1)) est une base de R4.
Solution.
1. Montrons que B1 est libre. Soit a et b deux réels tels que a(1, 1) + b(1, 0) = (0, 0). Alors,

(a + b, a) = (0, 0) donc a + b = 0 et b = 0 et ainsi a = b = 0. Dès lors, la famille B1 est
libre. Or, dim(R2) = 2 donc, comme B1 est une famille libre de 2 vecteurs de R2, on
conclut que B1 est une base de R2.

2. Posons e1 = (1, 1, 0, 0), e2 = (1, 0, 1, 0), e3 = (1, 0, 0, 1) et e4 = (0, 0, 1, 1). Montrons que
B2 est libre. Soit a, b, c et d des réels. Alors,

ae1 + be2 + ce3 + de4 = (0, 0, 0, 0)⇐⇒


a + b + c = 0
a = 0
b + d = 0
c + d = 0

⇐⇒


−2d = 0
a = 0
b = −d

c = −d

⇐⇒


d = 0
a = 0
b = 0
c = 0

.

Ainsi, a = b = c = d = 0 donc B2 est libre. Comme dim(R4) = 4 et comme B2 est une
famille libre de R4 composée de 4 vecteurs, on conclut que B2 est une base de R4.



Propriété 56

Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de Rn.
1. Si F ⊂ G alors dim(F ) ⩽ dim(G).
2. Si F ⊂ G et si dim(F ) = dim(G) alors F = G.

Démonstration.
1. Si F = {0Rn} alors F est de dimension finie et dim(F ) = 0 ⩽ dim(G).

Supposons F ̸= {0Rn}. Alors, l’ensemble L des familles libres de F est non vide.
Considérons l’ensemble N des nombres de vecteurs des éléments de L c’est-à-dire
l’ensemble des nombres de vecteurs des familles libres de F . Alors, N est une partie non
vide de N et elle est majorée par n d’après la Propriété 53. Ainsi, elle admet un plus
grand élément m. Considérons alors une famille (v1, v2, ..., vm) ∈ L de m vecteurs. Soit
x ∈ F . La famille F = (v1, v2, ..., vm, x) est une famille de m + 1 vecteurs de F donc, par
maximalité de m, cette famille est liée. Ainsi, il existe des scalaires non tous nuls λ1, λ2,
..., λm et λ tels que λ1v1 + · · ·+ λmvm + λx = 0Rn . Si λ = 0, on a λ1v1 + · · ·+ λmvm = 0Rn

donc, comme F est libre, λ1 = λ2 = · · · = λk = 0 ce qui contredit le fait que λ1, λ2, ...,
λm et λ sont non tous nuls. Ainsi, λ ̸= 0 et donc x = −λ1

λ
− · · · − λm

λ
vm donc F est une

famille génératrice de F . Comme F est libre, on en déduit que F est une base de F donc
dim(F ) = m. Or, comme F ⊂ G, F est une famille libre de vecteurs de G donc m ⩽ n
d’après la Propriété 53. Ainsi, dim(F ) = m ⩽ dim(G).

Supposons que dim(F ) = dim(G). Alors, F est une famille libre de vecteurs de G
contenant m = dim(G) vecteurs dont F est une base de G d’après la Propriété 53. On
en déduit que G = Vect(F) = F .

Remarque 57. En particulier, si F est un sous-espace vectoriel de Rn alors dim(F ) ⩽ n et si, de
plus, dim(F ) = n alors F = Rn.

V. — Représentation matricielle et rang d’une famille de
vecteurs

1) Représentation matricielle d’une famille de vecteurs dans une base
Dans tout ce paragraphe, on considère un sous-espace vectoriel F de Rn de dimension p et

on se donne une base B = (e1, e2, ..., ep) de F .
Par théorème, tout vecteur v de F peut s’écrire de manière unique sous la forme

v = λ1e1 + λ2e2 + · · ·+ λpep.

On dit alors qu’on a décomposé le vecteur v dans la base B.



Définition 58

Avec les notations précédentes,
1. les scalaires λ1, λ2, ..., λp sont appelés les coordonnées de v dans la base B.

2. la matrice colonne


λ1
λ2
...

λp

 est appelée la matrice des coordonnées v dans la base

B et on la note MatB(v).

Exemple 59. On se place dans R3. Déterminer les coordonnées du vecteur v = (1, 2, 3) dans la
base

B = ((1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1))

et en déduire la matrice des coordonnées de v dans la base B.

Solution. On remarque que v = −(1, 0, 0)− (1, 1, 0) + 3(1, 1, 1) donc les coordonnées de v

dans la base B sont (−1,−1, 3). Ainsi, MatB(v) =

−1
−1
3

.

Définition 60

Si F = (v1, v2, ..., vk) est une famille de k vecteurs de F , on appelle matrice de F dans la
base B, notée MatB(F), la matrice de Mp,k(R) telle que, pour tout j ∈ J1, kK, la j-ème
colonne de MatB(F) est composée des termes de la matrice colonne MatB(vj).

Exemple 61. Dans R3, on considère la famille de vecteurs F = (u, v, w) où u = (1,−1, 2),
v = (−4, 0, 5) et w = (1, 2, 1).

1. Déterminer la matrice de F dans la base canonique de R3.
2. Déterminer la matrice de F dans la base B = ((1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)) de R3.

Solution.

1. La matrice de F dans la base canonique est

 1 −4 1
−1 0 2
2 5 1

.

2. On remarque que
u = 2(1, 0, 0)− 3(1, 1, 0) + 2(1, 1, 1),
v = −4(1, 0, 0)− 5(1, 1, 0) + 5(1, 1, 1),
w = −(1, 0, 0) + (1, 1, 0) + (1, 1, 1)

donc la matrice de F dans la base B est

 2 −4 −1
−3 −5 1
2 5 1

.



2) Rang d’une famille de vecteurs

Définition 62

Soit F une famille de vecteurs de Rn. On appelle rang de F et on note rg(F) la dimension
de Vect(F).

Remarque 63. Si la famille F est libre alors c’est une base de Vect(F) donc rg(F) = Card(F).

Théorème 64. — (admis)

Soit F une famille de vecteurs de Rn et B une base de Rn. Alors,

rg(F) = rg(MatB(F)).

Remarque 65. Autrement dit, la dimension du sous-espace engendré par une famille de vecteurs
est égale au nombre de pivots de la matrice de cette famille dans n’importe quelle base de Rn.

Exemple 66. Déterminer de deux façons différentes le rang de la famille F = (u, v, w, t) de R3

où u = (1,−1, 1), v = (2, 1, 2), w = (1, 2, 1) et t = (0, 3, 0).

Solution.
Méthode 1. La matrice de F dans la base canonique de R3 est 1 2 1 0

−1 1 2 3
1 2 1 0


On associe à cette matrice le système

(S)


a + 2b + c = 0 L1

−a + b + 2c + 4d = 0 L2

a + 2b + c = 0 L3

.

Or,

(S)⇐⇒


1 a + 2b + c = 0 L1

3 b + 3c + 4d = 0 L2 ← L2 + L1

0 = 0 L3 ← L3 − L1

On obtient un système échelonné avec deux pivots donc le rang de (S) est 2. Par suite, le rang
de la matrice est 2 et ainsi rg(F) = 2.

Méthode 2. Comme Vect(F ) est un sous-espace de R3, il est de dimension au plus dim(R3) = 3.
On remarque (u, t) est une famille libre car ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires. De plus,
on remarque v = u + t et que w = 2u + t. Ainsi, v et w appartiennent à Vect(u, t) donc
Vect(F) = Vect(u, t). Ainsi, (u, t) est une base de Vect(F) donc dim(Vect(F)) = 2 et donc, par
définition, rg(F) = 2.



Propriété 67

Soit F un sous-espace vectoriel de Rn de dimension p et F = (v1, v2, ..., vk) une famille de k
vecteurs de F .

1. F est une famille libre si et seulement si rg(F) = k ;
2. F est une famille génératrice de F si et seulement si rg(F) = p

3. F est une base de F si et seulement si rg(F) = k = p.

Démonstration.
1. Supposons que F est libre. Alors, F est une base de Vect(F) donc k = dim(Vect(F)) =

rg(F). Réciproquement, supposons que k = rg(F). Alors, dim(Vect(F)) = k donc,
puisque F est génératrice de Vect(F), d’après la Propriété 53, F est libre.

2. Supposons que F est génératrice de F . Alors, Vect(F) = F donc rg(F) = dim(Vect(F)) =
dim(F ) = p. Réciproquement, supposons que rg(F) = p. Alors, dim(Vect(F)) = dim(F )
donc, comme Vect(F) ⊂ F , d’après la Propriété 56, Vect(F) = F donc F est une
famille génératrice de F .

3. D’après les deux points précédents, F est une base si et seulement si rg(F) = k et
rg(F) = p donc si et seulement si rg(F) = k = p.

Exemple 68. Démontrer que, quels que soient les éléments a, b, c, d, e et f de R, la famille
((1, a, b, c), (0, 2, d, e), (0, 0, 3, f), (0, 0, 0, 4)) est une base de R4.

Solution. Soit a, b, c, d, e et f des éléments de R. La matrice de la famille considérée dans
la base canonique de R4 est

M =


1 0 0 0
a 2 0 0
b d 3 0
c e f 4


Ainsi,

tM =


1 a b c
0 2 d e
0 0 3 f
0 0 0 5

 .

Le système homogène associé à tM est un système échelonné possédant 4 pivots donc rg(tM) = 4.
Or, par propriété, rg(tM) = rg(M) donc rg(M) = 4. Ainsi, le rang de la famille est 4 qui est
égal à la dimension de R4 donc cette famille est une base de R4.


