¢ Chapitre 16. — Suites réelles

I. — Généralités

1) Définition (Rappels)

Définition 1

Une suite réelle u est une fonction définie sur une partie A de N et a valeurs dans R.

Remarque 2. Plus concretement, une suite peut étre vue comme une liste de nombres indexés
par une partie A de N. Les différents nombres de la liste sont appelés les termes de la suite.
L’entier n associé au terme u(n) est appelé le rang de u(n).
Notation 3. On considere une suite u: A — R ou A C N.

1. Pour tout n € A, le terme u(n) de la suite u se note également u,, (« u indice n »).

2. La suite u se note également (u(n)),eca ou encore (uy,)eca. Pour alléger les notations, on

la note également (u(n)) ou (uy).

& I1 ne faut pas confondre w,, qui désigne le terme de rang n de la suite (c’est donc un nombre
réel) et (u,) qui désigne la suite u (c’est donc une fonction).

2) Mode de génération d’une suite

Il existe différentes facons de définir une suite.

a) Par une expression explicite

On peut définir une suite par une expression explicite de u,, en fonction de n pour tout n € A.
C’est la facon la plus simple et la plus directe de définir une suite. Elle permet en particulier de
calculer n’importe quel terme de la suite.

n

2n+1

Exemple 4. On considere la suite (u,) définie, pour tout n € N, par u,, = . Alors, on

peut calculer directement wuy :
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Remarque 5. La suite arithmétique (u,) de premier terme ug = a et de raison r est définie
explicitement par : pour tout n € N, u,, = a + nr et la suite géométrique (u,,) de premier terme
ug = a et de raison ¢ est définie explicitement par : pour tout n € N, u,, = aq™.

b) Par une relation de récurrence

Une autre facon de définir une suite consiste a donner son premier terme et une relation
permettant, connaissant un terme, de calculer le suivant. Une telle relation s’appelle une relation
de récurrence.

Il s’agit d’une facon un peu plus compliquée et surtout beaucoup moins directe de définir
une suite. En particulier, pour déterminer un terme, il faut connaitre le précédent.

Exemple 6. On considere la suite (u,) définie par : uy = 1 et, pour tout entier n € N, par

. Calculer uy.

Un4+1 =
n



Remarque 7. La suite arithmétique (u,,) de premier terme ug = a et de raison r est définie par
récurrence par : uy = a et, pour tout n € N, u,.; = u, + r et la suite géométrique (u,) de
premier terme ug = a et de raison g est définie par récurrence par : ug = a et, pour tout n € N,
Up+1 = qUp.

& Il ne faut pas confondre u,,; et u, + 1. Dans le premier cas, on ajoute 1 a n alors que,
dans le second, on ajoute 1 a u,.

Remarque 8. 1l est possible de définir une suite par une relation de récurrence liant plus de deux
termes consécutifs.

Exemple 9. On considére la suite (u,) définie par ug = 0, u;y = 1 et, pour tout n € N,
Upio = 3Upyq — Uy Calculer uy.

3) Représentation graphique

On peut représenter graphiquement une suite u : A — N dans un repeére par ’ensemble des
points de coordonnées (n,u,) lorsque n € A. Une telle représentation s’appelle un nuage de
points.

L’ensemble A étant en général infini, on ne représentera dans la pratique qu’une partie du
nuage de points correspondant aux premieres valeurs de n.

3n+1
Exemple 10. On considere la suite (u,) définie par : pour tout n € N, u,, = 2: )
On peut représenter la suite (u,,) par le nuage de points suivants :
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4) Opérations sur les suites

Les opérations vues sur les fonctions s’appliquent aux suites qui sont des fonctions particulieres.
Ainsi, si u = (u,,) et v = (v,,) sont deux suites définies a partir du rang N et si A et p sont des
réels, on définit

e la suite w = A\u + pv par : pour tout entier n > N, w,, = Au,, + pv,;

e la suite £ = ww par : pour tout entier n > N, t, = u,v, ;
U u

e si, pour tout n > N, v, # 0, la suite s = — par : pour tout entier n > N, s, = —;
v Un

Exemple 11. On considere les suites a et b définies par ay = 2, by = 4 et, pour tout n € N,

an + 2b, a, + 4b,
pi1 = ——— et by g = ——.

Montrer que s = b — a est une suite géométrique et que t = 3a + 10b est une suite constante.

En déduire, pour tout n € N, les expressions de s, et de t,, en fonction de n puis celle de a,, et
de b,, en fonction de n.



II. — Variations

1) Définitions

— Définition 12 2
Soit N un entier naturel et (u,) une suite réelle définie (au moins) a partir du rang N. On
dit que :

e (u,) est croissante & partir du rang N si, pour tout entier n = N, ;1 = Uy ;

e (u,) est décroissante a partir du rang N si, pour tout entier n = N, u,11 < Uy ;

e (u,) est monotone a partir du rang N si elle ne change pas de variations & partir

)
)
e (u,) est constante a partir du rang N si, pour tout entier n > N, tp11 = Uy ;
)
du rang N (i.e. si (u,) reste croissante ou reste décroissante a partir du rang N).
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Nuage de points d’une suite croissante Nuage de points d’une suite décroissante

Remarque 13.

1. Il existe des suites qui ne sont pas monotones. Par exemple, la suite (u,) définie, pour
tout n € N, par u, = (—1)". En effet, si n est pair alors (—1)" = 1 et (—1)""! = —1
donc u,, > u, 4 mais, si n est impair, (—1)" = —1 et (—1)""! =1 donc u,, < u,11. Ainsi,
la suite (u,) change constamment de variation. C’est le cas de toutes les suites qui ont
un signe qui change en fonction de la parité de n. Ces suites sont appelées des suites
alternées.

2. Si, dans la définition précédente, les inégalités sont strictes, on parle de suite strictement
croissante ou strictement décroissante.

3. Par définition, les suites constantes sont a la fois croissantes et décroissantes et ce sont
les seules a posséder cette propriété.

2) Méthodes d’étude des variations

Pour étudier les variations d’une suite (u,) (au moins a partir d’'un certain rang N), on
dispose de diverses méthodes.



Méthode 14 : utiliser la définition

Comparer directement u,, et wu,11

1
n+1

Exemple 15. Etudier les variations de la suite (uy,) définie, pour tout n € N, par u,, =

Méthode 16 : étudier le signe de u, 1 — u,

Si, pour tout n = N, u,41 — u, = 0 alors (u,) est croissante a partir du rang N et si, pour
tout n > N, u,q1 — u, < 0 alors (u,) est décroissante a partir du rang N

Exemple 17. Etudier les variations de la suite (u,,) définie, pour tout n € N, par u,, = n*—5n+1.

( Méthode 18 : comparer Untl ot 1 )
U,

On suppose que (u,,) est une suite a termes strictement positifs.
Un+1

Si, pour tout n > N, > 1 alors (u,) est croissante a partir du rang N et si, pour tout

n

u
"1 < 1 alors (u,) est décroissante & partir du rang N.

n=>=N,

n

. J

n

Exemple 19. Etudier les variations de la suite (u,) définie, pour tout n € N, par u, = e

Méthode 20 : étudier les variations d’une fonction

On suppose qu’il existe une fonction f telle que, pour tout n € N, u,, = f(n). Si f est
croissante (resp. décroissante) sur [N ;4o00| alors (u,) est croissante (resp. décroissante) a
partir du rang N.

n—3

Exemple 21. Etudier les variations de la suite (uy,) définie, pour tout n € N, par u,, = SR
n

Méthode 22 : utiliser un raisonnement par récurrence

Pour montrer que (u,) est croissante (resp. décroissante) a partir du rang N, on peut
démontrer par récurrence que la proposition P, : « U1 = Uy, » (0u Py, @ « Upyq < Uy ») est
vraie pour tout n > N.

Exemple 23. Etudier les variations de la suite (u,) définie par uy = 3 et, pour tout n € N,
Up+1 = 0,3u, + 1.

Remarque 24.

1. Plusieurs méthodes peuvent fonctionner pour une méme suite. Le premier exemple peut
tout aussi bien s’étudier avec la méthode 16 ou la méthode 20.

2. La méthode 16 est celle qu’on utilise le plus souvent et c’est celle qu’il faut privilégier.

3. La méthode 18 peut aussi s’appliquer pour des suites a valeurs strictement négatives
mais il faut changer le sens de l'inégalité quand on multiplie par u,. Elle s’applique
principalement aux suites contenant des produits (notamment des puissances). Dans tous
les cas, elle ne s’applique pas aux suites dont les termes changent de signe!



III. — Suites majorées, minorées, bornées

— Définition 25 )

Soit N un entier naturel et (u,) une suite réelle définie a partir du rang N. On dit que :
e (u,) est majorée s’il existe un réel M tel que, pour tout n > N, u, < M.
On dit alors que M est un majorant de la suite (uy,)n>n.
e (u,) est minorée s’il existe un réel m tel que, pour tout n > N, u, = m.
On dit alors que m est un minorant de la suite (u,)n>n-

e (u,) est bornée si elle est a la fois majorée et minorée i.e. s’il existe deux réels m et
M tels que, pour tout entier n > N, m < u,, < M.

. J

Remarque 26. Un majorant (resp. un minorant) n’est pas unique. En effet,; si M est un majorant
d’une suite (u,)n>n alors tout nombre réel M’ > M (resp. m’ < m) est également un majorant
(resp. un minorant) de (u,),>n car, pour tout entier n > N, u, < M < M’ (resp. u, = m > m').

Exemple 27 (A CONNAITRE). Démontrer que les suites (uy), (v,) et (w,) définies, pour tout
entier naturel n, par u, = cos(n), v, = sin(n) et w, = (—1)" sont bornées.

Exemple 28. Démontrer que la suite (¢,) définie par

est bornée.

Exemple 29. Démontrer que la suite (s, ) définie par
VneN, s,=n*—n+1

est minorée.

Exemple 30. On considere la suite (b,,) définie par by = 1 et, pour tout n € N, b1 = /b, + 2.
1. Montrer par récurrence que (b,) est majorée par 2.

2. La suite (b,) est-elle bornée ?

Exemple 31 (A CONNAITRE). Démonter que toute suite croissante (resp. décroissante) est
minorée (resp. majorée).

Propriété 32

Une suite (u,,) est bornée si et seulement si la suite (Ju,|) est majorée.

Exemple 33.

1. Montrer que la suite (u,) définie par :
Vn €N u, = 3cos(n)sin(n?) + 5(—1)"

est bornée.

2. Soit (v,) une suite géométrique de raison ¢ € [—1;1]. Montrer que (v,) est bornée.



IV. — Comportement asymptotique

1) Définitions

a) Suites convergentes

Définition 34

Soit (u,) une suite réelle. On dit que (u,) converge (ou est convergente) s’il existe un
réel ¢ tel que, pour tout réel € > 0, il existe un entier N (dépendant de ¢) tel que, pour tout
n>=N, |lu,— ¢ <e.

Cette définition signifie qu'on peut rendre ’écart entre les valeurs w,, de la suite et le nombre
¢ aussi petit que 'on veut deés que n est suffisamment grand.
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Propriété 35

Si une suite réelle (u,) converge alors le nombre ¢ de la définition précédente est unique.

— Définition 36 N

Si (uy,) converge, le réel ¢ de la définition précédente s’appelle la limite de (u,).

On note alors lim u, = ¢ ou u,, — /.
n—-+o00 n—-+00

. J

n
Exemple 37. Montrer, en utilisant la définition, que lim =
n—+oom 4+ 1

Remarque 38.

1. Par définition, une suite (u,) converge vers ¢ si et seulement si |u, — /| — 0. En
n—-+0o0

particulier, u,, — 0 si et seulement si |u,| —— 0.
n—+o00 n—+oo

2. S'il existe une fonction f définie sur un intervalle de la forme [a; +00] avec a € R telle
que, pour tout n > a, u, = f(n) et si f converge vers un réel £ en +o00 alors (u,) converge
vers {.



1
Exemple 39. Comme lim — =0, lim — =0.
T—>+00 \/5 n—+oo \/n

Propriété 40

Toute suite convergente est bornée.

b) Suites divergentes

Définition 41

On dit qu'une suite diverge (ou est divergente) si elle ne converge pas.

Exemple 42. Démontrer que la suite (u,,) définie par u,, = (—1)" diverge et en déduire que la
réciproque de la propriété 40 est fausse.

— Définition 43 )

Soit (u,) une suite réelle. On dit que :
[ ]

(un) tend (ou diverge) vers +oo si, pour tout réel A positif, il existe un entier N
(dépendant de A) tel que, pour tout n > N, u, > A. On note alors lim wu, = +00

n—-+0o0
ou U, — +090.
n—-+o0o

e (u,) tend (ou diverge) vers —oo si, pour tout réel B négatif, il existe un entier N
(dépendant de B) tel que, pour tout n > N, u, < B. On note alors lim u, = —oco

n—+00
ou u, — —OoQ.
n—-+o0o

\ N /

Remarque 44. En particulier, s’il existe une fonction f définie sur un intervalle de la forme
[a;+00] avec a € R telle que, pour tout n > a, u, = f(n) et si f diverge vers +00 (resp. —o0)
alors (u,) diverge vers +o0o (resp. —00).

Exemple 45. Comme lim 2? = +oo, lim n? = +oo.
T—>+00 n—-+o0o

( \

Propriété 46

La caractere convergeant ou divergeant d’une suite, ainsi que son éventuellement limite, est
indépendant des premiéres valeurs de la suite. En particulier, si (u,) est une suite admettant

une limite (finie ou infinie) ¢ alors lim w13 = ¢.
n——+00

2) Théorémes sur les limites
a) Limites de référence

Toutes les limites en +o00 vues dans le cadre des fonctions s’appliquent évidemment aux
suites. Ainsi, par exemple,

1. Pour tout entier £ > 1, lim n* = +oo et lim —=0;

n—-+o00 n—-+oo n,
2. lim /n=+o0;
3. lim " =400 et
n—-+o0o
4. lim In(n) = +oo;

n——+o00



b) Opérations sur les limites

On dispose des mémes propriétés sur les opérations que celles vues pour les fonctions.
Dans tous les tableaux suivants, (u,) et (v,) sont des suites réelles et ¢ et ¢ sont des réels.

1. Limite d’une somme

si (uy,) tend vers 14 14 14 +o00 —00 +00

et si (v,) tend vers v +o00 —00 +00 —00 —00

alors (u, + v,) tend vers

L’étude de (u,, —v,,) se ramene a celle d'une somme en écrivant que u,, — v, = U, + (—vy,).

2. Limite d’un produit

si (u,,) tend vers ¢ | L>0|4>0|4<0|l<0]| 400 | 400 | —0

et si (v,) tend vers v +o00 | —o00 | 400 | —00 | 400 | —00 | —00 | oo

alors (u,v,) tend vers

Les suites du type (kv,) ou k est un réel sont des cas particuliers de ce qui précede en
prenant pour (u,) la suite constante égale a k.

3. Limite d’un quotient

e Cas ou (v,) ne tend pas vers 0

si (u,) tend vers 14 14 +00 +00 —00 —00 +o00

et si (v,) tendvers | £/ #0 | +oo | >0 | <0 | V>0 ] <0 | oo

U
alors <n> tend vers

Un

e Cas ou (v,) tend vers 0

si (u,,) tend vers (>0| 400 | £>0] 400 | £<0 | —00 | £<0 | —00

et si (vy,) tend vers 0t 0t 0~ 0~ 0t 0t 0~ 0~

U
alors <"> tend vers

Un

4. Composition par une fonction

Théoréme 47

Soit f une fonction définie sur un intervalle 7. On suppose que (u,,) est une suite telle

que u,, € I pour tout n suffisamment grand et que (u,) tend vers une limite ¢ (finie

ou infinie). Si f admet une limite (finie ou infinie) en ¢ alors l_1>r}r1 flup) = liH} f(z).
n o T—r

Enfin, pour lever les indéterminations, on dispose des mémes outils que pour les fonctions :
factoriser par le terme prépondérant et multiplier par la quantité conjuguée lorsqu’on a une
différence de racines carrées.



Exemple 48. Dans chaque cas, déterminer la limite de (u,).

4
a)V?’LEN, fu'n:n——i_3 b)VTLEN, Un:\/n2+n—\/n2—|—1 C)Vn>27 Up = VN — 2
n?+n+1
1 1
d) Vn € N7, un:ﬁ+\/ﬁ e) Vn € N*, unzsin(ﬁ) f) vn € N, u, = n’e"

3) Limites et ordre

a) Comparaisons

Soit (uy) et (v,) deux suites réelles telles que, pour tout n (& partir d'un certain rang),
U, < v,. On suppose, de plus, que (u,) converge vers ¢ et que (v,) converge vers ¢'. Alors,
IR

Remarque 50.

1. En particulier, si (u,) est majorée (resp. minorée) par M (resp. m) a partir d’un certain
rang et si (u,) converge vers un réel £ alors £ < M (resp. u, > m).

2. Si on sait que u, < v, pour tout n (a partir d'un certain rang), on NE PEUT PAS en

déduire que ¢ < ¢’ mais seulement que ¢ < ¢'. Penser par exemple & u,, = 0 et v, = 1
n

Soit (uy), (d,) et (gn) trois suites réelles. On suppose que :
e pour tout entier n (& partir d'un certain rang), g, < u, < d;
e les suites (g,) et (d,) convergent vers la méme limite i.e. qu’il existe un réel ¢

tel que nl_lgloo Jn = nl_l)IJIrloo d, = /.

Alors, (u,) converge et nl_lgloo Uy = L.

Exemple 52. — Soit la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par

u n + cos(n)
T 2n (1)

Etudier la limite de la suite (u,).

Soit (uy,) et (a,) deux suites réelles. Soit N € N.

1. Si, pour tout n > N, a, < u, et si lim a, = +oo alors 1_1>IJIrl Uy = +00
n (o.¢]

n—4o0o
2. Si, pour tout n > N, u, < a, et si lim a, = —oco alors lim u, = —o0
n—+o0o n—+oo

Exemple 54. Etudier le comportement asymptotique des suites (u,) et (v,) définies, pour tout
entier n € N, par u, = n +sin(n) et v, = (—=1)" — n.



Propriété 55

Soit ¢ un réel.
e Si g < —1 alors (¢") diverge sans avoir de limite.
e Si|g| <1 (ie.si —1 < g < 1) alors (¢") converge vers 0.
e Si g =1 alors (¢") est constante égale a 1 donc converge vers 1.

e Sig > 1 alors (¢") diverge vers +o0.

Exemple 56. Etudier le comportement asymptotique des suites (uy,), (v,) et (w,) définies,

1
— v, =3"+0,5" et w, = 3" — 2"

pour tout n € N, par : u,, = o

b) Théoréme de la limite monotone

Théoréme 57 (Théoréme de la limite monotone)

Toute suite réelle monotone admet une limite (finie ou infinie). Plus précisément,

1. Une suite réelle croissante et non majorée diverge vers +o0.

)

Une suite réelle décroissante et non minorée diverge vers —oo.

=

Une suite réelle croissante et majorée par un réel M converge vers un réel ¢ < M.

.

Une suite réelle décroissante et minorée par un réel m converge vers un réel ¢ > m.

Remarque 58. 11 n’y a aucune raison a priori pour que, dans ce théoreme, { = M ou ¢ = m et
ce pour la bonne et simple raison que si (u,,) est majorée par M (resp. minorée par m), elle I'est
aussi par tout réel M’ > M (resp. par tout réel m’ < m).

Exemple 59. Soit a € ]0;1[. On considere la suite (u,) définie par ug = a et, pour tout n € N,
Uns1 = Up(1 — uy).

1. Etudier les variations de (uy,).

2. Démontrer par récurrence que (u,) est minorée par 0.

3. En déduire que (u,,) converge puis déterminer sa limite.

Un

Exemple 60. On consideére la suite (u,) définie par ug = 0 et, pour tout n € N, u, 1 =2—e~
1. Démontrer que (u,) est majorée par 2.
2. Démontrer par récurrence que (u,) est croissante.
3. En déduire que (u,) converge vers une limite /.
4. A-t-on ¢ =27

Exemple 61. On considere la suite (v,,) définie par vy = 0 et, pour tout n € N, v, 1 = e'".
1. Démontrer par récurrence que (v,) est croissante.
2. Démontrer que, pour tout réel z, e* > x + 1.

3. Déduire des questions précédentes la limite de (vy,).



V. — Suites équivalentes

— Définition 62 N

On considere deux suites (u,) et (v,) telles que (v,,) ne s’annule pas a partir d’'un certain
rang. Les suites (u,,) et (v,) sont dites équivalentes, si
Unp,

lim — =1.
n——+oo Un

On note alors u,, ~ v,,.

\ N /

Exemple 63.

1. Démontrer que n?> —n + 1 ~ n?.

2. Donner un équivalent simple de la suite (u,,) définie par : pour tout n € N, u,, = In(n?+1).

' M

Théoréme 64

1. Deux suites équivalentes sont de méme signe a partir d'un certain rang.

2. Deux suites équivalentes ont le méme comportement asymptotique : elles sont de
méme nature (convergente ou divergente) et si 'une admet une limite finie ou infinie,
alors I'autre possede la méme limite.

3. En particulier, si £ est un réel non nul alors u,, ~ /¢ si et seulement si lirf Uy = L.
- n——+0o0

L’objectif de I'utilisation des équivalents est de se ramener a une suite plus simple dont on
connait le comportement asymptotique.

( \

Propriété 65 (Propriété et opérations sur les suites équivalentes)

On considere des suites réelles (u,), (v,) et (wy,).
1. Si u, ~ v, alors v, ~ u, (symétrie)
2. Si u, ~ v, et v, ~ w, alors u, ~ w, (transitivité)
3. On peut multiplier les équivalents :
o siu, ~ v, et u, ~ v alors u,ul, ~ v,V ;
e siu, ~v, et A € R* alors Au,, ~ A\v, ;
o siu, ~ v, et @ € R alors ujy ~ vy et, en particulier, i ~ i et \/up ~ \/Up.
4. On ne peut pas additionner des équivalents.

5. On ne peut pas composer les équivalents avec une fonction.

Propriété 66

Une suite polynomiale est équivalente a son terme de plus haut degré.

Exemple 67. En utilisant des équivalents, déterminer la limite de (u,) dans chacun des cas
suivants :

nd+1 5 _ ny/n+3

1w, =n*—n24+1 2 u=— = .
Y nont Y n2+n-+1 Y n?+1



Propriété 68 (Equivalents usuels au voisinage de 0)

Si une suite réelle (u,,) tend vers 0 alors

e'r — 1~ u, In(1 + up) ~ uy, (14 u,)* =1~ au, (o € RY)
2
sin(u,) ~ Uy, cos(u,) — 1 ~ _u% tan(uy,) ~ uy,
Exemple 69.

1. Déterminer un équivalent simple de (u,,) définie par : pour tout n € N, u, =n (e% — 1).

1-— cos(ﬁ)
2. Déterminer un équivalent simple de (u,) définie par : pour tout n € N, u,, = ————

sin(1)
, . . 1\"
3. Déterminer lim (1—|—) .
n

n—-+o0o

VI. — Exercices

Exercice 1. Dans chacun des cas suivants, déterminer a partir de quel rang la suite (u,) est
définie puis calculer les 4 premiers termes de la suite (u,,).

a)u, =-n>+n+1; bu,=vV2n—9; ¢ un:sin<5ﬂ> ;o d) u, = (=)

n

Exercice 2. Dans chacun des cas suivants,
1. Calculer les 4 premiers termes de la suite (u,).

2. Conjecturer, pour tout n € N, 'expression de u,, en fonction de n puis démontrer cette

conjecture.
up =1 uy =0 up = —1
a) {° ;b)) o] ; ©) u, +1 .
VneN, U1 =u, +2n+3 VneN, u,,1 =1—e" Vn € N, u"+1:u —

Exercice 3. Dans chacun des cas suivants, étudier la monotonie de la suite (u,,) (éventuellement
a partir d’un certain rang).

1. Pour tout n € N, u,, =n?® —3n + 1;

1
2. Pour tout n € N, v, = ——;
n+2
n
Pour tout n € N, u,, = —
n!
up = 1 et, pour tout n € N, w1 = —2u,.

up = 1 et, pour tout n € N, u,11 = up(l — 2uy,).

S vk W

ug = 2 et, pour tout n € N, w1 = u, + In(u? + 4u,, + 5)

Exercice 4. Déterminer les variations des suites (u,), (v,) et (w,) définies par

e " 2 (—1)k (n+ 1)!'

b. v, = w, =
ntl =2 ¢ on

a. u, =




Exercice 5.

1. Etudier les variations de la suite (uy,) définie, pour tout n € N, par u,, = n!.

2

. n
2. Etudier les variations de la suite (v,) définie, pour tout n € N, par v, = —
n!

n

3. Etudier les variations de la suite (w,) définie, pour tout n € N, par w, = —-
n!

Exercice 6. Dans chaque cas, étudier les variations de la suite (u,).
) ¥n € N” fjl b) ¥n € N znj(_w ) ¥n € N” - 1
a) Vn y Uy = Y — n , Up = ; c) Vn , Wy = Y —.
k=1 k k=0 k+1 k=n k
. . . s n+2
Exercice 7. Soit (u,) la suite définie, pour tout n € N, par u,, = ——l
n

1. Calculer ug, uq, us et ug sous forme de fractions irréductibles.
2. Etudier les variations de (uy,).

3. Montrer que la suite (u,) est bornée.

Exercice 8. Soit (u,) la suite définie par : pour tout n € N, u,, = n? — 4n + 6. Montrer que
(uy,) est minorée par 2.

Exercice 9. On considere la suite (u,) définie par up = 1 et, pour tout entier naturel n,
Up4+1 = gun -+ 2.

1. Démontrer, en utilisant un raisonnement par récurrence, que (u,) est majorée par 3.

2. En déduire le sens de variation de (u,).
Exercice 10. Soit (u,,) la suite définie par son premier terme u; = 1 et, pour tout n € N*,

Unp
14w,

Up+1 =

1. Démontrer par récurrence que la suite (u,) est bien définie et que u,, > 0 pour tout
n € N*.

2. Démontrer que la suite (u,) est décroissante.

1
3. Démontrer que u,, = — pour tout n € N*.
n

Exercice 11. Dans chaque cas, déterminer le comportement asymptotique de la suite (uy,)
définie, pour tout n € N, par :

2
+n—1
a) u, =n*+/n ) u n’+n n+ ) u R e
3\" 3" 44"
d) up, =vVn+3—+n e) u, = (2) f) u, = ;;

Exercice 12. Calculer les limites des suites définies par leur terme général ci-dessous.

1 1 "
1. u, = T on 2. un:\/4+g 3. un:ne+1 4.u, =In(n+1) — In(n).




Exercice 13. Dans chaque cas, déterminer le comportement asymptotique de la suite (u,)
définie, pour tout n € N, par :

2 —1)?
a) u, = 2n + sin(n) b) u, = C(;S'Jr(nl) c) u, = §1+)1 d) u, = (—=1)"cos(n) — /n.
. N . . 2n + sin(n)
Exercice 14. On consideére la suite (u,) définie, pour tout n € N, par u, = ——=.
n + cos(n)

2n —1 2n +1
S Up S
n+1

2. En déduire que (u,) est convergente et déterminer sa limite.

1. Démontrer que, pour tout entier n > 2,

n—1"

Exercice 15. Dans chaque cas, déterminer la limite de la suite (u,),>1 dont on donne le terme
général.

n 1 n 1 n 1 2n 1
C Uy = — b. u, = —_ C Uy = —_— d. u, = —.
aY e boneYoin ew-Y oo duw-d g

Exercice 16. Dans chaque cas, déterminer la limite de la suite (u,) dont on donne le terme
général.

sin(n!)

b.un:\/n2+2—\/n2+1 C.Un:m

a. u,

Exercice 17. On considere la suite (u,,) définie par ug = 0 et, pour tout n € N, u,, 1 = /3u,, + 4.
1. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, < u,1 < 4.
2. En déduire que (u,,) est convergente.

3. Déterminer la valeur de la limite de (u,).

Exercice 18. On considere la suite (u,,) définie par ug = 0,5 et, pour tout n € N, u, 41 = u?.
1. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, 0 < w1 < Uy.
2. En déduire que (u,) est convergente.

3. Déterminer la valeur de la limite de (u,,).

Exercice 19. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 Justifier.
1. Toute suite réelle monotone est convergente.
2. Toute suite réelle convergente est monotone.
3. Si (uy) est une suite divergente alors (u2) est une suite divergente.

4. Si (u,) est une suite convergente alors (u?) est une suite convergente.

Exercice 20. Soit (u,) la suite définie par : ug = 1 et, pour tout n € N,

Upil = Upe ™.

1. Démontrer par récurrence que la suite (u,) est strictement positive.
2. Démontrer que la suite (u,,) est décroissante.

3. En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.



Exercice 21. Soit a un nombre réel appartenant a 'intervalle ]1;3[. On considere la suite (u,)

3
définie par uy = a et, pour tout n € N, w1 =4 — —.
n

1. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, 1 < u,, < 3.
(3 — up)(un — 1)
Up, '

2. a. Démontrer que, pour tout n € N, w11 — u, =

b. En déduire que la suite (u,) est croissante.

3. Démontrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 22. Dans chacun des cas suivants, déterminer un équivalent simple de (u,,) définie
par son terme général.

1 1
1.un:n2_n+1 2,un:n+\/ﬁ 3-Un:*+*2
n o n
2
5
4. u, = nt 5. u, = (n+ 3)%0* 6. u, =1In(l+¢€")
n+1

Exercice 23. Dans chaque cas, déterminer un équivalent simple puis la limite de la suite (u,)
dont on donne le terme général.

1 1
1.u,=n%>—n 2. un:sin<n—z ) 3. un:ln<cos<)>
n n
. - (1= (3)
1 —cos|—
4. u,=vVn?+1—n 5. u, =VvVn?i+1+n 6. u, = 1\
end — 1
2" =3 ) 3n+4
7' Uy = 2n+3n 8. un:SIIl((n—i—l)Q) 9. Up = \/n+ —\/E

Exercice 24. Soit (u,) la suite définie par :
ug = 1 et, pour tout n € N, u, 1 = 1+ u?.

1. Justifier que, pour tout réel z, 22 —x +1 > 0.
2. En déduire le sens de variation de la suite (u,).
3. On suppose dans cette question que la suite (u,) converge et on note ¢ sa limite.
a. Justifier que ¢ = ¢? + 1.
b. En déduire une contradiction.
4. Déterminer la limite de la suite (u,,).
Uy — 2

——. 0
Uy, + 2 .

Exercice 25. Soit la suite (u,) définie par uy = 0 et, pour tout n € N, w1 =

admet que (u,) est bien définie.

1. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, # 1.

U 2
2. Montrer que la suite (v,) définie, pour tout n € N, par v, = — ] est géométrique.
Unp

3. En déduire le terme général de (u,,) ainsi que sa limite.



Exercice 26. Soit (u,) la suite définie par

Un

up = 3 et, pour tout n € Nyu,,1 =1—e"

1. Soit la fonction f: 2z —— 1 — e~ définie sur R.

a. Déterminer les limites de f en +00 et en —o0.
Dresser le tableau de variations de f .
Déterminer 1'équation de la tangente 7" a € en 0.

Etudier les positions relatives de T et de Cy.

® & o T

Tracer I'allure de € .
Conjecturer graphiquement le comportement de la suite (uy,).
Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, > 0.

Démontrer que la suite (u,) est croissante.

RO R o

En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

3
Exercice 27. Soit (u,) la suite définie par ug = 5 et pour tout n € N,

u? + 2

Up+1 =
2Uy,

x?+2

1. Soit la fonction f: z +— définie sur |0 ; +oo|.

a. Dresser le tableau de variations de la fonction f.

b. En déduire que la suite (u,) est bien définie et que wu,, > /2 pour tout n € N.
2. Soit la fonction g : © — f(z) — « définie sur |0 ; +oo].

a. Déterminer, pour tout réel z, le signe de g(x) en fonction de x.

b. En déduire que la suite (u,,) est décroissante.
3. Démontrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

4. a. Démontrer que :

— /2)?
VNGN, un—l—l_\/i:M

2Uy,

puis que :

Vn € N7 Unpt+1 — \/5 < (un - \/5)2

b. En déduire par récurrence que :
3 z
Vn € N, un—\/§<<2—\/§) )

5. Sachant que 1,4 < /2 < 1,5, donner un rang n pour lequel le développement décimal de
u, donne les mille premiers chiffres de I’écriture décimale de V2.



Exercice 28. Une puce saute le long d'un axe gradué, en faisant soit des grands sauts de deux
unités, soit des petits sauts d’une unité. Pour tout n € N*, on note F}, le nombre de facons qu’a
la puce d’arriver a 1’abscisse n.

1. Calculer F,, pour n € {1,2,3,4}.

2. Pour tout n € N*, déterminer une relation de récurrence vérifiée par la suite (F),).

F,
3. On pose, pour tout n € N*, u,, = —=L
F,
) 1
a. Démontrer que, pour tout n € N*, u,,y =1+ —.
Unp

b. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N*, u,, € [1;2].
c. Justifier que 1 = —p(1 — ).

d. Quelle est la seule limite possible pour (u,)? On la note ¢ dans la suite. On admettra
que 1,6 < o < 1,7.

e. Démontrer que, pour tout n € N*, ¢ |up11 — ¢| < |u, — ¢

1
f. En déduire, par récurrence, que, pour tout n € N*, |u, — | < —.
¥
g. Démontrer finalement que u, —— ¢.

n——+0o

Exercice 29. Déterminer si les propositions suivantes sont vraies pour toutes suites réelles (u,)
et (v,,) et tout réel £.

1. Si (u,) converge vers un réel ¢, alors u,, = ¢ a partir d'un certain rang.

2. Si nli)rfm(un,l —u,) = 0 alors (u,) converge.

3. Si (u,) est bornée, alors elle converge.

4. Si (uy,) et (v,) sont deux suites convergentes telles que, pour tout n € N, u,, < v, alors
Jim v < fim

5. Si (uy,) et (v,) divergent alors (u, + v,) diverge.

6. Si (u,) converge et (v,) diverge alors (u, + v,) diverge.

7. Si (u,) est monotone alors elle admet une limite (finie ou infinie).

8. Si (u,) est décroissante et minorée par 0 alors elle converge vers 0.

9. Si (u,) est bornée et si lim v, =0, alors lim wu,v, = 0.

n——+oo n—-+0o

Exercice 30. Déterminer si les propositions suivantes sont vraies.

1. Pour toutes suites réelles (u,) et (v,), si lim (u, —v,) = 0 alors u,, ~ v,.
n—-+00

2. Pour toute suite réelle (u,), Uy ~ Up.

3. " +cos(n) ~ e".

4. Pour toutes suites réelles (u,) et (v,), si (u,) et (v,) sont positives et si u,, ~ v, alors
Vil ~ /T

5XTX9x---x(b+2n)

Exercice 31. On pose, pour tout n € N, u,, = IxTx10% - x (A+3n)°

1. Etudier les variations de (Un)nen-

2. Montrer que (u,) converge et calculer sa limite.



