¢ Chapitre 14. Equations différentielles

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle non réduit a un point.

I. — Généralités

1) Deux exemples

Désintégration du carbone 14. Le carbone est naturellement présent dans les végétaux
sous une forme stable (le carbone 12). La collision entre des particules cosmiques et des atomes
d’azote présents dans l'atmospheére entraine la formation d’une forme instable de carbone (le
carbone 14). Tout au long de leur vie, lors de la photosynthese, les végétaux absorbent des
atomes de carbone 14 et, dans un végétal donné, le rapport entre la concentration de carbone
12 et de carbone 14 reste stable autour de 1,3%.

Lorsqu'un organisme végétal meurt, il n’absorbe plus de carbone 14 et, comme ce dernier
est instable, il se désintegre en carbone 12 et sa concentration diminue. Si on note N cette
concentration en fonction du temps alors la vitesse de désintégration N’ est proportionnelle & N.
Plus précisément, on a, pour tout ¢t > 0,

N'(t) = —1,21-10"*N(¢)

Mouvement d’une masse attachée & un ressort. Une masse m coulisse sur une tige, et

est accrochée a un ressort.
T
m

On note x I'abscisse de la masse en fonction du temps, en prenant pour origine le point d’équilibre.
La masse subit une force de rappel F' = —kz (pour une constante & > 0), donc d’apres le
principe fondamental dynamique, la fonction x vérifie, pour tout réel t > 0,

ma” (t) + kx(t) = 0.

Dans les deux exemples précédents, la fonction en jeu (N dans le premier exemple et z dans
le second) vérifie une égalité qui la relie a sa dérivée ou sa dérivée seconde. Ce type d’égalité
s’appelle une équation différentielle.

Résoudre une telle équation signifie déterminer toutes les fonctions qui vérifient ’égalité
(qu’on pourrait simplement écrire N’ = —1,21-107*N dans le premier cas et mz” + kx = 0 dans
le second).

2) Définition

Définition 1

Une équation différentielle est une égalité entre fonctions faisant intervenir une fonction
et/ou certaines de ses dérivées sur un certain intervalle /. Dans une telle équation, I'inconnue
est une fonction en général notée y.




Exemple 2

1. L’égalité vy = y sur R est une équation différentielle. Une solution de cette équation
est la fonction exponentielle. Ce n’est cependant pas la seule. Par exemple, la fonction
f:x—— 5e” en est également une solution.

2. L’égalité iy’ = —y sur R est une équation différentielle dont les fonctions sinus et cosinus
sont solutions.

3. Si f:x——4de ™ Végalité vy +y + 4y = f sur R est une équation différentielle dont une
solution est est la fonction x — e™™.

4. L’égalité y = y? sur R* est une équation différentielle dont une solution est la fonction
1
T —=.
x
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Exemple 3. Soit f: 2 +— " définie sur R* . Montrer que la fonction g :  — In(x)e
est solution de 1’équation dlfferentlelle y' +y - 2y = fsur R%.

Solution. La fonction g est dérivable sur R*. comme produit de fonctions dérivables et, pour
tout réel x > 0,

§@) = 1 et = (4 ma) e

La fonction ¢’ est dérivable sur R* comme somme et produit de fonctions dérivables et, pour
tout réel x > 0,

g (x) = (—;2 + i) e’ + (; + ln(flf)) e’ = <—3312 + i + hl(l“)) e”.

Ainsi, pour tout réel z > 0,

g"(x) +¢'(x) — 29(x) = <—$12 + i + ln(x)> e’ + (1 + ln(x)> e’ — 21In(x)e”
TP S

2 x 2

Ainsi, g est bien solution de I’équation différentielle y” + 3/ — 2y = f.

(3z—1)e”
22

Remarque 4. Dans la pratique, on écrit I’équation différentielle sous la forme 3" +y'—2y =

I1 s’agit d’un abus de notation car y” + 4" — 2y est une fonction alors que w est un nombre.

II. — Equations différentielles linéaires du premier ordre
a coefficients constants

— Définition 5 \

Une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants
(EDL1) sur [ est une équation différentielle de la forme

y+ay=f

ou f est une fonction continue sur I et a est une constante réelle.
Résoudre une telle équation sur I, c’est déterminer I’ensemble des solutions c’est-a-dire
I’ensemble des fonctions g dérivables sur I telles que

Vel ¢'(t)+ag(t) = f(t).




Exemple 6.
1. L’équation différentielle vérifiée par N est équivalente & 'EDL1 (Ey) : ¢/ +1,21-107%y = 0
sur [0;+oo.
2. (Ey) :y +3y=tet (E3):y — Ty =e' sont des EDLI sur R.

Définition 7
Soit (E) : y' + ay = f une EDL1. On appelle équation homogeéne associée a (E) 'EDL1

(H) :y' +ay=0.

Exemple 8.
1. L’équation (E;) est une équation homogene.
2. Ecrire les équations homogenes associées a (E5) et (E3).

Solution. L’équation homogene associée a (FEs) est (Hs) : y'+ 3y = 0 et I’équation homogene
associée a (E3) est (Hs) 1y — Ty = 0.

Théoréme 9. — Ensemble des solutions d’'une EDL1 homogeéne

Soit a un réel. Alors, I'ensemble des solutions de 1'équation différentielle (H) : ¢/ + ay = 0
sur R est {t — Ce | C € R}.

Démonstration. Supposons que g est une solution de (H) et considérons h : t — g(t)e®. Alors,
h est dérivable sur I comme produit et composée de fonctions dérivables et, pour tout ¢t € I,

W(t) =g (t)e” + g(t)(ae") = (¢'(t) + ag(t))e"".

Or, comme g est solution de (H) sur I, pour tout ¢t € I, ¢'(t) + ag(t) = 0 donc, pour tout ¢ € I,
h'(t) = 0. Comme [ est un intervalle, on en déduit que h est constante sur I donc il existe un
réel C' tel que, pour tout t € I, h(t) = C. Alors, pour tout t € I, g(t)e™ = C donc g(t) = Ce .

Réciproquement, soit C € Ret g : t — Ce~%. Alors, g est dérivable sur I comme composée
de fonctions dérivables et, pour tout t € I,

g/(t) + ag(t) = C(—aefat) + aCe ¥ = (_Ca + ac«)efat —0

donc g est solution de (H) sur I.

Exemple 10. Déterminer la fonction N dans I'exemple de la désintégration du carbone.

Solution. Par le théoréme précédent, I’ensemble des solutions de (E;) sur R est
{t — (o120 | C € R}.

Ainsi, il existe C' € R tel que, pour tout ¢ > 0, N(t) = Ce 2197" De plus, N(0) = 0,013
donc Ce’ = 0,013 i.e. €' = 0,013. On en déduit que

VteR,, N(t)= 0’0136—1,2140*4,5'



Théoreme 11. — Ensemble des solutions d’une EDL1 quelconque

Soit @ un réel, f une fonction continue sur I et (E) : 4y’ + ay = f. Supposons que go soit
une solution particuliere de (E) sur I. Alors, I'ensemble des solutions (E) sur [ est

{t — go(t) + Ce™ | C € R}.

Autrement dit, les solutions de (F) s’obtiennent en ajoutant a la solution particuliere gq les
solutions de I’équation homogene (H) associée a (E).

Démonstration. Supposons que g est une solution de (E). Alors, ¢’ + ag = f et, comme gy est
aussi solution de (E), gy + ago = f, donc ¢’ + ag = g{, + ago. Ainsi, ¢’ — g}, + ag — ago = 0 donc
(9 —g0) +alg — go) = 0. Autrement dit, g — go est solution de I’équation homogene (H) donc,
par le Théoréme 9, il existe C' € R tel que, pour tout t € I, (g — go)(t) = Ce™ ™. Ainsi, il existe
C € R tel que, pour tout ¢t € I, g(t) = go(t) + Ce .

Réciproquement, soit C' € R et g : t — go(t) + Ce . Alors, g est dérivable sur I comme
somme de fonction dérivable et, comme gq est solution de (E), pour tout ¢t € I,

g (t) +ag(t) = go(t) — Cae™ + ago(t) + aCe " = gy(t) + ago(t) = f()

donc g est solution de (E) sur 1.

Exemple 12.
1. Résoudre I’équation (Fs) sur R. On cherchera une solution particuliére sous la forme
d’une fonction affine.

2. Résoudre 'équation (Ej5) sur R. On cherchera une solution particuliere sous la forme
go 1t — et ot A € R.

Solution.

1. Rappelons que (F») : ' +3y = t et que I’équation homogene associée est (Hy) : y'+3y = 0.
L’ensemble des solutions de (Hs) sur R est {t — Ce 3! | C' € R}.
Soit (a,b) € R? et gy : t — at + b. Alors, gy est une fonction affine donc gy est dérivable
sur R et, pour tout réel t, gj(t) + 3g0(t) = a + 3(at + b) = 3at + a + 3b. Ainsi, pour que
go soit solution de (FEs), il suffit que 3a =1 et a + 3b =0 i.e. que a = % et b= —% donc
go : t — 5t — & est une solution particuliere de (Ey).
On conclut alors que I'ensemble des solutions de (E3) sur R est

11 ,
t—s -t ——+Ce™ 3
{ gl gL

CGR}

2. Rappelons que (E3) : ' —7y = e’ et que I'équation homogene associée est (Hz) : y'—Ty = 0.
L’ensemble des solutions de (H3) sur R est {t — Ce™ | C' € R}.
Soit A € Ret gy : t — Ae'. Alors, gg est dérivable sur R comme produit par une constante
d’une fonction dérivable et, pour tout réel ¢, gj(t) — Tgo(t) = Ne! — TAe! = —6)e’. Ainsi,
pour que gy soit solution de (Ej3), il suffit que —6A = 1i.e. que A = —% donc g : t — —%et
est une solution particuliere de (Ej3).
On conclut alors que 1’ensemble des solutions de (E3) sur R est

1
{t — —éet -+ Oe7t

CGR}



Propriété 13. — Principe de superposition

Soit a € R, fi et fo deux fonctions continues sur I et (E1) : ' +ay = fi et (Es) : ¢/ +ay = fo.
Si g1 est solution de (E) sur I et go est solution de (E3) sur I alors g; + g2 est solution de
Iéquation (F) :y' 4+ ay = f1 + fo sur I.

Démonstration. Supposons que g; est une solution de (E;) sur I et que gs est une solution de
(Es) sur I. Alors, g1 + g2 est dérivable sur I comme somme de fonctions dérivables et

(914 92)" + algr + g2) = g1 + g5 + agi + agz = (91 + ag1) + (95 + ag2) = f1 + fo
donc g; + g2 est une solution de (E) sur 1. O

Exemple 14. Déterminer une solution de (Ey) : ¢’ + 3y = €' de la forme t — Xe! avec A € R
puis résoudre I'équation (Fs) : ¢y + 3y =t + .

Solution. Soit A € R. Alors, la fonction h : t — Ae' est dérivable sur R comme produit
par une constante d’une fonction dérivable et, pour tout réel ¢, h'(t) + 3h(t) = Xe! + 3\e! = 4)e'.
Ainsi, pour que h soit solution de (Ey), il suffit que 4\ =1 i.e. que A = i. Ainsi, h: t —> iet
est une solution de (Fy) sur R. Par le principe de superposition, on déduit de 'Exemple 12
que t — 5t — 5 + e’ est une solution de (Es) sur R et donc Pensemble des solution de (Es5)
sur R est

1 1 1, —3t }
St - R .
{tr—>3t 9+4e+0e Ce
III. — Equations différentielles linéaires du second ordre
a coefficients constants
— Définition 15 N

Une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants (EDL2)
sur I est une équation différentielle de la forme

v +ay' +by=f

ou f est une fonction continue sur I et a et b sont deux constantes réelles.
Résoudre une telle équation sur I, c’est déterminer ’ensemble des solutions c’est-a-dire
I’ensemble des fonctions g deux fois dérivables sur I telles que

Viel ¢"(t)+ag'(t)+bg(t) = f(1).

. J/

Exemple 16.

1. L’équation différentielle vérifiée par I’abscisse x de la masse attachée a un ressort est
équivalente & 'EDL2 (Eg) : y” + £y = 0 sur R,
2. (E7) :y"+ 7Ty + 6y =tet (Eg):y" — 3y = cos(t) sont des EDL2 sur R.



— Définition 17 N

Soit (E) :y" +ay’ + b= f une EDL2.
1. On appelle équation homogene associée a (E) 'EDL2

(H) :y" +ay + by =0.
2. On appelle équation caractéristique associée a (F) I’équation du second degré

22 +ax+b=0.

.

Exemple 18.
1. L’équation (Eg) est une équation homogene. Ecrire son équation caractéristique.

2. Ecrire les équations homogenes et les équations caractéristiques associées a (E7) et (Eg).

Solution.

1. L’équation caractéristique associée a (Eg) est z* + £ = 0.

2. L’équation homogene associée a (FE7) est (Hr) : y” + Ty’ + 6y = 0 et 1’équation caractéris-
tique associée est 22 + 7z 4+ 6 = 0.
L’équation homogene associée a (Esg) est (Hg) : y” — 3y = 0 et I'équation caractéristique
associée est 22 — 3 = 0.

Théoréme 19. — Ensemble des solutions d’une EDL2 homogene

Soit a et b deux réels et (H) : y” + ay’ + by = 0.

1. Si Péquation caractéristique associée a (H) possede deux solutions réelles distinctes
r1 et ro alors I'ensemble des solutions de (H) sur R est

Sy = {t — Ae™' + Be™" | (A, B) € R?}.

2. Si I’équation caractéristique associée a (H) possede une unique solution rq alors
I’ensemble des solutions de (H) sur R est

Sy = {t — (At + B)e™" | (A, B) € R?}.

3. Si I’équation caractéristique associée a (H) possede deux solutions complexes conju-
guées r = o+ if et T = a — i alors I’ensemble des solutions de (H) sur R est

Sg = {t — e*(Acos(8t) + Bsin(pt)) | (A, B) € R*}.

Démonstration.

1. Supposons que 'équation 2% + ax + b = 0 posséde deux solutions réelles distinctes r; et
9.
Dans ce cas, on sait que

X2+CLX+Z):(X—T1)(X—T2):Xz—TQX—TlX—i-?"lTQ:X2—<?"1+T’2)X—|—7"17’2

donc, par unicité des coefficients d'un polynéme, —(r; + r2) = a et riry = b.



Soit g une solution de (H). Considérons les fonctions u et v définie sur I par

—rit —raot

€ (§

u:t—

(g'(t) —rag(2)) et vt —

— (g () = rag().

Remarquons que, pour tout t € I,

— - im (g'(t) —rag(t)) + - irl (¢'(t) — rig(t))
- L0 = raot) — )+ i)
= g(t)

De plus, comme ¢ est deux fois dérivable sur I, u est dérivable sur I et, pour tout t € I,

u/(t) = ;:f::(g’(t) —r2g(t)) + me__ﬂ; (g"(t) = r29'(t))
— 7,16__7,1:42 [g”(t) — (7’1 + 7"2)9/<t) + 7017n29(t)]
= Tle_n; [q"(t) + ag'(t) + bg(t)]

=0

Ainsi, comme [ est un intervalle, u est constante sur I. Ainsi, il existe un réel A tel que,
pour tout ¢t € I, u(t) = A.

De méme, v est dérivable sur I et, pour tout t € I,

0 = 2 0 = gt + 1) - g 0)
= 0~ 1+ ) )+ rarag0)
— Tj__m; [q"(t) + ag'(t) + bg(t)]

=0

donc il existe un réel B tel que, pour tout t € I, v(t) = B.

Etant donné que, pour tout t € I, ¢'(t) = u(t)e™* + v(t)e”!, on conclut alors que, pour
tout ¢t € I, g(t) = Ae™! + Be™".

Réciproquement, soit (A, B) € R? et g : t — Ae™! + Be™!. Alors, g est deux fois
dérivables sur R comme combinaison linéaires et composées de fonctions deux fois
dérivables et, pour tout t € i,

g'(t) +ag'(t) + bg(t) = Arie™ + Brie™ 4 a(Arie™" 4+ Broersyt) 4+ b(Ae™" + Be™")
= (r? 4+ ary; + b)Ae™ + (r2 + ary + b)Be™!
=0

puisque 71 et ry sont racine de X2 + aX + b. Ainsi, g est solution de (H).

. Supposons que ’équation 22 + ax + b = 0 posséde une unique solution réelle rq.
Dans ce cas, on sait que X? +aX +b= (X —rg)* = X? — 2roX + r2 donc, par unicité
des coefficients d'un polynome, —2ry = a et r3 = b.



Soit g une solution de (H). Considérons la fonctions u définie sur I par
u:t— g(t)e "

Comme ¢ est deux fois dérivable sur R, u est deux fois dérivable sur R et, pour tout
tel,

u'(t) = g'(t)e " + g(t)(—roe ™) = (g'(t) = rog(t))e ™"
et

(1) = (¢ (1) = rog ()" + (g/(1) = rog (1)) (=roe™"™")
= (g"(t) — 2rog (1) + r2g(t))e ™"
= (g"(t) + ag(t) + bg"(t))e ™!

0

donc, comme [ est un intervalle, v’ est constante sur /. On en déduit qu’il existe A € R
tel que, pour tout t € I, u/(t) = A et donc il existe B € R tel que, pour tout ¢t € I,
u(t) = At + B.

Ainsi, il existe (A, B) € R? tel que, pour tout t € I, g(t)e ™! = At + B ie. g(t) =
(At + B)e™".

Réciproquement, soit (A, B) € R? et g : t — (At + B)e™! définie sur I. Alors, g est deux
fois dérivable sur I comme produit de fonctions deux fois dérivables et, pour tout t € I,

g (t) = Ae™" + (At + B)(roe™") = (Argt + A + Brg)e™

et
g"(t) = (Arg)e™ + (Argt + A + Bry)(roe™") = (Ardt + 2Arg + Bri)e™!

donc, pour tout t € I,

g (t) + ag (t) + bg(t) = (Arjt + 2Ary + Bri)e™ + a(Argt + A+ Brg)e™ + b(At + B)e™"
(rg 4 arg + b)At + (2ro + a)A + (r§ + arg + b) B)e™

(
0

car 7o est racine de X2 4 aX + b et on a vu précédemment que a = —2ry. Ainsi, g est
solution de (H).

. Supposons que 1'équation 22 + ax + b = 0 posséde deux solutions complexes conjuguées
r=a+if et 7=a—1i8 avec (a, 3) € R* et 3 # 0.
Dans ce cas, on sait que

X +aX+b=X-1X-7)=X>—7X —-TX +17
= X2 —2Re(rn)X + |r]* = X2 = 2a + (a® + ?)

donc, par unicité des coefficients d'un polynéme, —2a = a et a® + 5% = b.
Soit g une solution de (H). Considérons la fonctions h définie sur I par

h:t—s g(t)e .

Par le méme raisonnement que dans le point 2. en remplacant u est deux fois dérivable
sur I et, pour tout ¢ € I, g(t) = h(t)e* donc, pour tout ¢t € I,

g t) = (K (t) + ag(t))e* et g"(t) = (B"(t) + 2al (t) + oPu(t))e™.



Comme ¢ est solution de (H), on en déduit que, pour tout t € I,
(R"(t) 4+ 2ah/ (t) + a*h(t))e™ + a(h'(t) + ah(t))e™ + bh(t)e™ = 0
donc, en divisant par e* # 0,
R'(t) + (2a + a)l/(t) + (& + ac + D)W (t) = 0.
Or, on a vu que —2a = a et que o + 32 = b donc 2o +a = 0 et
o +aa+b=a’+aa+a’+ 2 =alRa+a)+ 3 =32

donc, pour tout t € I,
R"(t) + B*h(t) = 0.

Considérons & présent les fonctions u et v définie sur R par
w it —s cos(Bt)h(t) — ;sin(ﬁt)h’(t) et vt sin(B)h(t) + ;cos(ﬁt)h’(t).
On remarque que, pour tout t € I,
u(t)cos(Bt) + v(t) sin(Bt) = cos?(Bt)h(t) — ;cos(ﬁt) sin(BH)R (¢)
+ sin?(Bt)h(t) + ; cos(3t) sin(Bt)h' ()
= (cos?(Bt) + sin®(Bt))h(t)
= h(t).

Or, comme h est deux fois dérivable sur I, les fonctions u et v sont dérivables sur I et,
pour tout ¢t € I,

u'(t) = —Bsin(Bt)h(t) + cos(Bt)h' (t) — cos(Bt)h'(t) — ;sin(ﬁt)h"(t)

_ _; sin(B)(B2h(t) + h'(t))
=0

et

v'(t) = Bos(Bt)h(t) + sin(SBt)h'(t) — sin(Bt)1 (t) + ;cos(ﬁt)h”(t)

_ ;cos(ﬁt)(ﬁzh(t) + (1))
— 0

donc u et v sont constantes sur l'intervalle I. On en déduit qu’il existe des réels A et B
tels que, pour tout ¢t € I, h(t) = Acos(t) + Bsin(t) i.e. g(t)e " = Acos(5t) + Bsin(St)
et donc g(t) = e*(Acos(ft) + Bsin(ft)).

Réciproquement, soit A et B deux réels et g : t — e (A cos(5t) + Bsin(5t)) définie sur
I. La fonction g est deux fois dérivable sur I comme somme et produit de fonctions deux
fois dérivables et, pour tout t € I,

g (t) = ae®(Acos(Bt) + Bsin(Bt)) + e (—ABsin(St) + BB cos(Bt))
= ((aA + BpB) cos(Bt) + (aB — AB) sin(3t))e™



et

g"(t) = (—(aA + Bp)Bsin(Bt) + (aB — AB)S cos(t))e
+ ((0A + Bp) cos(ft) + (aB — AB) sin(St)) (ae™)
= (a*A+2a8B — AjB?) cos(Bt) + (a*B — 2a3A — Bj?)sin(Bt))e™

donc, pour tout t € I,

g'(t) +ag (t) + bg(t) = (a*A +2a8B — AB?) cos(Bt) + (a*B — 2aBA — BB?)sin(3t))e™
+ a((aA + BB) cos(Bt) + (aB — AB) sin(Bt))e™
+ be* (A cos(Bt) + Bsin(jt))
= (C cos(Bt) + Dsin(Bt))e™

avec

C =a’A+2a8B — AB? 4+ aaA + aBS + bA

et
D =a’B —20A — BS? + aaB — aAB + bB.

Or, en réutilisant le fait que a + 2a = 0 et b = o + (2, il vient
C=(®-p*+aa+bA+ (2a+a)BB = (a®>—p*+aa+a’+BHA=ala+a)A=0
et

D= (a?-p*+aa+b)B— (2a+a)BA = (- p*+aa+a’*+ %)B = a(2a+a)B = 0.

Ainsi, pour tout t € I, ¢"(t) + ag’(t) + bg(t) = 0 donc g est solution de (H).

Exemple 20. Déterminer la forme de x dans I’exemple de la masse attachée a un ressort.

Solution. On a vu que 'équation caractéristique associée au (Eg) est 2 + % = 0. Or, comme
k>0etm>0,

2
k [k Ik k
x2+:O<:>x2—(i ) :0<:>(x—i ) (:L‘—H >:0
m m m m

|k |k
= ar =i/ —oux=—i —.
m m

Ainsi, a = Re(i\/%) =0et = Im(i\/g) = \/% donc 'ensemble des solution de (Fjg) est

{tr—>Acos (\/Et) + Bsin (\/Et) ‘ (A, B) GRQ}.

Ainsi, il existe deux réels A et B tels que, pour tout t € R, x(t) = Acos (@t) + Bsin (\/%t)
Pour déterminer A et B, il faut des données supplémentaires (comme, par exemple, la
position et la vitesse a I'instant initial).



Théoreme 21. — Ensemble des solutions d’une EDL2 quelconque

Soit a un réel, f une fonction continue sur I et (F) : y” 4+ ay’ + by = f. Supposons que gy
soit une solution particuliere de (E) sur /. Alors, 'ensemble des solutions (E) sur [ est

{t— go(t) + h(t) | h € Su}

ou Sy est 'ensemble des solutions de 1'équation homogene (H) associée a (E). Autrement
dit, les solutions de (E) s’obtiennent en ajoutant & la solution particuliere gy les solutions
de I’équation homogene (H).

Démonstration. Supposons que g est un solution de (E) sur I. Alors, comme gq est également
une solution de (E) sur I, ¢"+ag +bg = f = gj + g4+ go donc ¢" +ag’ + g — (94 +agl+bgo) = 0
ie. (g—g0)"+alg—go) +blg—go) =0donc g— gy € Sy. Ainsi, il existe h € Sy telle que
g—go=h donc g =gy + h.

Réciproquement, soit h € Sy et g = go + h. Alors, g est deux fois dérivable sur I comme
somme de fonctions deux fois dérivable et

g +ag +bg = (go+h) +algo+h) +blgo+h) =gy +ag)+bgo+h"+ah'+bh=f+0=f
donc g est solution de (E). O

Exemple 22.

1. Résoudre I’équation (F7;) sur R. On cherchera une solution particuliére sous la forme
d’une fonction affine.

2. Résoudre 'équation (Es) sur R. On cherchera une solution particuliere sous la forme
go 1t —> Acos(t) ou A € R.

Solution.

1. Rappelons que (E;) : y” + 7y + 6y = t, que I'équation homogene associée est (Hr) :
y" + 7y + 6y = 0 et que I'équation caractéristique associée est 22 + 7z + 6 = 0. Le
discriminant de cette derniére est A = 72 —4 x 1 x 6 = 25 > 0 donc I'équation
caractéristique admet deux solutions réelles

—7—25
- =—6 et ro =
2x1 2x1

~T+V25

= =1

On en déduit que 'ensemble des solutions de (H7) est
{t — Ae % + Be™"| (A, B) € R*}.

Soit (a,b) € R? et gy : t — at + b. Alors, gy est une fonction affine donc elle est deux
fois dérivable sur R et, pour tout réel ¢,

9o (t) + Tgy(t) + 6go(t) = 0+ 7a + 6(at + b) = 6at + Ta + 6b.

Ainsi, pour gy soit solution de (FE7), il suffit que 6a = 1 et 7a + 6b = 0 i.e. que a = % et

que b = —zz donc go : t — £t — 5= est une solution de (Ex).

On conclut donc que 1’ensemble des solutions de (E7) est

17
t “t— — + Ae % + Be™t
{ Tl Tgg T TR

(A, B) GRQ}.



2. Rappelons que (FEg) : y” — 3y = cos(t), que I’équation homogene associée est (Hg) : y” —
3y = 0 et que I'équation caractéristique associée est 22 — 3 = 0.L’équation caractéristique
admet deux solutions réelles

r = \/g et To = _\/g
On en déduit que 'ensemble des solutions de (Hg) est
{t — Ae™V3 4 BeV® | (A, B) € R*}.

Soit A € R et go : t — Acos(t). Alors, gy deux fois dérivable sur R comme produit par
une constante d’une fonction deux fois dérivable et, pour tout réel t,

go(t) —3g0(t) = =X cos(t) — 3\ cos(t) = —4\ cos(t).

Ainsi, pour gy soit solution de (FEjg), il suffit que —4\ = 1 ie. que A = —% donc
go : t — —1 cos(t) est une solution de (Ej).
On conclut donc que I'ensemble des solutions de (Fyg) est

1
{t — =7 cos(t) + Ae V3 4 BeV3

(A, B) eIRa?}.

Propriété 23. — Principe de superposition

Soit a € R, f; et fo deux fonctions continues sur I et (Ey) : " +ay + by = f1 et
(E2) 1 y" + ay’ + by = fo. Si gy est solution de (E;) et gy est solution de (Es) alors g; + go
est solution de (E) : y" +ay + b= fi + fo.

Démonstration. Supposons que g; est une solution de (E7) sur I et que gy est une solution de
(Es) sur I. Alors, g1 + g2 est dérivable sur I comme somme de fonctions dérivables et

(91 +92)" +algr + g2) + b(g1 + 92) = 9] + agy +bg1 + g5 + agy + bgs = f1 + [

donc g; + g2 est une solution de (F) sur .
[l

Exemple 24. Déterminer une solution de 1'équation (Fy) : y” 4+ 7y’ + 6y = cos(t) sous la forme
t — Acos(t)+ psin(t) avec (A, 1) € R? puis résoudre 'équation (Fyg) : y” + 7y + 6y = t+cos(t).

Solution. Soit (A, i) € R* et h : t — Acos(t) + psin(t). Alors, h est deux fois dérivable
sur R comme somme de fonctions deux fois dérivable et, pour tout réel ¢,

R"(t) 4+ Th'(t) + 6h(t) = —Acos(t) — usin(t) + 7(=Asin(t) + pcos(t)) + 6(A cos(t) + psin(t))
= (DA 4 Tp) cos(t) + (—7A + 5p) sin(?).

Ainsi, pour que h soit solution de (Ey), il suffit que 5A+7pu =1 et —TA+5u = 01i.e. que u = g)\
et que 5A + 2 = 1 soit A = 2 et p = . Ainsi, t — 2 cos(t) 4 = sin(t) est une solution de

(Ey). Par le principe de superposition, on déduit de I'Exemple 22 que 'ensemble des solutions
de (F1p) est

1 7 5 7
{t b ét ~ 35 + 71 cos(t) + 71 sin(t) + Ae % + Be™*

(A,B) € RQ}.



