¢ Chapitre 13. Fonctions polynomiales

I. — Définition et exemples

1) Définition

— Définition 1 N

Soit f une fonction définie sur R. On dit que f est un polynéme (ou une fonction
polynomiale) s’il existe un entier naturel n et des réels ¢, ¢i, ..., ¢, tels que

Ve eR, f(z)=cuz"+cp"  +--Fcix+co= Z cpxh.
k=0

. J

Exemple 2.
1. La fonction nulle x — 0 est un polynéme appelé polynéme nul.
2. La fonction idg : x — x, et plus généralement, les fonctions affines sont des polynomes.

3. La fonction carrée x — 22, et plus généralement, les fonctions polynémes du second
degré sont des polynomes.

4. La fonction définie sur R par x —— éﬂ + V22* — m2® + 22 — 1 est un polynome.

Définition 3

On dit qu'une fonction f: R — R est un monéme (ou fonction monomiale) s’il existe
n € N et c € R tels que
VeeR, f(z)=cz"

Exemple 4.
1. Le polynome nul est un monome.
2. La fonction idr : £ —— x est un mondome.
3. La fonction carrée x — 2 est un monome.
4

. La fonction z — —?mm est un monodme.

Propriété 5

1. Un mondme est un polynome.

2. Tout polynome peut s’écrire comme une somme de monomes.

Démonstration.

1. Soit f un mondme. Alors, il existe ¢ € R et n € N tels que, pour tout réel z, f(z) = cz".

Posons ¢co =¢; =+ =¢,_1 =0 et ¢, = c¢. On a alors, pour tout réel z,
n n—1
Y et =3 02" 4+ = 2" = f(x)
k=0 k=0

donc f est un polynome.



2. Soit f un polyndme. Alors, il existe n € N et (g, ¢y, ..., c,) € R™ tels que, pour tout

réel x, f(z) = Z crxz”. Notons, pour tout k € [0,n], fi : @ — cz2® définie sur R. Pour
k=0

n

tout k € [0,n], fr est un mondme et, par définition, f = > fi donc f est bien une
k=0

somme de mondomes.

]

Remarque 6. Un bindme est la somme de deux mondémes et un trinéme est la somme de trois
mondmes. Ainsi, la fonction trinéme du second degré f : x — 322 — 52 + 7 est la somme des
trois monémes = — 322, r — —HT et T — 7.

2) Fonctions affines

Définition 7
On dit qu’une fonction f définie sur R est affine s’il existe deux réels a et b tels que

VeeR, f(x)=ax+0b.

Exemple 8. Les fonctions suivantes sont des fonctions affines :

1. firzr—2x+1(a=2etb=1); 5.f5:x|—>@(a:%etb:—%);
2. forx—1—=bx (a=—-betb=1); 6. fo:x—3(a=0etb=23);
3. fsrx—avV2—-3(a=+2et b= —3); T. frixr— —dx (a=—-4etb=0);
4. frix—3x+7m(a=32etb=m); 8. fs:xr—0(a=0etb=0).

Remarque 9. Dans la définition précédente, si a = 0, on obtient des fonctions constantes et si
b = 0, on obtient des fonctions linéaires.

( M)

Théoréme 10

Soit f une fonction définie sur R. Alors, f est une fonction affine si et seulement s’il existe
un nombre réel a tel que, pour tous réels x; et xo différents, %ﬁ“) = a. Dans ce cas, f
est de la forme f : z +—— azxz + f(0).

Démonstration. Supposons que f est affine. Alors, il existe des réels a et b tels que, pour tout
réel z, f(x) = ax + b. Soit z1 et xo deux réels distincts. Alors,

flz2) — f(x1) _ amy + b— (axy +b) a(xe —z1)

To — T To — T To — I

Réciproquement, supposons qu’il existe un réel a tel que, pour tous réels z; et xy différents,

f(sziﬁm) = @a. Soit x un réel non nul. Alors, % = a donc f(z) — f(0) = ax donc
f(z) = ax + f(0). De plus, cette égalité reste vraie pour z = 0 car a x 0+ f(0) = f(0). Ainsi,

pour tout réel z, f(x) = ax + f(0) donc f est affine. O

Remarque 11. Soit xq et x9 deux réels distincts.

1. Une autre fagon de formuler le théoreme précédent est de dire quune fonction définie sur
R est affine si et seulement si son taux de variation entre x; et x5 ne dépend pas de x; et
de ZIo.



2. Etant donné des réels y; et ys, il existe une unique fonction affine f telle que f (x1) =y
et f(z2) = 1.
Exemple 12.
1. Déterminer la fonction affine f telle que f(3) = —2 et f(—1) = 5.

2. Montrer que la fonction carrée n’est pas une fonction affine.

Solution.

1. Comme f est affine, il existe des réels a et b tels que, pour tout réel z, f(x) = ax + b. De

plus,
L@ -f) _—2-5_ 7
3—(-1) 4 4
Ainsi, pour tout réel z, f(z) = =Tz +b. De plus, f(3) = —2 donc —% x 3+ b= —2 donc
b=—-2+ 24—1 = %. On conclut que, pour tout réel x, f(x) = —Zw + %.
2. Notons f la fonction carré. D’une part, f(1i:g(0) = 1?:82 = 1 et, d’autre part, % =
222:00 = 2 donc le taux de variation de f n’est pas constant et ainsi f n’est pas une fonction
affine.

Propriété 13

Soit a et b deux réels et f : x — ax + b définie sur R.
1. Si a > 0 alors la fonction f est strictement croissante sur R.

2. Si a < 0 alors la fonction f est strictement décroissante sur R.

3. Si a =0 alors la fonction f est constante sur R.

Démonstration. Soit x; et x5 deux réels tels que x; < xo. Alors, f(zs) — f(21) = axy+b— (azy +
b) = a(xg — x1). Comme x; < T3, x3 — x1 > 0 donc le signe de f(x2) — f(z1) est le signe de a.
1. Sia > 0alors f(z2) — f(z1) > 01ie. f(x1) < f(z2) donc f est strictement croissante sur
R.
2. Sia < 0alors f(zg) — f(x1) < 0ie. f(z1) > f(x2) donc f est strictement décroissante
sur R.
3. Sia=0alors f(z2) — f(xz1) =01ie. f(x1) = f(x2) donc f est constante sur R.
]

Exemple 14. Si on reprend les fonctions de 'exemple 8, les fonctions fi, f3, fi et f5 sont
strictement croissantes sur R, les fonctions fy et f7; sont strictement décroissantes sur R et les
fonctions fg et fg sont constantes sur R.

Propriété 15

La courbe représentative d’une fonction affine est une droite sécante a ’axe des ordonnées.

Démonstration. Soit f une fonction affine. Alors, il existe des réels a et b tels que, pour tout
réel z, f(x) = ax + b. Notons A le point de coordonnées (0, f(0)) i.e. (0,b) et B le point de
coordonnées (1, f(1)) i.e. (1,a+ b).
Montrons que %y est la droite (AB).
Soit M un point de €. Alors, il existe un réel = tel que M(z, f(x)) i.e. M(x,ax +b). Ainsi,
1

le coordonnées de AM sont (z,ax). Or, les coordonnées de AB sont (1,a) donc AM = xAB ce



qui signifie que ﬁ et A—]\/_/> sont colinéaires donc les points A, B et M sont alignés. Ainsi, M
appartient a (AB) et donc ¢ C (AB).

Réciproquement, soit M un point de la droite (AB). Alors, ﬁ et A—]\Z/ sont colinéaires
donc il existe un réel k tel que W = k:ﬁ Notons (x,y) les coordonnées de M. Alors, les
coordonnées de AM sont (z,y —b) donc (x,y — b) = (k, ka). Ainsi, z = k et y — b = ka donc
y=ka+b=axr+b= f(zr) ce qui prouve que M € €. Des lors, (AB) C €.

Par le principe de double inclusion, on conclut que %y est la droite (AB).

On remarque de plus que cette droite coupe I’axe de ordonnées en A. O

L’allure d’une droite représentant la fonction affine x — ax + b dépend de la valeur de «a :

A A A
iA 7A iA
0 ;F > 0 Z> > 0 ;F >
a>0 a<0 a=20
— Définition 16 )

Soit a et b deux réels et D la droite représentant la fonction affine x — ax + b. Alors,
1. On dit que D est la droite d’équation y = ax + .

2. Le nombre a est appelé le coefficient directeur (ou la pente) de D.

3. Le nombre b est appelé 'ordonnée a l’origine de D.

\ N /

Remarque 17. Toute fonction affine est représentée par une droite mais une droite parallele a
I'axe des ordonnées ne représente pas une fonction affine (car elle ne peut pas représenter une
fonction). C’est le seul cas ou une droite n’est pas la courbe d'une fonction affine.

3) Polynémes du second degré

— Définition 18 (Rappel) ~

Une fonction f définie sur R est appelée polynéme du second degré s’il existe trois réels
a, b et c avec a # 0 tels que, pour tout réel x,

f(z) = azx® + bz +c.




Exemple 19. Les fonctions suivantes sont des fonctions polynémes du second degré :
1. z+— 2> -bx+4(a=1,b= -5 c=4); 4. x|—>2—%2 (a:—%,b:O,c:Q);

—§x2+\/5x—ﬂ(a:—%,b:\/E,CZ—W); 5. x — 322 — bx (a=3,b=-5¢=0);
3. x»—>—x2+3—§(a:—l,b:—%,cz?)); 6. 2— 22 (a=1,b=0,c=0).

2. T +—

Théoréme 20

Soit f : & — ax? + bx + ¢ une fonction polynome du second degré.

1. Sia > 0 alors f est strictement décroissante sur }—oo ; —%} et strictement croissante
b . q q q._g b

sur [—5 ; +oo[. En particulier, f admet un minimum en —g.
%} et strictement décroissante

b . : b
sur {—% ; +oo[. En particulier, f admet un maximum en —g.

2. Sia < 0 alors f est strictement croissante sur ]—oo ;—

Démonstration. La fonction f est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables et,
pour tout réel z, f'(z) = 2ax + b.

1. Supposons que a > 0. Alors, pour tout réel x < —%, f'(x) < 0 et, pour tout réel
x> —%, f'(x) = 0. De plus, f’ ne s’annule qu’en —%. On en déduit que f est strictement
b

décroissante sur }—oo ; —%} et strictement croissante sur [—% ;00 [

2. Supposons que a < 0. Alors, pour tout réel z < —%, f(x) = 0 et, pour tout réel z > —%,

f'(x) < 0. De plus, f' ne s’annule qu’en —%. On en déduit que f est strictement croissante

sur }—oo : —%} et strictement décroissante sur [—% ; —i—oo{.

[]

On a donc les tableaux de variations suivants :

b b
T —00 —3q +00 x —00 —3q +00
+00 +00 _ b%—dac
Variation L Variation da
de f B2 —dac de f 7
T 4a —00 —00
a>0 a<0

Exemple 21. Soit f: 2+ —22+22+7.Onaa=—1<0et —%:—ﬁzldoncfest

strictement croissante sur |—oo ;1] et f est strictement décroissante sur [1;4o00].

Définition 22

La courbe dune fonction polyndéme du second degré est appelée une parabole.
Si a > 0, on dit que la parabole est tournée vers le haut et, si a < 0, on dit que la
parabole est tournée vers la bas.




./

a>0
la parabole est tournée vers le haut la parabole est tournée vers le bas

Propriété 23

La parabole P représentative de la fonction polynome du second degré f : x — az®+bx+c

est symétrique par rapport a la droite D d’équation x = —%.

Démonstration. Soit f : x — ax® 4+ bx + ¢ une fonction du second degré et P sa parabole
représentative.
b

Il s’agit de démontrer que, pour tout réel ¢, f(—% +1t) = f(—5; —t). Or, pour tout réel t,

f —£+t =aq —£+t 2+b —£+t +c
2a - 2a 2a
b\> b b2
= —— 2| —— |t +t*| — — + bt
a(( 2a> -+ ( 2a> —l—) 2a+ +c

2 ) b2
=——bt+at"— —+ bt
1a +a 9a + 0t +c
, VP
—at? — —
a 1a +c
donc
b b b? b? b
—— —t] = - —t — —t2—7 — t2—7 _ 7 t
f( 2a > f( 2a+( )> a(=t) 4a+c “ 4a+c f( 2a+>
Ainsi, la parabole P est symétrique par rapport a la droite d’équation x = —%. n

Le signe d’une fonction trinéme peut étre facilement retrouvé grace a l'allure de la parabole
qui la représente.



a<0

a>0

f(z) >0
T i)
A>0
f@) <o fa) <\
_b
2a
f(z)>0
A=0
flz) <0
_b
2a
A <O




II. — Opérations sur les polynémes

y

Propriété 24

Soit ¢ € N*.

1. Pour tous polyndémes fi, fa, ..., fr et pour tous réels \;, X, ..., Ay, la fonction
A fi+ Aafo+ -+ Ao fe est un polynome;

2. Pour tous polynémes fi, fo, ..., f¢, le produit fifs--- f, est un polynéme:;
3. Pour tous polynomes f et pour tout entier naturel p, f? est un polynome;

4. Pour tous polynomes f et g, g o f est un polynome.

Démonstration.

1. Considérons le cas de deux polyndémes f et g et deux deux réels \ et u. Comme f et g

sont des polynomes, il existe des entiers n et m et des réels ag, ay, ..., a,, bg, by, ... €t by,
tels que, pour tout réel x,

= > apat et g(z) = bpa”.
k=0 k=0
Sans perte de généralité, on peut supposer que m < n. Pour tout réel x,

Af+ug)(x) = Mf(z)+pg(x —AE:am:+u§:Mw-—E:Amﬁﬁwkm+—}: agx®.

k=0 k=m+1
Ainsi, si on pose, pour tout k € [[0 n], ¢ = Aag + pbg si k < m et ¢ = Aay sinon alors,

pour tout réel x, (Af + pug)( Z ez’ done Af 4 pg est un polyndme.
k=0

Passons au cas général. Considérons, pour tout ¢ € N* la proposition P(¢) : « pour
¢

tous polynomes fi, fo, ..., fr et tous réels A\, Aa, ..., Ay, la fonction Z)\ifi est un
i=1
polynome ».
Initialisation. Soit f; un polyndéme et A; un réel. Alors, il existe un entier n et des
n
réels ag, ay, ..., a, tels que, pour tout réel x, fi(z) = Z arz®. Des lors, pour tout réel z,

k=0
n n

(M f1)(x) = Mfi(z) =N Z aprh = Z()\lak)xk donc A; f1 est un polynéme. Ainsi, P(1)
k=0 k=0
est vraie.
Hérédité. Soit ¢ € N*. Supposons que P(¢) est vraie. Soit fi, fa, ..., fer1 des
0+1 ¢
polynomes et A, Ao, ..., Apyq des réels. Alors, Z)\ifi = Z)\Z-fi + A1 ferr- Or, par
i=1 i=1
¢ ¢
hypothese de récurrence, Z i fi est un polyndéme donc, par le cas préliminaire, Z Aifi +
i=1 i=1
041
Avi1ferq est un polynome i.e. Z Aifi est un polynéme. Ainsi, P(¢ + 1) est vraie.
i=1
Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout ¢ € N*, P (/)
est vraie.



2. Commencons par le cas de deux polynémes f et g. En gardant les mémes notations que
précédemment, pour tout réel x,

) = (i akx’“> (i bjﬂfj) = zi: az" (i bjivj) = zi: g (i bjxkﬂ)

m
Or, pour tout k € [0,n], f: 2z r— Z bjxk+j est un polynome donc, d’apres le point 1.,
fg est aussi un polynome. =

Passons au cas général. Considérons, pour tout ¢ € N*, la proposition P(¢) : « pour
tous polynomes f1, fo, ..., fo, le produit fifs--- f, est un polynéme ».

Initialisation. Le cas ¢ = 1 est évident puisque le produit ne contient qu’'un seul
polynéme. Ainsi, P(1) est vraie.

Hérédité. Soit ¢ € N*. Supposons que P(¢) est vraie. Soit fi, fo, ..., fer1 des
polyndmes. Alors, fifo - fox1 = (fifar - fo)fex1. Or, par hypothése de récurrence,
fifa- -+ fo est un polynéme et donc, par le cas préliminaire, f;fs--- fyr1 est un polynome.
Ainsi, P(¢+ 1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout ¢ € N* P (/)
est vraie.

3. Soit f un polynéme. Si p = 0 alors, pour tout réel z, f°(z) = f(z)° = 1 donc fO est la
fonction constante égale & 1. En particulier, f° est un polynome.
Sip > 1 alors, d’apres le point 2., fP = ff--- f est un polynome.
—_

pfois
4. Pour tout réel z, (go f)(z) = g(f Zbkf ie.go f = Zbkfk. Or, par le
k=0
point 3., pour tout k € [0,m], f* est un polynome donc, grace au point 1., go f est un

polynome.
O

Exemple 25. On considére les polynémes f : 2+ 2?2 — 1 et g : o — 2° — 2 + 1. Expliciter
les polynomes 2f — 3g, fget foget go f.

Solution.
Pour tout réel x,

(2f —3g)(z) = 2f(x) — 3g(x) = 2(z* — 1) = 3(z* —w + 1) = —32° +22° + 3v — 5.
Pour tout réel x,
(fo)(x) = f(x)g(x) = (@* —D)(a* —x+1) =2 —2*+ 2> 2+ —-1=2" 22 +2* + o — 1.
Pour tout réel x,

(go f)(x) =g(f(x) = f(z)’ = flx) +1=(a® = 1)° = (2® = 1) + 1
=(@*)P? -3(2*)?+32* —1 -2 +2=2% 32" +22° + 1

On peut remarquer que, pour tout n € N, le polynéme x —— 2" est la puissance n-ieme de
la fonction idg : * — x. Ainsi, tout polynéme peut s’écrire comme combinaison linéaire des
puissances de cette fonction. Plus précisément, si f s’écrit sous la forme

frz— "+ cp12™ M+ ez + ¢



alors, pour tout réel z,
f(z) = ¢, (idr(2)" + cpr (idr(2)) 4+ - - + cidg () + co

de sorte que
f = cpidp + cpqidp ™ + - + ciidg + co.

Dans le cadre des polynomes, il est d’usage de plutot noter X la fonction idg de sorte que
f = Can + Cn_an_l + -+ ClX +co = Z Ck-Xk.
k=0

Notation 26. L’ensemble des polynomes se note R[X].

Propriété 27

n
Soit f = Z ¢ X" un polynome. Alors, f est la fonction nulle si et seulement si, pour tout

k=0
k € [0,n], ¢t = 0.

Démonstration. Considérons, pour tout n € N, la proposition : « pour tous réels cg, c1, ..., ¢y,

si f= Z cx X" est la fonction nulle alors, pour tout k € [0,7n], ¢z =0 ».
k=0
Initialisation. Soit ¢y € R et f la fonction constante égale a ¢g. Si f est la fonction nulle
alors ¢ = 0 donc P(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Soit cg, 1, ..., ¢py1 des réels et
n+1

f = chX * Supposons que f est la fonction nulle. Alors, en particulier, f (0) = 0. Or,

k=0
n+1

F0)=>" 0% = ¢ donc ¢y = 0. Ainsi, pour tout réel z,
k=0

f(z) = 1w+ cyx® + - + cpprz™
donc f est dérivable sur R et, pour tout réel x,
f(x) =c1+2cx+ -+ (n+ 1), 12"

Ainsi, f" est un polynoéme et, de plus, comme f est la fonction nulle, f” est également la fonction
nulle. Comme P(n) est vraie, on en déduit que ¢; = 0, 2¢o = 0, ..., (n 4+ 1)cpy1 = 0 donc
¢ =cy =+ = cpy1 = 0 et ainsi, pour tout k& € [0,n+ 1], ¢, = 0. On conclut donc que P(n+1)
est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout n € N, P(n) est
vraie. 0

— Corollaire 28 ~

n
L’écriture d'un polynéme non nul sous la forme f = Z e X" avec ¢, # 0 est unique.
k=0

Autrement dit, si f = Z Xk et g = Z b X* sont deux polynémes tels que ¢, # 0 et
k=0 k=0
by, # 0 alors f = g si et seulement si n = m et, pour tout k € [0,n], cx = by.




Démonstration. Soit f = Z cXFet g= Z b X* deux polynomes.
k=0 k=0
Clairement, si n = m et, pour tout k € [0, n], ¢t = by, alors f = g.
Réciproquement, supposons que f = g. Sans perte de généralité, on peut supposer que
m < n. Alors,

f=g= aX" =Y X" =Y (0 —bp)X + Y aX*
k=0 k=0 k=0 k=m+1

est le polynéme nul. On déduit de la propriété précédente que, pour tout k € [0, m], ap —br =0
et, pour tout k € [m + 1,n], ax = 0. Comme a,, # 0, ceci impose que m = n sinon la seconde
condition donnerait une contradiction. De plus, la premiere condition dit alors que, pour tout
k e [[O,n]], A = bk.

O

Exemple 29. Démontrer qu’il existe un unique triplet de réels (a, b, ¢) tel que a > 0 et
X' 4+4X% - 8X +4 = (aX?+bX + ).
Solution. Pour tous réels a, b et c,

(aX? +bX 4 ¢)* = (aX?)* +2(aX?)(bX +¢) + (bX +¢)®
= a’X* +2abX? + 2acX? + b X? + 2bcX + ¢
= a?X* 4 2abX? + (2ac + b*) X? + 2bcX + 2

Ainsi, par unicité de I’écriture d’un polynéme comme somme de mondme,

a’=1
2ab =4
X' 44X —8X +4 = (aX*+bX +¢)* <= {2ac+b> =0
2bc = —8
2 =4
Des lors, comme a > 0,
a=1
b=2 a=
X' 44X? —8X +4=(aX*+bX +¢)’ <= {2c+4=0 <b=2
4c = -8 c=—2
2 =4

Ainsi, (a,b,¢) = (1,2,—2) est 'unique triplet tel que que a > 0 et X* +4X3 — 8X +4 =
(aX? 4+ bX + )%



III. — Degré, racine et polynome dérivé

— Définition 30 )

n

Soit un f un polyndme non nul. Alors, f s’écrit de maniére unique f =Y X FouneN
k=0

et co, c1, ..., ¢, sont des réels tels que ¢, # 0.

1. L’entier n est appelé le degré de f. On le note deg(f).
2. Les nombres ¢y, ¢, ..., ¢, sont appelés les coefficients de f.

3. Le nombre ¢, est appelé le coefficient dominant de f et le nombre ¢y est appelé le
coefficient constant de f.
On dit que f est unitaire si son coefficient dominant est égal a 1.

On convient, de plus, que le degré du polynéme nul est —oo.

. J

Exemple 31.
1. Les fonctions constantes non nulles sont exactement les polynémes de degré 0.
2. Les fonctions affines non constantes sont exactement les polynémes de degré 1.
3. Les polynomes du second degré sont exactement les polynémes de degré 2.
4. deg(X?® — X 4+ 1) = 2023 et deg(1 + X + X? + X?) = 3.
Notation 32. Soit n € N. L’ensemble des polyndémes de degré inférieur ou égal a n se note

R, [X]. Ainsi, Rg[X] est 'ensemble des fonctions constantes et R;[X] est 'ensemble des fonctions
affines. (mais Ro[X] n’est pas I'ensemble des polynomes du second degré).

.

Propriété 33

Soit (f,g) € R[X]?. Alors,
1. Pour tous réels A et u, deg(Af + pg) < max(deg(f),deg(g));

2. deg(fyg) = deg(f) + deg(g);
3. si f n’est pas constante alors deg(g o f) = deg(g) x deg(f).

Démonstration. Ecrivons f = ST arXF et g =3 b X" avec n = deg(f) et m = deg(g).
k=0 k=0
1. Quitte a échanger f et g, on peut supposer que m < n. Alors, pour tout réel X et p,

MAug =AD" ar X+ 0 b X =" Nag, + pb) X+ > pap X"
k=0 k=0 k=0 k=m+1
Si pu # 0 alors deg(Af + pg) < n et si p =0 alors deg(Af + ug) < m < n donc, dans tous
les cas, deg(Af + pg) < n = max(deg(f),deg(g)). On remarque de plus qu’il y a égalité
si A # 0 et m <n.

2. On écrit f=a, X"+ f1 et g =0, X"+ g1 avec deg(f1) < n et deg(g;) < m. Alors,
f9=(a, X"+ f1) (b X™ + g1) = apbpy X" + 0, X" g1 4+ b X7 f1 + f101-

Or, comme g, est de degré au plus m — 1, a,, X"g; est de degré au plus n+m — 1, comme
f1 est de degré au plus n — 1, b,,X™f1 est de degré au plus m +n — 1 et fig; est de
degré au plus n — 14+ m — 1 = n+ m — 2. Ainsi, en utilisant deux fois le point 1.,
deg(a, X"g1 + b, X™ f1 + f191) < n+m — 1. De plus, comme a,, # 0 et by, # 0, ayb,, # 0.
Ainsi, on conclut que fg est de degré n + m.



3. Par définition, go f = > b, f". Pour tout k € [0,m], en utilisant j — 1 fois le point
k=0
2., deg(f?) = jn donc, si f n’est pas constante (i.e. n > 0), pour tout j € [0,m — 1],
deg(f?) < deg(f™). On déduit alors du point 1. (et de la remarque fait & la fin de ce
point) que
deg(go f) = deg(f™) = mn = deg(g) deg(f).

Remarque. Si f est constant, 1’égalité précédente peut étre mise en défaut. Par exemple,
sif=1et g=X —1alorsdeg(f)=0,deg(g) =1et go f=0donc deg(go f) = —oc.

O
Exemple 34. Déterminer tous les polynomes f € R[X] tels que f(X?) = (X2 +1)f.

Solution. Supposons que f est un polyndome de R[X] tel que f(X?) = (X?+1)f.

Si f est nul alors f vérifie bien ’égalité proposée.

Supposons que f n’est pas le polyndme nul et notons n = deg(f). Alors, deg(f(X?)) = 2n
et deg((X?2+1)f) =2+ n donc 2n = 2+ n i.e. n = 2. Ainsi, il existe des réels a, b et ¢ avec
a # 0 tels que f = aX?+ bX + c. Dés lors,

f(X?) =a(X?)? +bX* +c=aX* +bX* +c
et

(X2+1)f=(X*+D(aX?*+bX +¢) =aX* +bX* +cX? +aX? +bX +c
=aX* +0X* + (a+c)X*+bX +c

donc
a=a

0=0
(X)) =(X*+1)f<=<b=a+c :){ii ;
0="b -

cC==¢

Ainsi, f est de la forme f = aX? —a=a(X?-1).

Inversement, si a € R* et f = a(X? — 1) alors f(X?) = a((X?)? — 1) = a(X* — 1) et
(X?24+1)f=(X?+1a(X?-1) =a((X?)?*—12) = a(X?* — 1) donc f(X?) =a(X?—1).

De plus, on peut remarquer que le polynome nul peut s’écrire a(X? — 1) avec a = 0.

On conclut donc que I'ensemble des polyndmes f tels que f(X?) = (X2 +1)f est P'ensemble
{a(X?—-1) | a € R}.

Définition 35 ]

Soit f € R[X] et r € R. On dit que r est une racine de f si f(r) = 0.

Exemple 36.
1. Si f: 2+ ax + b avec a # 0 alors 'unique racine de f est —2.

2. Si f est un polyndéme du second degré alors les racines de f sont les solutions de I’équation
f(z) = 0. Ainsi, f possede 2 racines si A > 0, un unique racine si A = 0 et aucune racine
si A <O.

3. lestracinede f=X?+5X? —4X —2car f(1) =12 +5x12—4x1-2=0.



[ Propriété 37 ]

Soit f € R,[X]. La fonction dérivée d’'un polynéme f est un polynéme appartenant a
R,,_1[X]. On I’appelle le polynéme dérivé de f.

n
Démonstration. On peut écrire f = Z e X" avec n € N et deg(f) < n. Ainsi, pour tout réel z,

k=0
k

f(x) = Z arz® donc f est dérivable sur R et, pour tout réel z,

k=0
n n—1

fl@) =Y kap X" ' =Y kapa" ' =D (j + 1)aj2
k=0 k=1 =0

donc f’ est un polynéme et f' € R, _;[X].

Exemple 38.
1. Si f est un polyndéme constant alors f” est le polynéme nul.
2. Si f est une fonction affine alors f’ est un polyndéme constant.
3. Si f=X3+5X?—-3X +4alors f/ =3X%+ 10X — 3.

Définition 39

Soit f € R[X] et r € R une racine de f. On dit que r est une racine multiple de f si
f'(r) = 0. Dans le cas contraire, on dit que r est une racine simple de f.

Exemple 40. Montrer que 2 est une racine multiple du polynéme f = X3 — 3X? + 4.

Solution. D’une part, f(2) =23 —3 x 224+ 4 =8 — 12+ 4 = 0 donc 2 est une racine de f.
D’autre part, f' = 3X% —6X donc f/(2) =3 x 2?2 —6 x 2=12— 12 = 0 donc 2 est une racine
multiple de f'.

Graphiquement, un polynéme f admet une racine multiple r si sa courbe coupe 'axe des
abscisse en r et si, en ce point, 'axe des abscisse est tangente horizontale a la courbe de f.

Cr Cr
Tangente
T N L \ N
0 ’ 0 ) r ’ rfangente
r est racine simple de f r est racine multiple de f
¢y coupe l'axe des abscisses en r ¢y coupe l'axe des abscisses en r
mais sa tangente n’est pas horizontale et sa tangente est horizontale
en ce point en ce point




Théoréme 41

Soit n € N*, f un polynome de degré n et r € R. Alors,
1. 7 est un racine de f si et seulement s’il existe un polynéme g de degré n — 1 tel que
f=X=r)g.
2. r est un racine multiple de f si et seulement s’il existe un polynoéme g de degré n — 2
tel que f = (X —r)3g.

Démonstration. Commengons par remarquer que, pour tout k£ € N*, il existe un polynome hy,
de degré k — 1 tel que X*¥ —r* = (X — r)hy. En effet, pour tout k € N*,

k—1 k—1 k-1
(X —r) Z rh=i=lx7 = Z phoi—l i+t Z rk=i X7
=0

§=0 J=0

k—2 k-1
= X*+ Zrk_j_lX]H — Z rk=i X7 — rk
=1

J=0

k-1 k-1
= Xk + z:rk_EXZ — Zrk_JX] —rk

(=1 j=1
= XF k.

Ainsi, pour tout k € N*, le polynome h;, = Z?;é r#=3=1X7 convient.

1. S’il existe g € R,,_1[X] tel que f = (X —r)g. Alors, f(r) = (r —r)g(r) = 0g(r) = 0 donc

r est racine de f.
n

Réciproquement, supposons que r est racine de f. Ecrivons f = Z e X* avec ¢, # 0.
k=0

n
Comme 7 est une racine de f, f(r) =0 donc » cxr® = 0. Ainsi,
k=0

k=0 k=0 k=1 k=1 k=1
Deés lors, en utilisant les polynémes h; définis dans le calcul préliminaire,

F= 3 X = b= (X — )3 ey
k=1 k=1

Or, pour tout k € [1,n], hy est un polyndéme de degré k — 1 donc, comme ¢, # 0, Z crhg

k=1
n

est un polynome de degré n — 1. Ainsi, en posant g = Z cihy, on obtient un polynoéme
k=1
de degré n — 1 tel que f = (X —r)g.

2. Supposons qu’il existe un polyndéme g de degré n — 2 tel que f = (X — r)2g. Alors,
f(r) = (r —r)?g(r) = 0 donc r est racine de f. De plus, le polynome dérivé de f est
['=2(X —r)g+ (X —r)%¢ donc f'(r) =2(r —r)g(r) + (r —r)*¢'(r) = 0 et ainsi r est
une racine multiple de f.

Réciproquement, supposons que r est une racine multiple de f. Remarquons que,
comme f est de degré au moins 1, f’ n’est pas nul donc, comme r est racine de f’, f’
n’est pas constant et donc n > 2. Etant donné que r est une racine de f, d’apres le point



1., il existe un polynéme g; de degré n —1 > 1 tel que f = (X —r)g;. Alors, le polynéme
dérivé de fest f' = g1+ (X —r)g] donc, comme r est racine de f', g1(r)+ (r—r)gi1(r) =0
i.e. g1(r) = 0. Ainsi, r est racine de g; donc en appliquant le point 1. au polynéme g,
on en déduit qu'il existe un polynéme g de degré n — 2 tel que g; = (X — r)g et ainsi
9= (X —r)g=(X—r)g.

O

Exemple 42.
1. Factoriser le polyndme f = X3 4+ 5X? — 4X — 2 de I'exemple 36.

2. Factoriser le polynome de I’exemple 40.

Solution.

1. On a vu que f(1) = 0 donc il existe un polynéme g de degré 2 tel que f = (X — 1)g.
Autrement dit, il existe des réels a, b et ¢ avec a # 0 tels que f = (X —1)(aX?+bX +¢).
Or, pour tous réels a, b et c,

(X —1)(aX?+bX +c) = aX? +bX*+cX —aX?—bX —c=aX’+(b—a)X*+ (c—b)X —c

donc
a=1
b a=1
—q =
f=(X—-1)(aX?+bX +¢c) = by b=6
c—b=— .
—c= -2

Ainsi, f = (X —1)(X? +6X +2).

2. On a vu que 2 est racine multiple de f donc il existe un polynéme g de degré 1 tel que
[ = (X —2)%g. Autrement dit, il existe des réels a et b tels que f = (X —2)%(aX +b).
Or, pour tous réels a et b,

(X —2)%(aX +b) = (X* —4X +4)(aX +b) =aX® +bX? — 4aX? — 4bX +4aX +4b
=aX?+ (b—4a)X? + (4a — 4b) X + 4b

donc
a=1

= (X —2)%(aX + 1) — YEN
J=I ) (@X +0) da—4b =0 {b
4b =4

Ainsi, f = (X —2)*(X +1).

Corollaire 43
' Soit n € N. Un polyndéme de degré n possede au plus n racines. ]

Démonstration. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) « un polynéme de degré n
possede au plus n racines ».

Initialisation. Un polynome de degré 0 est un polyndéme constant non nul donc il n’a pas
de racine. Ainsi, P(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Considérons un polynéme f de degré
n+ 1. Si f n’a pas de racine alors il a moins de n + 1 racines. Sinon, f possede au moins une




racine r donc, par le Théoréme 41, il existe un polynéme g de degré n tel que f = (X —r)g.
Or, pour tout réel z,

flz)=0<«<= (zr —1r)g(z) =0 <=z =1 ou g(x) = 0.
Ainsi, les racines de f sont 7 et les éventuelles racines de g. Or, comme deg(g) = n, par hypothese
de récurrence, g possede au plus n racines et donc f possede au plus n + 1 racines. Ainsi, P(n)
est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout n € N, P(n + 1) est
vraie. 0

Exemple 44. On consideére le polynéme f = X3 +2X? — X — 2. Calculer f(—2), f(—1) et f(1)
et en déduire ’ensemble des racines de f.

Solution. f(—2) = (—2)? +2(—2)2 - (=2) - 2= -8+8+2—-2=0, f(—1) = (=1 +
2(=1)2? - (1) —2=-142+1-2=0et f(1)=1*+2x1°-1-2=1+2-1-2=0. Or,
comme deg(f) = 3, f possede au plus 3 racines donc on conclut que ’ensemble des racines de f
est {—2,—1,1}.

Propriété 45

Soit f = aX?+bX + ¢ un polynéme du second degré. On note A = b? — 4ac le discriminant
de f.
1. Si A =0 alors f posseéde une racine multiple zg et, pour x € R, f(z) = a(x — x¢)*.
2. Si A > 0 alors f possede deux racines simples x; et x5 et, pour tout nombre réel x,
f(z) =alx — z1)(x — z2).

Dans les deux cas, cette forme s’appelle la forme factorisée de f.

Démonstration. 1. Si A =0 alors 2y = —% est racine de f. De plus, f' = 2aX + b donc
f(wo) = 2a(—2) 4+ b =0 et ainsi 2o est une racine multiple de f. On en déduit qu’il
existe un polynome g de degré 0 i.e. un polyndme constant tel que f = (X — z()2g. Or,
(X —x0)%g = (X2 —2z0X +22)g = gX* — 2970 X + gz donc g est le coefficient dominant
de (X — x9)%g9 = f donc g = a. Ainsi, f = a(X — x¢)%

2. Si A > 0 alors f possede deux racines x1 et x9. De plus, x1 et x5 sont différentes de —%
donc elles n’annulent pas f’ et sont donc des racines simples. Comme x; est racine de f, il
existe un polynome g de degré 1 tel que f = (X —x1)g. Deslors, 0 = f(xg) = (zo—x1)g(x2)
done, comme x5 — 21 # 0, g(x2) = 0. Ainsi, il existe un polynéme h de degré 0, donc
constant, tel que g = (X — x9)h. Ainsi, f = (X — 21)(X — 22)h. On en déduit que
f=hX?— h(z; + 29)X + hx125 donc en identifiant les coefficients dominants, h = a et
ainsi f = a(X — x1)(X — z2).

]

Remarque 46. Si A < 0, f n’a pas de forme factorisée dans R.
Exemple 47. Factoriser les polyndmes f = X2 — X —6et g =4X?+4X + 1.

Solution.
Le discriminant de f est A = (—1)2 —4 x 1 x (=6) = 25 > 0 donc f posséde deux racines

réelles :
—(—1) —+v25 —(—1)+v25
2x1 2x1

Ainsi, on en déduit que f = (X +2)(X — 3).

Le discriminant de g est A = 42 —4 x 4 x 1 = 0 donc g posséde une racine multiplie
b =4 1
To — oxd — 5

On en déduit que g = 4(X + 3)%.



