¢ Chapitre 11. Etudes de fonctions

Dans tout ce chapitre, le plan est muni d’un repeére (O 7, j) et f est une fonction numérique.
I. — Limites

1) Comportement au voisinage de +oo

Dans tout ce paragraphe, on suppose qu’il existe un réel ¢ € R tel que |c;+o00[ C Dy.

a) Fonction convergeant en +oo

Théoréme et définition 1

On dit que f converge en +o0o (ou que f(z) converge lorsque = tend vers +00) s'il existe
un réel ¢ tel que tout intervalle ouvert contenant ¢ contient toutes les valeurs f(z) pour
x suffisamment grand. Dans ce cas, le réel ¢ est unique et s’appelle la limite de f en
+o0. On dit alors que f converge (ou tend) vers ¢ en +oo et on note alors ¢ = lig.} f ou

(= lim f(x).

T—+00
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Exemple 2. La fonction inverse tend vers 0 en +oo.

Définition 3

Si f converge vers un réel ¢ en +oo alors la droite A d’équation y = £ est appelée asymptote
(horizontale) a la courbe % au voisinage de +o0.

b) Fonction divergeant en +oo

Définition 4

On dit qu'une fonction diverge en +oo si elle ne converge pas en +o0.

Exemple 5. On admet que les fonctions x — cos(x) et z — sin(z) divergent en +oo.

— Définition 6 N

1. On dit que f tend (ou diverge) vers +00 en +00 si, pour tout réel A, l'intervalle
|A; +o0o[ contient toutes les valeurs f(z) pour x suffisamment grand. Dans ce cas,
on dit aussi que f(z) tend (ou diverge) vers oo lorsque z tend vers +oo et on
note li{.{%f = 400 ou :Bginoof(x) = +400.

2. On dit que f tend (ou diverge) vers —oo en 400 si, pour tout réel A, 'intervalle
|—00; A[ contient toutes les valeurs f(z) pour z suffisamment grand. Dans ce cas,
on dit aussi que f(z) tend (ou diverge) vers —oo lorsque z tend vers +oo et on
note lim f = —oco ou lim f(z) = —oc.

+oo T—+00




Propriété 7. — Limites des fonctions usuelles en 400
Soit c € R, a € R} et n € N*.
L. xgrfooc =¢ 5. lim e* =400
. n T—+00
2. acgr-{loox =t 6. EIJP In(z) = 400
1
3. lim — =0 :
i o 7 lim f — 0 si a.< 1
4. lim /z =400 Z—+00 +oosia>1
T—r+00

2) Comportement au voisinage de —oo

On peut reprendre I'étude précédente au voisinage de —oo pour une fonction f définie sur
un ensemble contenant un intervalle de la forme |—o00;¢[ avec ¢ € R. On s’intéresse alors au
comportement de f(x) quand = devient grand par valeurs négatives.

On a les mémes notions de convergence vers un réel, de divergence, de divergence vers +o00
ou vers —oo et d’asymptote (horizontale) au voisinage de —oo.

y

Propriété 8. — Limites des fonctions usuelles en —co

Soit c€e R, a € R} et n € N*.

1. lim c=c
r—r—0o0

5. lim e* =0
. +00 si n est pair oo

2. lm "= i i i +oosia<1

r—r—00 —

00 SI n est iImpair 6. lim a® — .
T——00 Osia>1

3. lim — =

r——oco "

3) Comportement au voisinage d’un réel a

Dans tout ce paragraphe, a est un réel et f est une fonction définie au voisinage de a
c’est-a-dire il existe deux réels b et ¢ avec b < a < ¢ tels que |b;a[ U Ja; ¢[ soit inclus dans Dy.
Une telle fonction n’est donc pas nécessairement définie en a.

a) Fonction convergeant en a

Théoréme et définition 9

On dit que f converge en a (ou que f(z) converge lorsque z tend vers a) s’il existe un
réel ¢ tel que tout intervalle ouvert contenant ¢ contient toutes les valeurs f(z) pour x € Dy
suffisamment proche de a. Dans ce cas, le réel £ est unique et s’appelle la limite de f en a.
On dit alors que f converge (ou tend) vers £ en a et on note £ = lim f ou £ = lim f(z).




Propriété 10

Si f est une fonction usuelle (fonction puissance n (n € Z), racine carrée, exp, In, exp,
(a € RY), cos, sin, tan,...) et si a € Dy alors lim f(z) = f(a).
x a

Exemple 11.
1. Déterminer la limite de cos en 3.
2. Déterminer la limite de la fonction exponentielle en 0.

3. Déterminer la limite de In en e.

b) Fonction divergeant en a

— Définition 12 ~

1. On dit qu’une fonction diverge en a si elle ne converge pas en a.

2. On dit que f tend (ou diverge) vers +oco en a si, pour tout réel A, l'intervalle
]A; +o0] contient toutes les valeurs f(x) pour z € Dy suffisamment proche de a.
Dans ce cas, on dit aussi que f(x) tend (ou diverge) vers +oo lorsque z tend vers
a et on note lim, f = +o0 ou lim,_,, f(z) = +oc.

3. On dit que f tend (ou diverge) vers —co en a si, pour tout réel A, l'intervalle
|—00; A[ contient toutes les valeurs f(x) pour z € Dy suffisamment proche de a.
Dans ce cas, on dit aussi que f(z) tend (ou diverge) vers —oo lorsque x tend vers
a et on note liamf = —00 ou 31:11)1(11 f(z) = —oc.

......................................... FIGURE 4 ..

Exemple 13. Déterminer la limite de la fonction f : z — - lorsque x tend vers 0.

T

Définition 14

Si f diverge vers 400 ou vers —oo en a alors la droite A d’équation x = a est appelée
asymptote (verticale) a la courbe %7.

c) Limite a droite et limite a gauche

Exemple 15. On s’intéresse au comportement de la fonction inverse au voisinage de 0. Lorsque
x devient proche de 0, % devient tres grand par valeurs positives ou négatives suivant que = est
positif ou négatif. Ainsi, la fonction inverse diverge sans avoir de limite en 0.

Cependant, si on considere cette méme fonction en restreignant ’ensemble de définition a
]0; +oo[ alors lorsque x tend vers 0 (en étant positif donc), la fonction ainsi restreinte tend
vers +o00. On dit alors que % tend vers 4+oo lorsque = tend vers 0 par valeurs supérieures et
+o00 est appelée la limite a droite de i lorsque x tend vers 0. On note alors :lvli%% = +00 ou

>0

lim+ i = 400. De méme, si on considere la fonction inverse restreinte a |—oo ; 0[ alors lorsque
z—0

x tend vers 0 (en étant négatif donc), la fonction ainsi restreinte tend vers —oo. On dit alors

que % tend vers —oo lorsque = tend vers 0 par valeurs inférieures et —oo est appelée la limite a

gauche de % lorsque x tend vers 0. On note alors lir%% = —ooou lim 1+ = —o0.
T—

z—0— ¥
<0



— Définition 16 N

Si la restriction de f a l'intervalle Ja ; ¢[ admet une limite ¢ (finie ou infinie) lorsque = tend
vers a, on dit que f admet une limite & droite (ou par valeurs supérieures) en a et on
note %%]% f(z) =L ou xlgg f(z) ="¢.

De méme, si la restriction de f a l'intervalle |b;a[ admet une limite ¢ (finie ou infinie)

lorsque z tend vers a, on dit que f admet une limite a gauche (ou par valeurs inférieures)
en a et on note lim f(x) = ¢ ou lim f(z) = /(.
z—=a T—a~

r<a

. J

Remarque 17.
1. Si, dans la définition précédente, au moins I'une des deux limites est infinie, on dira
encore que la droite d’équation x = a est asymptote (verticale) a la courbe €.
. , o . o _ . _
2. Si f n'est pas définie en a et si lim f(z) = lim f(x) = £ alors lim flx)="¢.

r>a r<a

Propriété 18. — Limites des fonctions usuelles en 0

Soit n € N*.
: |
1. Si n est pair, lim — = +oo.
z—0 ™
2. Si n est impair, lim — = —oco et lim — = +o0.
z—0— " z—0t "
3. lim In(x) = —o0.
z—0F

4) Limites et opérations algébriques

Dans tous les tableaux suivants, f et g sont deux fonctions et £ et ¢’ sont deux réels. Les
regles suivantes sont valables lorsque z tend vers +oo, vers —oo ou vers un réel a (éventuellement
a droite ou a gauche).

1. Limite d’une somme

si f(z) tend vers 14 1 14 +o0 —00 +o0

et si g(x) tend vers v +00 —00 +00 —00 —00

alors f(x) + g(x) tend vers

Remarque. L’étude de f(z) — g(x) se ramene a celle d'une somme en écrivant la différence
sous la forme f(z) — g(x) = f(z) + (—g(x))
2. Limite d’un produit

si f(z) tend vers ¢ | >0 4>0]£<0]¢<0| +00| 400 | =00 | 0

et si g(x) tend vers v +o0 | —00 | 400 | —00 | 400 | —00 | —00 | 00

alors f(x)g(z) tend vers

Remarque. L’étude de kg(x) ou k est un réel est un cas particulier de ce qui précede en
prenant pour f la fonction constante égale a k.



3. Limite d’un quotient
e Cas ou g(z) ne tend pas vers 0

si f(x) tend vers 14 14 +o0 +0o0 —00 —00 00

et si g(x) tend vers 0#0 00 >0 | 0<0 | >0 | 0<0 00

f(x)
g9()

alors tend vers

e Cas ou g(z) tend vers 0

si f(x) tend vers (>0| 400 | £>0] 400 | L<0| —00 | (<0 | —00]| O

et si g(z) tend vers 0t 0t 0~ 0~ 0t 0t 0~ 0~ 0

f(x)

tend vers
g(x)

alors

Exemple 19. Dans chaque cas, déterminer la limite de f(z) lorsque z tend vers a.

1) f(@) ="+ 2%+ 1, a = 400 2)f(x):1n(x;+1,a:0+ 3)f(x):\2/xz__71,a:4

1) f(z) = (i:(;y 0 =2 5) f(z) = In(x) + i 4=4o00  6) f(x) =sin(z) + ;2

7) (@) = (x + 3)¢", a = +oo 8)f(x):2xx+_31,a:+oo 9) f(#) =2 — 241, a = —o0

10) f(2) = 2" — 2+ 1, a = 400 11) f(z) =2 —a® + 1, a = —00 12) f(z) = :

13) f(z)=2*—2+1,a=0  14) f(z) = tan(x), a:g 15) f(z) = In(x) — }B a=0"
Pt Bl — T s (s e et

Soit f une fonction homographique dont la forme réduite est f:x — a + - /B . Alors, la
courbe de f admet une asymptote horizontale d’équation y = « et une asymptote verticale
d’équation x = 7.

II. — Dérivation

Dans tout ce paragraphe, f une fonction numérique, a € Dy et on suppose qu’il existe un
intervalle I non réduit a un point tel que a € I C Dy.

1) Nombre dérivé

— Définition 21 N

fla+h) = f(a)
h

limite finie quand h tend vers 0. Cette limite est alors appelée le nombre dérivé de f en a
et se note f'(a) ou 3 (a).

. J

On dit que f est dérivable en a si le taux de variation ¢(h) = admet une

Exemple 22. Montrer que la fonction carré est dérivable en 3 et calculer son nombre dérivé.

a = —+0o0



Remarque 23.

1. Si a est une borne de Dy, on ne considére que la limite a droite ou a gauche en a.

fla+h) - f(a)
h

2. Si f est dérivable en a alors, par définition, f'(a) = lim ce qui peux

h—0

aussi s'écrire, en posant x = a+ h, f'(a) = lim M

. Ceci peut parfois servir pour
T—a €T — Q

calculer des limites.

— Définition 24 N

On suppose que a n’est pas une borne de Dy et on note A le point de coordonnées (a; f(a))

1. Si f est dérivable en a, on appelle tangente a 6, au point A la droite passant par
A et dont le coefficient directeur f'(a).

2. Si f n’est pas dérivable en a mais si son taux de variation en a diverge vers +oo ou
vers —oo lorsque h tend 0, on dit que € possede une tangente verticale en A.

5 4]
¢y T, T,
4 .
3 9 (///35’——
A
f(a) TA
21 1 /
—1 1 213 4 5
2 1/ 192 3 4 -4

Tangente dans le cas ou f est dérivable en a Tangente verticale en A

Remarque 25. Si a est une borne de Dy, on peut prolonger la définition précédente mais on parle
plutot, dans ce cas, de demi-tangente.

Exemple 26. Montrer que la courbe de la fonction racine carrée admet une demi-tangente
verticale en O.

Propriété 27

Soit @ n’est pas une borne de Dy et si f est dérivable en a alors la tangente a ¢ point
d’abscisse a a pour équation réduite

y = f'(a)(z = a) + f(a).

Exemple 28. Déterminer 1’équation réduite de la tangente a la courbe de la fonction carré au
point d’abscisse 3.



2) Fonction dérivée

a) Définition

— Définition 29 N

1. Si f est dérivable en tout point a € Dy, on dit que f est dérivable sur Dy.

2. Si f est dérivable sur Dy, on définit la fonction dérivée (ou simplement la dérivée)

de f comme la fonction qui & tout a € Dy associe le nombre f/(a). On note cette

fonction f’ ou %.

b) Dérivées des fonctions usuelles

On désigne par ¢, a, b et a des constantes réelles et par n un entier naturel non nul.

La dérivée de est sur
T +—c z+— 0 R
r——axr—+b T—a R
T — " x — na" ! R
1 n 0 0:
T T |—00;0[U]0; +oo]
1
— —_ —— 0:
x T x NG 10; 4-00]
T — x° r— ar®! 105 +oo]
exp exp R
1
In T — 105 +oo]
x
sin cos R
Cos — sin R
1 2 s
tan x»—>6082(x):1+tan () | R\{§ +kr|kecZ}

Remarque 30. Toutes les fonctions de référence sont dérivables sur leurs ensembles de définition
respectifs SAUF :
1. la fonction racine carrée qui n’est pas dérivable en 0 car, pour tout h > 0,

VO+h=-v0 _vh_ 1

h h T o

\/E h—0+

Cela dit, la courbe de la fonction racine carrée admet une demi-tangente verticale en 0;

t(h) =

2. la fonction valeur absolue qui n’est pas dérivable en 0 car son taux de variation en 0 a
une limite a gauche égale a —1 et une limite a droite égale a 1.



3) Dérivée et opérations algébriques

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un méme ensemble E et si k& est un réel alors les

fonctions v + v, ku, uv, — et — sont dérivables sur leurs ensembles de définition respectifs et
v

1\’ v w\’"  uv—u
I / I / I o/ / _ - _ -
(utv) =d +v | (ku) =ku | (wv) =v'v+ uv (v) 2 (v> 2

Exemple 31. Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

e’ +a2+1 In(2) " e’ — 1
_— r—xInlr) —x X
2 g o + 1

frx—

k:x+— tan(x).

4) Dérivée d’une fonction composée

( )

Théoréme 32. — (admis)

Soit v une fonction définie sur un intervalle J et u une fonction définie sur un intervalle [
telle que, pour tout x € I, u(x) € J. Si u est dérivable sur [ et si v est dérivable sur J alors
la composée v o u est dérivable sur [ et

(vou) = (W ou)xu

- .7:2
Exemple 33. Etudier la dérivabilité et calculer la dérivée de [ :z+—— Va2 4+ 1, g:=x €7,
h:zr—In(z+vVa2+1), k:z+— etE:xl—Hn(#).

cos(z)

N
(3 + cos(z))?

Remarque 34. Soit I un intervalle centré en 0 et f une fonction définie sur I. Alors, la fonction
g définie sur I par g(x) = f(—x) est dérivable sur R et, pour tout x € I, ¢'(x) = —f'(—x).
Par exemple, la dérivée sur R de la fonction x — e™ est la fonction z — —e™.

5) Liens entre dérivée et variations

( \

Théoréme 35. — (admis)

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.

1. Si, pour tout x € I, f'(x) > 0 et si f'(x) ne s’annule qu’un nombre fini de fois sur /
alors f est strictement croissante sur I.

2. Si, pour tout x € I, f'(z) < 0 et si f'(x) ne s’annule qu'un nombre fini de fois sur I
alors f est strictement décroissante sur I.

3. Si, pour tout x € I, f'(x) = 0 alors f est constante sur I.

Exemple 36. La fonction cube est strictement croissante sur R.

2
:Z‘ J—
Exemple 37. On consideére la fonction f: 2 +— ———

définie sur R et on note € sa courbe
2 +1

dans un repere orthonormé (O ; ;,;)
1. Justifier que f est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
2. Etudier les variations de f sur R puis construire son tableau de variation (avec les limites).

3. Déterminer une équation de la tangente 7} a 47 au point d’abscisse 1.



6) Dérivée seconde

Définition 38

Si f est dérivable sur Dy et si f’ est elle-méme dérivable sur Dy, on dit que f est deux fois
dérivable sur Dy et la dérivée de f’ est appelée la dérivée seconde de f. On la note f”
(lire « f seconde »).

Exemple 39. Déterminer les dérivées secondes des fonctions sin, cos et exp.

7) Dérivation des fonctions de deux variables

Définition 40

Une fonction réelle de deux variables est une application définie sur une partie D de
R? et & valeurs dans R.

Exemple 41.

e La fonction « aire du rectangle » peut étre écrite comme une fonction qui dépend de la
longueur L et de la largeur ¢ du rectangle : A : (L,¢) — L x /.

e La fonction f : (z,y) — 2% + 4y est une fonction des deux variables x et y.
Pour simplifier, nous nous limiterons au cas ou I’ensemble de définition D est un pavé ouvert

de R?, c’est-a-dire le produit cartésien de deux intervalles ouverts I et J. C'est le cas dans les
exemples précédents : (L, ) € R% x R* soit (R*)? et (z,y) € R

— Définition 42 N

Soit f définie sur un pavé ouvert I x J de R?. On suppose que, pour tout x € I et tout
y € J, les applications partielles

fyrz— flr,y) et faryr— f(z,y)

sont dérivables respectivement sur I et sur J. Alors, on définit les dérivées partielles de f
de la maniere suivante :

e la dérivée partielle de f par rapport a x est la fonction qui a (x;y) € I x J

associe le nombre dérivé de f, en z; on la note g—i ;
e la dérivée partielle de f par rapport a y est la fonction qui a (z;y) € I x J
associe le nombre dérivé de f, en y; on la note g—f.
Y
Remarque 43.
1. Ainsi, par définition, pour tout (x;y) € I X J,

of ) dfy of / dfs
e = =500 e Gew = =)

2. Concretement, pour dériver une fonction de deux variables par rapport a une des deux
variables, on considere I’autre comme une constante.

Exemple 44. Calculer les dérivées partielles des fonctions de I'exemple 41.



II1I. — Primitives

1) Définition

Définition 45

Soit f une fonction numérique et I un intervalle inclus dans D;. On appelle primitive de
f sur I toute fonction définie et dérivable sur I telle que F' = f.

Exemple 46. Déterminer une primitive de exp sur R, une primitive de f : o — 2% + 222 — 5
sur R et une primitive de g : ¢ — 1 sur J0; +o0].

Propriété 47

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On suppose que f admet une primitive F’
sur I. Alors,

1. f admet une infinité de primitives sur I : ce sont toutes les fonctions de la forme
F + ¢ ou ¢ est une constante réelle;

2. si xg et yo sont deux réels tels que xg € I, il existe une et une seule primitive G de f
sur [ telle sur G(zo) = yo.

Exemple 48. Déterminer la primitive de sin sur R qui s’annule en 0.

2) Primitives et opérations

Propriété 49

Soit f et g deux fonctions définies sur un méme intervalle 7. On suppose que f admet une
primitive F' sur I et que g admet une primitive G sur I. Alors,

1. F + G est une primitive de f + g sur [;

2. pour tout réel k, kF' est une primitive de kf sur I.

Exemple 50. Déterminer une primitive sur R de la fonction f : x — —5z? + 3e®.

I NNEXISTE PAS FORMULE permettant de déterminer une primitive de f x g ou de i a
g
partir de F et G.

3) Primitives des fonctions usuelles

Dans le tableau suivant, a, k et « sont des réels et n € N*,



Les primitives de

sont les fonctions

sur
T a ar + c R
T — " —— " 4 ¢ R
n+1
— - (122) |2 — | J=0050[ ou J0; +oo]
T — (n T ——————— | ]-00;0[ ou ]0; +00
” (n—1)an! ’ 7
1
— ¥ -1 — a+1 0:
x @ (a#-1)| = P 10; 400]
1
T — r+— In(|z]|) +¢ | ]—00;0[ ou |0;4o00]
T
1
xr—>ﬁ r— 2T +c 105 +oof
T — e’ r— e’ +c R
x — sin(x) —cosx+c¢ R
x — cos(x) sinx + ¢ R

4) Formes particuliéres dont on sait déterminer les primitives

Dans le tableau suivant, u désigne une fonction définie et dérivable sur un intervalle I, a, b,
c et a sont des réels tels que a # 0 et n € N*,

Les primitives de | sont les fonctions sur tout intervalle J
u'u" —— " 4 ¢ inclus dans [
n+1
“/(>2) ! + inclus dans T et sur lequel annul
— (n — c inclus dans I et sur lequel v ne s’annule pas
ur 7 (n — Dur! 4 P
1
wu® (a # —1) ?ua“ +c¢ | inclus dans [ et sur lequel u est strictement positive
«
u/
— In(|u]) + ¢ inclus dans [ et sur lequel u ne s’annule pas
u
!
u
7 2\/u+c inclus dans I et sur lequel u est strictement positive
u
u'e” e +c inclus dans [
u' cos(u) sin(u) + ¢ inclus dans [
u' sin(u) —cos(u) + ¢ inclus dans 1

Exemple 51. Déterminer une primitive de

fror— 22 +3)(2*+32)° sr R g: 2+ e sur R

k: x> cos(3x + 1) sur R

{:x—

3

(2t = 1)°

h:z+—

sur |1;+o00[ m:x+—

72
1

x
+1

xr —

sur R

sur |—oo; 3|



IV. — Exercices

Exercice 1. Déterminer les limites suivantes.

1
1) lim 2) lim 2*0% 3) lim 2*% 4) lim 2°®+ 5z — 3
=01 + 2 T—+00 T——00 z—+00

5 lim 2° —2+4+1 6) lim 32" —2+4+2 7) lim 2*-32°+1 8) lim z+

T——00 T——00 T——00 T—+00 1+
0) lim1— — 10) li ! 11) lim 2vz 12) Tim 25
acg% 2 xl>H—13 v+ 3 z—1>r-${loox . z1—>InQ (gj — 2)2

Exercice 2. Déterminer les limites suivantes.

1) lim ze® 2) lim 1 —1In(z) 3) lim e“+e® 4) lim e 5) lim In(z?)

T— 400 x—0t r—r—+00 T—r—+00 x—0t
1 1—e”
6) lim n(x) 7) lim © lim 9) lim x—e® 10) lim e* —¢*
=0+t X z——00 | 4+ e~ % z—0+ In(x) z——00 z—r+o00

Exercice 3. Dans chaque cas, calculer la limite de f(z) quand x tend vers a et donner, lorsque
cela est possible, une interprétation graphique de cette limite.

1) f(x) =x+e"; a=400 2) f(z) ;a=400 3) f(x)=1—¢e"; a=+00

20 — 1
0 ) =ha(e) +o5a=0" 3 fa) = ia=-0  6) fla) =2 a=0"
7 f(x):ln(%) 4= 400 8) f(x):xzx—x; 0= —c0 9) flz)= xi . 4= 400
10) f(#) = 7 s a=oe 1) f(@)= "1 a=—00  12) f(z) =In(z) ~" s a=0"
Exercice 4. Soit f la fonction définie sur |—o0;3[U]3; 00| par f(x) = 23“’_*;.

1. Déterminer les limites de f en +o00, de —oo et de 3.

2. Préciser les éventuelles asymptotes a la courbe de f puis retrouver ce résultat déterminant
la forme réduite de f.

Exercice 5. On considere une fonction f dont le tableau de variation est le suivant.

T —00 -3 -1 1 2 400
+00 “+00
Variations /
2

1. Tracer une courbe susceptible de représenter la fonction f. (On fera également apparaitre
les éventuelles asymptotes.)

1

fzx)

a. Quel est 'ensemble de définition de ¢ ?

2. Soit g la fonction définie par g(z) =

b. Déterminer, en justifiant, les limites de g aux bornes de son ensemble de définition
(éventuellement a droite et & gauche).



Exercice 6. Dans chacun des cas suivants, calculer f’(x) pour tout x € I. On ne demande pas
de justifier la dérivabilité de f sur I.

1. f(z)=-3z+2,1=R.

2. f(z)=3z"— 423+ 2% -2z, I = R.
3. flz) = ($+1)\/_f 0; 400l
4. f(z) = 2 I:}—oo;ﬂ.

5. (x):m,fz]—Q;—i-oo[.

Exercice 7. Dans chacun des cas, calculer f'(x) pour tout x appartenant a I’ensemble précisé.
On ne demande pas justifier la dérivabilité. Dans 7), a, b, ¢ et d sont des réels tels que ¢ # 0.

4

1) f(z) =223 ; R 3) f(z) =322 —bx+2; R 3) f(z) = % R

0 f@)=ln(@) +2/T; B 5) fr) =% R ) fl) = o R {2)
Ni@="m ey 9w =" g e R

0) f0) = oS BV{-1} I f@) =R 12) f(5) =sin(r+ 1) R

12) f(x) =In(3x +6) ; |—2;4o00] 14) f(z) = (sin(z))*; R 15) f(z) = (cos*(z) +1)* ; R

Exercice 8. On considére la fonction f : x — 2® + 322 — 2 définie sur R.

1. Calculer les limites de f en 4+00 et en —oo.
2. Calculer la dérivée de f puis dresser le tableau de variations de f.

3. La fonction f est-elle bornée sur R. Admet-elle des extremums locaux ?

v+l
Exercice 9. On considere la fonction f : z — 18 définie sur R et on note %} sa courbe
x

dans un repeére orthonormé (O i, j).

1. Justifier que f est dérivable sur R et montrer que, pour tout réel z,

—x2—2x+8

fle) = (224 8)2

2. Etudier les variations de f sur R.

3. Quels sont les extremums locaux de f sur R?

4. Déterminer une équation de la tangente 7" a ¢ au point d’abscisse 0.
5

. Etudier les positions relatives de T et de Cs.

r—1

Exercice 10. On considere la fonction f définie sur R par f(x) =
eCU
1. Pourquoi peut-on affirmer que f est définie sur R 7
2. Justifier que f est dérivable sur R et calculer f'(x) pour tout réel x.

3. Etudier les variations de f sur R.
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Exercice 11. Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(z) = 902 1 1
e

1. Déterminer la limite de f en —oc.
2. Déterminer la limite de f en +ooc.

3. Calculer f'(x) pour tout réel = et en déduire les variations de f sur R.

et —e™”

Exercice 12. Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(z) = prap—
e’ +e
1. Etudier les limites de f en +00 et en —oo.

2. Etudier les variations de f sur R.

Exercice 13.
1. Soit g la fonction définie sur R par g(z) = 2* — 4z — 12.
a. Etudier, pour tout z € R, le signe de g(x) en fonction de x et présenter les résultats
sous forme d’un tableau.
b. Déterminer les limites de g en 400 et en —oo.
1
2. On considere la fonction h définie par h(z) = —.

g9(z)
a. Déterminer ’ensemble de définition de h.

b. Déterminer les limites de h (éventuellement a droite et & gauche) aux bornes de cet
ensemble de définition puis donner une interprétation graphique de ces limites.

c. On a représenté ci-dessous l'allure de trois courbes. L’'une d’entre elles peut-elle
correspondre & la courbe de A7 On justifiera sa réponse en utilisant uniquement les
résultats de la question précédente.

JLJ“t
y . R —

()

Courbe 1 Courbe 2 Courbe 3

2 41 +20

3. On considere la fonction f définie sur D = |2; 4o00| par f(z) = a:xx;-
a. Déterminer les limites de f aux bornes de D.

x
9(z) 5 ou g est la fonction définie dans

(z —2)

b. Démontrer que, pour tout x € D, f'(z) =
la question 1..
c. En déduire, pour tout = € D, le signe de f’(x) en fonction de x.

d. Dresser le tableau de variation de la fonction f sur D.

Exercice 14. Soit la fonction f : 2 — 2% — 2% + 2% — 32 + 1 définie sur R.
1. Justifier que f est deux fois dérivable sur R et déterminer f’ et f”.
2. a. Etudier les variations de f’ sur R.
b. Calculer f'(1) et en déduire le signe de f’.

3. Déterminer les variations de f sur R.

v



Exercice 15. Le potentiel électrostatique généré par une charge électrique ¢ a une distance r

de la charge est donnée par
q

V =
4megr

ou gp est une constante.

Deux charges positives ¢ et kq (avec k € ]1;400[) sont a une distance d I'une de l'autre, et
on admet que le potentiel qu’elles engendrent ensemble est la somme des potentiels engendrés
par chaque charge.

1. Dans le repére indiqué sur la figure, la charge ¢
se trouve en z = ( et la charge kq en x = d. Pour
tout x € ]0; d[, exprimer le potentiel engendré par
les deux charges au point d’abscisse x, en fonction

de x.
2. Sil’on place une charge positive sur 1’axe, elle se déplace vers I'abscisse i, ou le potentiel

VE+1

3. Quelle est la limite de x,,;, lorsque k tend vers 17

+

(@] T
I
QADQ

est minimal. Montrer que i, =

4. Méme question lorsque k tend vers +oo.

Exercice 16. Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes sur R2.

D fi(r,y)— 2+ 2) f:(z,y) — 32%° 3) f:(z,y) — ze¥ 4+ ysin(nx)
4) f:(r,0) —rcos(0) 5) f:(m,y) — 22> — 2y +3y+1 6) f: (2,y) — dxe®

Exercice 17. On consideére un fluide qui se déplace dans un tube, et on note u(x,t) sa densité
au point d’abscisse x a l'instant . On suppose que les molécules se déplacent vers la droite avec
une vitesse constante v. Dans une petite région [x,x + Az], & un instant ¢ donné, on considére
que la densité est constante, égale a u(z,t). Le nombre de molécules a l'instant ¢ dans cette
région est N(t) = u(z,t)Ax et sa variation sur un petit intervalle de temps est donc

AN = N(t+ At) — N(t) = u(z, t + At)Azx — u(z, t) Az (1)

Cette variation est aussi égale au nombre de particules qui sont entrées dans la région
[z, + Az] moins le nombre de particules qui en sont sorties

AN = u(z, t)vAt — u(z + Az, t)vAt. (2)
VAt : VAL
RN —  —
X x+Ax

1. En utilisant le fait que les expressions (1) et (2) de AN sont égales, en divisant par Ax
et At puis en prenant les limites pour Ax et At tendant vers 0, obtenir 1’équation de
transport

ou ou

—_— = = —

ot ox
2. On considere les fonctions u; et uy définies par

ui(x,t) = sin(z —vt) et ug(x,t) = o (@—v)?

Vérifier que u; et uy sont des solutions de ’équation de transport.



Exercice 18. En 1834, le physicien francais Emile Clapeyron énonce la loi des gaz parfaits, qui
lie entre elles les quatre variables d’état que sont la pression P, le volume V, la température T’
et la quantité de matiére n (nombre de moles) d'un systéme thermodynamique constitué de gaz
parfait : PV = nRT ou R est la constante des gaz parfaits, valant 8 314462 J/(mole - K). On se
place ici dans le cas ou la quantité de gaz n est fixée.

1. Exprimer la pression du gaz en fonction de V,n, R et T
2. Calculer les dérivées partielles de la fonction obtenue par rapport a V et a T.

Exercice 19. On a étudié la pénétration du froid dans le sol et trouvé cette formule reliant la
température 7" a l'instant ¢ (exprimé en heures) et la profondeur z (en m) :

T(x,t) = Tye  sin(wt — Az)

ou Ty, w et X\ sont des constantes.
e s 1os . 2 27 e
Montrer que T satisfait a 1’équation de la chaleur : %—f = kg%, ‘37:5 désignant la dérivée
partielle par rapport a x de ?TZ' La constante k est a exprimer en fonction des constantes de

I’énoncé.

Exercice 20. Prouver que la fonction F est une primitive de la fonction f sur l'intervalle I.

1. f: 2+ tan®(z) etF:xr—>tan(x)—xaveclz]—72r;g[.
2. f:x v+ cos(x) —xsin(x) et F: z—— xcos(z) avec I = R.
2(zt -1 1\?
3.f:mr—>($3>etF:xr—><m+) avec I =10 ; 4o0].
T x
20 — 1 —1
4. f: —— et F': —_— I[=10;1].
f xt—>$2<$_1)2e :Er—>$(x_1) avec 1051]

Exercice 21. Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de f sur I'intervalle I.
(On donnera la réponse sans justification.)

1) f@) =1 5 1=]0;+o00] 2) f(x) = cosz : [=R
3)f(:r):\/1§ ;1 =]0;40q] 4) f(x)=a*+22> —2+1 ; I=R
5) f(z) =sin(3z+1) ; I=R 6) flz) =2ze” ; I=R

7 f(x):ia:4+x3—2x+1 . I=R 8 f(m):<w2f2t:1+3)4 . I=R
9)f(£B)=emei1 ; I=R} 10) f@):j; ; 1 =10;+00]
11)f(x):x2_§x+1 . IT=R 12) f(a;):1—i2 . T=10;400]
13) f(g;):;3 . 1=10;+00] 14) f(x):—wlg+;2 1; I=]0;+00
15)f(x):\/12__x—1 I =]—00:1] 16)f(m):<x_31)5 . I=R

17) floa)=R2x—1)* ; T=R 18) f(x) =2Bx—1)° ; I=R

19) f(x):xff;ig . I=R 20) f(x):(mffg)g T =1]-2; 4o
21) f(z) = cos(3x) +sin(2z) ; =R  22) f(a)= ——— ; I=]-1:1]



