¢ Chapitre 13. — Equations de droites et de
cercle du plan

-

Dans tout ce paragraphe, le plan est muni d’'un repere orthonormé (O ; f, j)

I. — Rappels

1) Vecteurs directeurs

Si D est une droite du plan et ¥ un vecteur non nul, on dit que ¥ est un vecteur directeur de

D ¢’il existe deux points A et B appartenant a D tels que v = AB .

Si U est un vecteur directeur de D alors un vecteur non nul @ est un vecteur directeur de D
si et seulement si w est colinéaire a v c’est-a-dire si et seulement s’il existe un réel non nul k tel
que W = k.

2) Equations de droites

Une droite D du plan peut étre représentée :

1. par une équation cartésienne de la forme ax + by + ¢ = 0 (ou a, b, ¢ sont trois réels tels
que (a;b) # (0;0)); le vecteur U (—b;a) est alors un vecteur directeur de D.

2. par une équation réduite de la forme

e y=mz+ p (ou m et p sont des réels quelconques) si D n’est pas parallele a I'axe des
ordonnées ; dans ce cas, m est le coefficient directeur de D et p est son ordonnée a
I’origine.

e © =k (ou k est un réel quelconque) si D est paralléle a 'axe de ordonnées.

3) Distance dans le plan

Si A(za;ya) et B(xp;yp) alors

AB = \/(fEB —xa)* + (yB — ya)*

II. — Vecteur normal a une droite

1) Définition

Définition 1

Soit D une droite du plan. On dit qu'un vecteur non nul 77 est normal a D si 77 est orthogonal
a tout vecteur directeur de D.




Propriété 2

Soit D un droite du plan et 7 un vecteur non nul. Alors, 77 est normal a D si et seulement
si 71 est orthogonal a un vecteur directeur de D.

Démonstration. Soit ¥ un vecteur directeur de D. Si i est normal a D alors n est normal a
tout vecteur directeur de D donc il est orthogonal a . Réciproquement, supposons que 77 soit
orthogonal a ¢. Soit @ un vecteur directeur de D. Alors, il existe un réel k tel que @ = kv donc

Wit = (k)i = k(G-71) =k x 0=

donc 7 est orthogonal & . Ainsi, 77 est orthogonal a tout vecteur directeur de D donc 77 est
normal a D. O]

[ Propriété 3 ]

Soit D et D' deux droites du plan. Soit @ un vecteur directeur de D’. Alors, D et D’ sont
perpendiculaires si et seulement si @ est un vecteur normal a D.

Démonstration. Soit A et B deux points distincts de D et soit C' et D deux points de D’ tels
que CD = . Alors, d’apres la propriété 17 du chapitre 6, D et D’ sont perpendiculaires si

. _—% H . . . — N _—%
et seulement si AB et C'D sont orthogonaux i.e. si et seulement si W est orthogonal & AB .

—
Comme AB est un vecteur directeur de D, on déduit de la propriété 2 que D et D’ sont
perpendiculaires si et seulement si @ est un vecteur normal a D. O

Exemple 4. Considérons les droites D : 6z + 2y +5=0et D' : x — 3y + 12 = 0. Le vecteur
U (—2;6) est un vecteur directeur de D et le vecteur w (3 ;1) est un vecteur directeur a D’. Ainsi,
U-wW=(—-2)x3+6x1=—-646=0 donc w est orthogonal a ¥ et donc D’ est perpendiculaire

aD.

Remarque 5. De maniere générale, si D : ax +by +c =0et D : dxz+ by + = 0 alors
U(—b;a) dirige D et w (=0 ;a’) dirige D donc, d’apres la propriété 17 du chapitre 6, D et D’
sont perpendiculaires si et seulement si - @ = 0 i.e. (=b)(=V) + ad’ = 0 i.e. ad’ + b = 0.
Cela revient aussi a dire que les vecteurs 7 (a;b) et 7' (a’;b') sont orthogonaux. Ainsi, on a
équivalence entre (1) D et D’ sont perpendiculaires, (2) un vecteur directeur de D est orthogonal

a un vecteur directeur de D’ et (3) un vecteur normal & D est orthogonal a un vecteur normal a
D'.

Corollaire 6

Soit D une droite et 7 un vecteur normal a D. Alors, un vecteur non nul 77’ est normal a D
si et seulement si 77’ est colinéaire a 7.

Démonstration. Soit A une droite dirigée par 7 et A’ une droite dirigée par 77’. Alors, comme 77
est normal & D, A est perpendiculaire & D d’apres la propriété 3. Par cette méme propriété, n’
est normal a D si et seulement si A’ est perpendiculaire a D ce qui équivaut a dire, puisque
A 1L D, que A et A’ sont paralléles. Or, deux droites sont paralleles si et seulement si leurs
vecteurs directeurs sont colinéaires donc on conclut que 77’ est normal a D si et seulement si 77’
est colinéaire a 7. m



2) Lien avec les équations de droites

Si D est une droite d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 alors le vecteur 7 (a;b) est un
vecteur normal a D.

Démonstration. Le vecteur v (—b;a) est un vecteur directeur de D et
U-n=-bxa+axb=—-ab+ab=0
donc 77 est orthogonal & ¢ et donc, par la propriété 2, i est normal a D. O

Exemple 8. Un vecteur normal a la droite D : —x 4+ 2y +6 = 0 est 7 (—1;2).

1. Si D est une droite d’équation réduite y = ma + p alors le vecteur 7 (m; —1) est un
vecteur normal a D.

2. Si D est une droite d’équation réduit « = k alors le vecteur 7 (1;0) est un vecteur
normal a D.

Démonstration.

1. Soit D une droite d’équation réduite y = ma + p. Cette équation (réduite) est équivalente
a I’équation (cartésienne) mz + (—1)y + p = 0 donc, d’apres la propriété 7, le vecteur
7 (m;—1) est normal a D.

2. Soit D une droite d’équation réduite x = k. Cette équation (réduite) est équivalente a
I'équation (cartésienne) x + 0y + (—k) = 0 donc, d’apres la propriété 7, le vecteur 7 (1;0)
est normal a D.

O

On considere deux droites D et D' d’équations réduites D : y =max+pet D :y=m'z+ 7.
Alors, D et D’ sont perpendiculaires si et seulement si mm’ = —1.

Démonstration. Le vecteur 7 (m;—1) est normal & D et le vecteur 77’ (m’; —1) est normal a
D’. Or, d’apres la remarque 5, D et D’ sont perpendiculaires si et seulement si 77 et 1’ sont
orthogonaux ce qui équivaut a dire que m x m’ + (—1) x (—=1) =0 i.e. mm’ + 1 = 0 soit encore
mm' = —1. 0

Soit 7 un vecteur non nul et A un point du plan. L’ensemble des points M du plan tels que
AM -1 =0 est la droite passant par A et de vecteur normal 7.

Démonstration. Notons (a;b) les coordonnées de n, (x4;ya) cellg}de A et_> D l'ensemble des
points M du plan tels que AM -7 = 0. Notons que A € D car AA -n=0

—
pour tout point M (z;y), AM (z —xa;y—ya) donc

-1 = 0. De plus,

M(z;y)eDe (x—xa)Xa+ (y—ya) xb=10
Sar—ara+by—bys =0
Sar+by+ (—axs —bya) =0



Posons ¢ = —ax 4 — bya. Alors, M (z;y) € D si et seulement si ax + by + ¢ = 0 donc D est une
droite de vecteur normal 7.
On conclut donc que D est la droite passant par a et de vecteur normal 7. O

Exemple 12. Déterminer une équation de la droite D passant par A (—1;2) et de vecteur
normal 7 (2; —3).
Premiere méthode. On utilise la propriété précédente :

M(ziy)ede (r—(—1)x2+(y—2)x (=3)=0
e 2r+1)—3(y—2)=0
2 +2-3y+6=0
&S 2r—-3y+8=0

Ainsi, une équation cartésienne de D est 2x — 3y + 8 = 0.

Seconde méthode. Comme 7 (2; —3) est normal & D, une équation cartésienne de D est
de la forme 2z — 3y + ¢ = 0 ou ¢ est un réel. De plus, A € D donc 224 — 3ys + ¢ = 0 i.e.
¢c=—2x4+3ys=—-2x(—1)+3x2=2+6=8. Ainsi, une équation cartésienne de D est
20 — 3y + 8 =0.

3) Projeté orthogonal

— Définition 13 : (Rappel) \

Soit D une droite du plan et A un point du plan. On note A la

perpendiculaire a D passant par A et H le point d’intersection

de D et de A. D
Le point H est appelé le projeté orthogonal de A sur la droite

D. A

. J

Remarque 14. Si A appartient a la droite D alors H = A.

Exemple 15. Soit D la droite d’équation cartésienne 2z —5y+1 = 0 et A le point de coordonnées
de (—3;2). Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal H de A sur D.

Notons A la perpendiculaire & D passant par A. Alors, le vecteur ¥/ (5;2) qui est un vecteur
directeur de D est un vecteur normal a A. Des lors,

Mz;y)eAs (x—(-3)) x5+ (y—2)x2=0
S5x+3)+2y—2)=0
Shr+15+2—4=0
Sdr+2y+11=0

Ainsi, une équation cartésienne de A est 5z + 2y + 11 = 0. Or, H est le point d’intersection de
D et A donc ses coordonnées sont solutions du systeme :

g 20 —-5y+1=0
dr+2y+11=0

Pour résoudre ce systéme, on peut procéder soit par substitution soit par combinaisons linéaires.



Utilisons cette derniére méthode :

52z — By +1) — 2052 + 2y + 11) =0 Ly + 5L, — 2L,

ﬁ

20 —-5y+1=0
br+2y+11=0 L2

dr — 10y + 2+ 252 + 10y + 55 =0
10z — 25y +5 —10x —4y — 22 =0

{
{
{29x+57=0
b

3

¢

y=

Ainsi, les coordonnées de H sont (—@ ; ——) Soit D une droite et A un point du plan.

Définition 16

Soit D une droite et A un point du plan. Notons H le projeté orthogonal de A sur D. La
distance AH est appelée la distance de A a D. On la note d(A, D).

Exemple 17. Si on reprend la situation de I’exemple 15 alors
2 17 2 302 75\% [225 15
d(A,D) = AH = /(- 2L = —3) (—_2> :\/<> <_> _ ]2
( )= \/ (=3)) + 29 29 + 29 29 /29

Propriété 18

Soit D une droite et A un point du plan. Pour tout point M de D, AM > d(A, D) avec
égalité si et seulement si M est le projeté orthogonal de A sur D.

Démonstration. Soit M € D. Notons H le projeté orthogonal de A sur D. Si M = H, par
définition, AH = d(A,D). Si M # H alors le triangle AHM est rectangle en M et AM est
I'hypoténuse de ce triangle donc AM > AH i.e. AM > d(A, D). On a donc bien montré que, pour
tout point M de D, AM > d(A, D) avec égalité si et seulement si M est le projeté orthogonal
de A sur D. O

III. — Equations cartésiennes de cercle

Définition 19

Soit un réel R > 0 et A un point du plan. Le cercle de centre A et de rayon R, noté € (A, R),
est 'ensemble des points M du plan tels que AM = R.

Remarque 20. On considere parfois que le cercle de centre A et rayon 0 est réduit au seul point

A.



Soit A et B deux points du plan. L’ensemble de points M du plan tels que M A et M B
sont orthogonaux est le cercle de diametre [AB] i.e. le cercle de centre I, milieu de [AB], et

de rayon 4E.

Démonstration. Notons £ 'ensemble des points M du plan tels M A et M B soient orthogonaux.
Notons I le milieu de [AB]. Alors,

— — — —\ [~ —
Me&o MA -MB :0@(M1+IA) MI+IB>:0
— — — —
e Ml 4+ MI-IB +IA -MI +IA 1B =0
— = — =
e ML ML IB +MI -IA +IA-<—IA>:O
9 — — — —>2 9 9
e M2 ML | TB +TA | _TA2 =0 MIZ_142=0
\_\:)_/
=0

S MP=IA2<IM=1IA

Ainsi, &€ est le cercle de centre I et de rayon [ A, autrement dit le cercle de diametre [AB]. [

Soit un réel R > 0 et A(z4;ya) un point du plan. Alors, un point M (x;y) appartient a
€ (A, R) si et seulement si (z — x4)? + (y —ya)? = R2

Démonstration. Par définition, M (x;y) € € (A, R) si et seulement si AM = R. Comme AM et
R sont des nombres positifs, cela équivaut & AM? = R%. Or, AM? = (x —24)*+ (y — ya)? donc
finalement M (z;y) € €(A, R) si et seulement si (z — z4)* + (y — ya)*> = R2. O

Définition 23

On dit que I'équation (z —x4)*+ (y —ya)? = R? est I'équation cartésienne réduite du cercle
“(A,R).

Exemple 24.

1. Le cercle de centre A (—2;3) et de rayon R = 4 a pour équation réduite (z — (—2))? +
(y—3)* =4*ie. (v +2)° + (y — 3)* = 16.

2. L’équation (z + 1) + (y + 8)* = 5 est I'équation réduite du cercle de centre A (—1; —8)
et de rayon /5 (car elle peut se réécrire (x — (—1))2 + (y — (=8))? = \/52.

3. Le cercle trigonométrique a pour équation réduite (z —0)*+ (y —0)? = 12 ie. 22 +y* = 1.

Soit u, v et w des réels quelconques. Alors, 'ensemble & des points M (z;y) du plan tels
que 22 4 y? + ux + vy +w = 0 est soit un cercle, soit un point, soit I'ensemble vide.




Démonstration. Remarquons que 22 + uz est un polynéme du second degré en z. Sa forme
. 2 A~ A~ /
canonique est (z + %)2 — - De méme, y? + vy est un polyndéme du second degré en y et sa

forme canonique est (y + ) — %. On a donc

M(x;y)eéo‘{:):c2+y2+ux+vy+w—0

©(+u>2 +( U>2 U—+ =0
Ty 2 1 v

@(+”)2+<+”>2 v v
T+ = —) = ——w
2 L 17

2

Notons A le point de coordonnées (— ) et T'= " + UZ w. On a donc

M(zy) €8 (x—2A)°+(y—ya)’ =T

Trois cas sont alors possibles :
e si T < 0 alors & = @ car, pour tous réels x et y, (x — x4)? + (y — ya)> = 0;
e siT =0alors & ={A} car (x —z4)*> + (y — ya)*> = 0 si et seulement si z — x4 = 0 et
y—ya=01e. x=z4€ty=19yyu;
e siT > 0alors & = €(A,VT) car M € & si et seulement si (x—24)>+ (y—ya)? = (VT)%
L]

Remarque 26. Dans le cas ol & est un cercle, on dit que 2% + 4* + uz + vy + w = 0 est une
équation cartésienne (non réduite) de €.

Exemple 27. Dans chaque cas suivant, déterminer I'ensemble & des points M (z;y) vérifiant
I’équation donnée.
1. &2 +y*+20+4y—4=0
On a

P2t dy—4=0e (z+1)2 -1+ y+22-4-4=0
S@@+1)+y+2)°=9

e @— (D) + - (-2) =
donc & est le cercle de centre A(—1;—2) et de rayon R = 3.

2. &2+ +r—y+1=0
On a

+
+

. 2 N2 1
22ty +m—y+1:O<:><x+> —+(y—> - 41=0
Ty Y=3) =73

donc & est & car —% < 0.
3. &2+ —4r+6y+13=0
On a

2?4y —dr+ 6y +13=0s (-2 -4+ (y+3)0*—-9+13=0
S (@-22+y+37=0
Sr—2=0ety+3=0
Sr=2ecty=-3

donc & est réduit au point A (2;—3).



Exercice 28. Déterminer ’ensemble & des points M (z ;y) du plan tels que 23 + xy? + 4% +
xy — ox = 0.

Solution. On a

933—|—xy2+4932—|—xy—593:0<:>x(932+y2+4$—|—y—5):0
sSr=0o0uz’+y  +4r+y—5=0

Or,
2 2 2 1 2 1
Yy +dr+y—-5=0%& (v +2) —4—|—<y+2) —1—5:()
1\2 37
ooy -
e (z+2)° + v+ 1
1\\2 37\
o9+ (i-(-3)) = ()
2 2
Ainsi,

M@ eser=om@—(-27+ (s (-3)) = <¢23_7>

donc & est la réunion de I'axe des ordonnées et du cercle de centre A (—2 ; —%) et de rayon
R= Y%
5



